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Abstract—Este trabalho apresenta uma solucio da equacao
de Laplace por volumes finitos utilizando o digrama de Voronoi,
gerado a partir da triangulaciao de Delaunay. E utilizada a técnica
de refinamento adaptativo de malhas conforme os conceitos do
refinamento de Ruppert. Ainda, é utilizado o refinamento de
Ruppert para que a malha resultante seja de boa qualidade.

Abstract—This work shows a solution of the Laplace’s equation
by finite volume discretizations with the Voronoi diagram, gener-
ated from the Delaunay triangulation. We apply the adaptative
mesh refinement technique together with concepts of the Ruppert
refinement. Furthermore, we use the Ruppert refinement to
improve the quality of the Delaunay triangulation.
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I. INTRODUCAO

Neste trabalho, sdo apresentadas simulagdes da utilizacao
do diagrama de Voronoi [1], obtido por meio da triangulacio
de Delaunay [2]]. Essas malhas sdo utilizadas na aplicag¢do do
método dos volumes finitos (MVF) na equagdo de Laplace,
com condicdes de contorno de Dirichlet. O MVF € um método
de discretizagdo que vem sendo amplamente utilizado, em que
(3, [4], [S] e [6] sdo exemplos. Este método € baseado em
leis de conservacdo de massa.

Nas simulagdes descritas neste trabalho, utilizou-se a técnica
de refinamento adaptativo de malhas para se obter menor
custo computacional em relagdo a uma malha uniforme. As
comparagdes para reducio de custo computacional em relacio
a uma malha uniforme e com outras técnicas de refina-
mento adaptativo ainda ndo foram realizadas. Neste trabalho,
apresentam-se as simulacdes iniciais da implementacdo. Para
obtencdo de malhas triangulares de qualidade, utilizou-se o
refinamento de Ruppert [7]].

Na secdo seguinte sdo apresentados alguns trabalhos rela-
cionados. Na secdo [[II|o diagrama de Voronoi e a triangulacio
de Delaunay sao apresentados. Nessa mesma secdo, sdo des-
critos o algoritmo de Lawson para geracdo de triangulacdes
de Delaunay e o algoritmo de Ruppert. A implementagdo é
explicada na se¢do Na secdo [V] sdo apresentados os resul-
tados e, finalmente, na secio sdo apresentadas conclusdes
e trabalhos futuros.

II. TRABALHOS RELACIONADOS

Virios trabalhos utilizando a triangulacdo de Delaunay,
como também o diagrama de Voronoi, na aplicacdo de métodos
numéricos podem ser encontrados na literatura. Como exem-
plo, em [8]], é aplicado o método dos volumes finitos para
simulac@o do espalhamento de um contaminante em um lengol
fredtico com triangulagdes de Delaunay geradas a partir de
um algoritmo de geracdo de malhas baseado em imagens.
Esquemas para aplicacdo do MVF em malhas de Voronoi sido
apresentados em [9]. Um pacote para andlise bidimensional
por elementos finitos € descrito em [10], no qual geram-se
automaticamente malhas de boa qualidade para problemas de
campo magnético e utiliza um refinamento adaptativo que
subdivide apenas elementos cujo erro estimado € considerado
grande.

Em geracdo de malhas, muitos trabalhos foram desenvolvi-
dos com o objetivo de produzir triangulacdes de Delaunay
com a melhor qualidade possivel. Entre eles, pode-se citar
Shewchuk [11], que apresenta pequenas melhorias para o
algoritmo de refinamento de Delaunay proposto por Chew
[12], como também para o algoritmo de Ruppert [7]. Além
disso, Shewchuk aborda o problema de modelar dominios
com angulos pequenos, apresentando seu préprio algoritmo.
O algoritmo de Ruppert serd brevemente descrito na secio
Shewchuk [11] desenvolveu um programa que gera
triangulacdes de Delaunay e diagramas de Voronoi, chamado
Triangle [13]], que utiliza o algoritmo de Ruppert.

ITII. GERACAO DAS MALHAS

Nesta aplicacdo do MVF, utilizam-se como volumes de
controle os poligonos de Voronoi, limitados a um determinado
dominio €. Seja 6(a, b) a distincia euclidiana entre os pontos
a e b. No plano euclidiano, o diagrama de Voronoi é a
decomposi¢@o do plano em poligonos. Considere um conjunto
S ={s1,82,83, -, 8, } de pontos geradores do diagrama de
Voronoi contidos em 2. Um ponto qualquer p € R? estd no
poligono correspondente a um ponto gerador s; do diagrama
de Voronoi se e, somente se, d(p, s;) < d(p, s;), Vs; € S com
J#i

A seguir, descreve-se a triangulacdo de Delaunay, que é o
dual geométrico do diagrama de Voronoi. Isso significa que



a partir de uma triangulacdo de Delaunay é possivel se obter
um diagrama de Voronoi e vice-versa.

A. Triangulagdo de Delaunay

Pode-se definir uma triangulacdo de Delaunay utilizando
o conceito de aresta de Delaunay. Um circulo ¢ qualquer
€ vazio em relacdio a um conjunto de pontos, se ele nao
contém nenhum desses pontos em seu interior, mas pontos
sdo permitidos na fronteira do circulo. Uma aresta ligando
dois pontos s1,s2 € S € dita ser de Delaunay se e, somente
se, existe um circulo vazio ¢ que passa por s; € s3. Uma
triangulacdo em que todas as arestas sdo de Delaunay ¢é
uma triangulagdo de Delaunay. Uma aresta é localmente de
Delaunay ao se considerar apenas os vértices dos triangulos
que compartilham tal aresta. Se todas as arestas de uma
triangulacdo sdo localmente de Delaunay, entdo, todas sdo de
Delaunay.

Uma outra maneira, talvez um pouco mais intuitiva de
definir a triangulagdo de Delaunauy é pelo conceito de
tridngulo de Delaunay. Um tridngulo é de Delaunay se seu
circuncirculo é vazio. O circuncirculo € o unico circulo que
passa pelos vértices do tridngulo. Uma triangulacdo em que
todos os triangulos sdo de Delaunay é uma triangulacdo de
Delaunay. Uma triangulacdo de Delaunay de um conjunto V'
de vértices € tnica se ndo houver quatro vértices de V' que
sejam cocirculares.

A triangulacdo de Delaunay tornou-se popular devido prin-
cipalmente a seguinte propriedade, descoberta por Lawson
[14]. Entre todas as triangulacdes possiveis de um conjunto de
vértices, a triangulacdo de Delaunay maximiza o menor angulo
presente na triangulacdo. Em métodos numéricos, angulos
préximos a zero grau ou 7 podem resultar em um erro grande
na aproximacao.

Na Fig. mostra-se uma triangulacdo de Delaunay e
um diagrama de Voronoi para um conjunto de pontos. Os
circuncentros dos tridngulos de Delaunay sdo os vértices do
diagrama de Voronoi.

Fig. 1. Uma triangulacio de Delaunay e seu respectivo diagrama de Voronoi.
Em verde € mostrado o circuncirculo de um tridngulo de Delaunay, cujo centro
€ um vértice do diagrama de Voronoi.

B. Geragdo da triangulag¢do de Delaunay

Neste trabalho, utilizou-se algoritmo de Lawson [14] para
manter a triangulacdo de Delaunay durante o refinamento
adaptativo e de Ruppert. O algoritmo de Lawson foi projetado
por uma abordagem incremental, em que os vértices sdao
adicionados um por vez na triangulacdo e baseia-se no flip
de arestas. Seja ab uma aresta compartilhada pelos triangulos
Aabe e Nabd. Se a aresta ab nio é localmente de Delaunay,
entdo, é possivel realizar o flip da aresta ab no quadringulo
abed, excluindo-se a aresta ab e inserindo-se a aresta cd, que
serd localmente de Delaunay. Na Fig. [2] é mostrado o flip
descrito.

b

Fig. 2. Exemplificagdo de uma operacdo de flip de aresta. Na figura da
esquerda a aresta ab ndo satisfaz o critério de Delaunay. Na figura da direita
€ mostrado o resultado ap6s a aplicagdo do flip.

O algoritmo de Lawson funciona da seguinte forma quando
um novo vértice v € inserido na triangulacdo:

e se v pertence a uma aresta ja existente na triangulacdo,
a aresta é excluida e inserem-se quatro arestas ligando v
aos vértices do quadrangulo em que v se encontra;

e se ndo, o tridngulo que contém v é encontrado e, entdo,
tr€s novas arestas sdo criadas ligando-se o novo vértice
aos trés vértices do tridngulo; desse modo, o tridngulo
original é substituido por trés novos tridngulos.

Feito isso, um procedimento recursivo verifica se 0s novos
tridngulos ou as arestas do tridngulo que foi dividido sdo
de Delaunay. Caso alguma aresta (ou tridngulo) ndo atenda
a propriedade de Delaunay, é aplicado o flip de aresta para
remover a aresta ndo de Delaunay. A cada flip, aparecem duas
novas arestas que devem ser testadas. O procedimento acaba
quando ndo houver aresta oposta ao novo vértice que nio seja
localmente de Delaunay.

C. Refinamento de Ruppert

O refinamento de Delaunay é uma técnica para geracio de
triangula¢des de Delaunay de qualidade, isto é, oferece alguma
garantia quanto a forma dos tridngulos. Mais especificamente,
em um refinamento de Delaunay, uma triangulacdo de Delau-
nay é mantida e um critério é usado para escolher sucessiva-
mente novos pontos para serem adicionados a triangulagdo.

A entrada para o algoritmo de Ruppert € um grafo planar
com arestas ndo curvas (planar straight-line graph - PSLG)
G(V,S), em que V € o conjunto de vértices e S é o conjunto
de segmentos. O algoritmo de Ruppert gera uma triangulacio
de Delaunay a partir de G(V,S), a qual contém todos os



vértices de V' e todos segmentos de .S, sendo que os segmentos
estardo representados pela unido de uma ou mais arestas. Nesta
aplicacdo, utiliza-se como entrada uma triangulacio de Delau-
nay definida previamente, delimitada por segmentos. Sendo
assim, ndo serd descrito a parte da gera¢do da triangulacdo
de Delaunay do algoritmo de Ruppert, focando-se apenas no
refinamento da triangulag@o.

O algoritmo de Ruppert [7] garante que todos os tridngulos
da triangulacdo de saida terdo angulos entre o e ™ — 2q,
sendo que o € um parametro que pode ser escolhido entre
0 e 20 graus. O circulo com o segmento ab como didmetro
é chamado de circulo diametral de ab. Considere que um
terceiro vértice ¢ invade o segmento ab se ele estd no interior
do circulo diametral de ab. O algoritmo de Ruppert possui
duas operacdes principais descritas a seguir. /) Divide-se
um tridngulo adicionando-se um vértice em seu circuncentro.
Dado o angulo minimo « como entrada, divide-se qualquer
tridngulo que tenha algum angulo menor que «, a menos que
o circuncentro do tridngulo invada algum segmento. Neste
ultimo caso, em vez de dividir o tridngulo, o algoritmo divide
o segmento. 2) Divide-se um segmento adicionando-se um
vértice em seu ponto médio. Ao se dividir um segmento,
substitui-se o segmento por dois novos segmentos.

A ideia do algoritmo € eliminar tridngulos com angulo
menor que «. Um bom local para se inserir um novo vértice
€ no circuncentro de um tridngulo porque esse vértice é
equidistante a todos os vértices do tridngulo. Ao se inserir um
vértice no circuncentro de um tridngulo, este ndo serd mais
de Delaunay. Desse modo, mesmo que o circuncentro nio se
encontre no interior do tridngulo com angulo menor que «,
este serd eliminado por ndo ser mais de Delaunay.

O algoritmo de Ruppert poderia falhar se o circuncentro de
algum tridngulo se encontrasse fora da triangulacdo. Entretanto
isso ndo acontece. Em uma triangulacdo de Delaunay, se
ndo houver segmento invadido, ndo ha circuncentro externo a
triangulacdo. Desse modo, o algoritmo de Ruppert ndo permite
circuncentro externo a triangulacao (veja uma prova em [15]).

IV. IMPLEMENTACAO

A implementagdo recebe uma triangulagdo de Delaunay ini-
cial, lida de um arquivo de entrada, delimitada por segmentos.
Segmentos incidentes devem estar separados por um angulo
de pelo menos 60°, para que as garantias do algoritmo de
Ruppert sejam validas. A estrutura de dados que representa a
triangulacdo é composta por dois tipos de elementos: vértices
e triangulos. Vértices sdo representados pela classe Vertex, em
que se implementou uma lista de adjacéncias. Tridngulos sdo
representados por objetos da classe Triangle, a qual contém
ponteiros para os trés vértices do tridngulo, como também
ponteiros para tridngulos adjacentes.

A malha do MVF sdo os poligonos de Voronoi, gerados
a partir dos circuncentros dos tridngulos da triangulacdo de
Delaunay. A equacdo dlferenmal 2,parmal (EDP) em questao é
a equacio de Laplace, 2 0, com condigdes de
contorno de Dirichlet.

812 + Hy

Aplicando-se o MVF para a solucdo da equagdo de Laplace,
tem-se para cada volume de controle (poligono de Voronoi) p
a equacdo linear ) ., TAST )ALW =0,emque n € o
conjunto de poligonos ad]acentes (ou vizinhos) a p, S é a
distancia entre p e ¢ ¢ L ¢ o comprimento da interface entre p
e i, ou seja, o comprimento da aresta do diagrama de Voronoi
compartilhada por p e .

Para numerar os vértices da malha, foi utilizado o algoritmo
busca em profundidade. Utilizando tal numeracdo, varios
testes mostraram que a matriz dos coeficientes do sistema
linear retornado pelo MVF ¢é simétrica-positiva definida e
esparsa. Ha fortes indicios que todas as matrizes t€m essas
caracteristicas. Por isso, foi aplicado o método do gradiente
conjugado [16] nas simulagdes para a solucdo dos sistemas
lineares resultantes da aplicacdo do MVF.

Apds esses passos, dois refinamentos com objetivos difer-
entes sdo aplicados a triangulagdo de Delaunay. Ambos os
refinamentos utilizam o método RefinaTridngulo, que é basi-
camente a parte de insercdo do algoritmo de Ruppert, apds a
escolha do tridngulo a ser refinado.

O primeiro algoritmo de refinamento aplicado a triangulacdo
¢ o refinamento adaptativo. Seu objetivo é obter uma solucio
melhor que a anterior em determinadas regides do dominio.
O algoritmo RefinamentoAdaptativo € descrito a seguir, o
qual recebe como entrada uma triangulacdo de Delaunay e
um limite S para o critério de refinamento. Considere z.v;

a aresta ou tridngulo = e x.v;.u a

o vértice ¢ pertencente a
quantidade de massa corrente em v;.

Algoritmo RefinaTriangulo
Entrada: triangulacdo de Delaunay DT';
tridngulo t € DT
1: S + Conjunto de segmentos de DT}
2: ¢ < Circuncentro de ¢;
3: if (c invade algum segmento s € S) then
4:  for all (s € S invadido por ¢) do
5: Insira um vértice v no ponto médio de s;
6 Execute o algoritmo de Lawson para v;
7:  end for
8: else
9 Insira um vértice v no circuncentro de ¢;
10:  Execute o algoritmo de Lawson para v;
11: end if.

Algoritmo RefinamentoAdaptativo
Entrada: triangulacdo de Delaunay DT
limite de refinamento f.

1: A < Arestas de DT que ndo estdo na fronteira;

2: for all a € A do

3. if mod(a.vy.u — a.va.u) > [ then

t1, to < Triangulos que compartilham a aresta a;
Seja t1.v3 o vértice de ¢; que ndo pertence a a;
Seja to.v3 0 vértice de ¢ que ndo pertence a a;

dy < mod(a.vy.u—t1.v3.u)+mod(a.va.u—t1.v3.u);

AR

dy < mod(a.vy.u—ts.v3.u)+mod(a.ve.u—ta.v3.u);



9: if d; > ds then

10: RefinaTriangulo(DT, t1);
11: else

12: RefinaTridngulo( DT, t2);
13: end if

14:  end if

15: end for

No algoritmo RefinaTridngulo, utilizou-se os conceitos do
refinamento de Ruppert no tridngulo a ser refinado, determi-
nado pelo critério de refinamento. O segundo algoritmo de
refinamento aplicado na malha tem por objetivo melhorar sua
qualidade. De fato, é o algoritmo de Ruppert sem a parte
da criag¢do da triangulacdo. Mais especificamente, aplica-se o
algoritmo RefinaTridngulo a cada tridngulo com angulo menor
que «, sendo que « € estabelecido pelo usudrio. Apesar de
que é garantido que « pode ser entre 0 e 20 graus, na pratica,
pode-se obter malhas triangulares com angulos maiores que
20 graus. Tais resultados s@o apresentados a seguir.

Tendo a malha sido refinada, todo o processo para obtengdo
de uma solugdo serd repetido (numeracdo dos vértices,
aplicacdo do MVF, resolu¢ao do sistema de equagdes lineares
pelo método do gradiente conjugado) e, novamente serd feita
a verificagdo se o refinamento adaptativo é necessario. Quando
ndo houver mais necessidade de refinamento, o programa
termina, retornando uma solug¢do para uma determinada malha
final.

Com relag@o a complexidade do algoritmo RefinaTriangulo,
pode-se considerar que serd limitada pelo nimero de flips
necessdrios para inserir um vértice pelo algoritmo de Lawson.
O ndmero de segmentos invadidos normalmente serd um valor
muito pequeno em relacdo ao nimero de vértices. Segundo
[15], em casos degenerados, o algoritmo de Lawson pode
chegar a realizar O(n) flips para a inser¢do de um vértice,
onde n € o nimero de vértices da triangulacdo. Entretando,
a média de flips em casos comuns é uma constante pequena.
Em seu pior caso, o algoritmo RefinamentoAdaptativo terd
um limite de O(]A||V]), considerando que O(|V|) é o limite
superior para o algoritmo RefinaTriangulo.

V. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Foi obtida uma solugdo para a equacgdo de Laplace, sendo o
dominio um quadrado unitario, com as condi¢des de contorno:
T(a,0) = 0 para 0 < a < 1 e T(a,1) = T(0,a) =
T(1,a) = 10 para 0 < a < 1. A entrada da implementago
€ uma triangulacdo de Delaunay delimitada por segmentos.
A malha inicial € mostrada na Fig. |3] juntamente com os
valores encontrados. Note que todos os vértices da fronteira do
dominio possuem valores constantes, que sdo os descritos nas
condi¢des de contorno. Na Fig. il mostra-se a mesma malha
inicial, juntamente com o seu diagrama de Voronoi, em que
os poligonos parciais da fronteira ndo sdo mostrados.

Virios testes foram executados para o problema descrito,
cada um contendo diferentes valores para o limite do refimento
adaptativo e 4ngulo minimo «. Na Fig. 5] ¢ mostrada uma
triangulacdo com 310 vértices, resultante de uma simulacio
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Fig. 3. Malha inicial com uma solu¢do da equacdo de Laplace com
condicdes de contorno de Dirichlet. Os valores sdo armazenados nos vértices
da triangulacdo de Delaunauy.

L

Fig. 4.  Triangulacdo de Delaunay inicial e seu respectivo diagrama de
Voronoi (em verde)(arestas infinitas dos poligonos parciais da fronteira ndo
sa0 mostradas).

com angulo minimo de 20 graus. Devido ao refinamento
adaptativo, hd concentracdo de pontos nos cantos inferiores
do dominio, onde a solugdo apresenta maior variacao.

Como comentado, na prética, o algoritmo de Ruppert pode
gerar malhas com tridngulos com angulos maiores que 20
graus. Na Fig. [6] é mostrada uma triangulagdo contendo
2377 vértices. Tal triangulagdo foi obtida escolhendo-se 1.0
como critério de refinamento e angulo minimo de 25 graus.
Infelizmente, devido a erros de ponto flutuante, ha limitacao
para o refinamento. Vértices muito proximos podem gerar
erros graves na malha. Por causa dessa limitacdo, em algumas
regides da malha, ndo € possivel refina-la até que o critério
de parada do refinamento seja satisfeito. Para isso, o usudrio



Fig. 5. Malha com 310 vértices em simulagdo com angulo minimo de 20
graus e limite do refinamento adaptativo igual a 2.79.

pode estabelecer um limite maximo de refinamento entre dois
vértices (distancia minima entre os vértices), em que, nas
simulacdes, é 10~*. Em [17], sdo apresentados algoritmos
para lidar com problemas de aritmética de ponto flutuante,
que devem ser implementados e apresentados em trabalhos
futuros. Na Fig. [7] ¢ mostrada uma malha de uma simulagdo
com 4ngulo minimo de 32 graus. E mostrado na Fig. o mapa
de cores da solucdo da EDP para essa malha.

Fig. 6. Malha com 2377 vértices em simula¢do com angulo minimo de 25
graus e limite do refinamento adaptativo igual a 1.

Em se tratando da aplicagdo de métodos numéricos, o
principal objetivo é obter a melhor aproximacdo possivel da
solucdo da EDP em um tempo de execugdo razodvel. Por
isso, ndo € interessante a inser¢do de uma quantidade grande
de vértices na triangulagdo para se obter angulos um pouco
melhores, se o ganho na qualidade da solucdo for pequeno e o
incremento no tempo de execucao for grande. Nas simulacdes,
para angulos maiores do que 32 graus, houve necessidade
de insercdo de muitos vértices na triangulagdo de Delaunay,
de modo que o tempo de execucdo aumentou bastante, sem
que houvesse uma grande melhoria na solu¢do. Na Fig. 9] é

Fig. 7. Malha com 3318 vértices em simulagcdo com angulo minimo de 32
graus e limite do refinamento adaptativo igual a 1.

Quantidade de massa
2.5 5.0 7.5

Fig. 8. Mapa de cores de uma simula¢do com angulo minimo de 32 graus
e limite do refinamento adaptativo igual a 1.

mostrada uma malha em que o menor angulo é de 33 graus.
Na Fig. mostram-se as porcentagens de tempo gastas
por cada etapa utilizada no processo para obter a solugdo
da EDP, em algumas simula¢des. Nota-se que a resolucio
do sistema linear demanda o maior custo computacional.
Percebe-se também que o tempo execucdo do refinamento
de Ruppert aumenta de modo significativo quando o angulo
minimo desejado € maior ou igual a 30°. Nas dltimas linhas
da tabela o refinamento adaptativo tem custo computacional
grande por causa do critério de refinemento empregado.

VI. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho apresentou uma aplicagdo do MVF, utilizando
o diagrama de Voronoi para a discretizacdo da equagdo de
Laplace, sendo o diagrama de Voronoi construido por meio
da triangulacdo de Delaunay. O trabalho focou-se na geracio
de uma triangulagdo de qualidade, por meio da aplicacio
do refinamento de Ruppert. Ainda, foi implementado um
refinamento adaptativo da malha. O algoritmo de Ruppert
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Fig. 9. Malha com 65859 vértices em simulagdo com angulo minimo de 33
graus.

Vém'ces<| Ang. Min.| Crit. Ref. Ruppert Ref. Adap. | Res. Sist. Linear | Busca prof. MVF <|
4565 25| 0,70} 2,37] 14,62 80,22] 0,22] 2,58
4703 28| 0,70} 3,23] 12,73 81,01 0,38] 2,66
5165 30| 0,70} 6,99] 12,18, 78,24 0,43] 2,16}
5258 31 0,70, 10,01 10,70 76,59] 0,35 2,35
8390 25| 0,50} 2,19] 11,63 84,31 0,37] 1,50
8851 28| 0,50} 3,84 10,78, 83,65 0,29] 1,43
9329 30| 0,50} 9,37] 11,47 77,52 0,28 1,37
11690 32 0,50 19,39 7,88 71,40 0,21] 1,12
12844 25 0,40} Z,QI 9,31 87,33 0,20} 1,02
13140; 28| 0,40} 4,55] 9,75} 84,44 0,17] 1,08
13859] 30| 0,40 10,07 11,01 77,74] 0,16} 1,02
16033; 32 0,40} 14,61 8,76} 75,57 0,18] 0,88
46485 25| 0,20} 3,07] 20,20 76,21 0,09] 0,42]
47675 28| 0,20} 7,30} 22,89; 69,32] 0,09] 0,40}
49299 30 0,20] 11,37] 21,05 67,11 0,08] 0,38]
55163 32| 0,20} 22,54 19,46 57,59] 0,07} 0,34]
81195 28| 0,15 7,85} 26,84 64,97] 0,06 0,28
84124 30| 0,15 12,99 25,61 61,08 0,06 0,26

Fig. 10.  Porcentagens de tempo gastas por cada etapa em simula¢des
numéricas para alguns angulos minimos e critérios de refinamento. Tempo
gasto com operagdes como em saida padrdo foi desconsiderado.

mostrou-se adequado, gerando malhas com angulos minimos
de até 33 graus.

Em trabalhos futuros, pretende-se implementar outros algo-
ritmos para geracdo de triangulagdes de Delaunay de quali-
dade, entre eles, os algoritmos propostos por Ungér [18], Ri-
vara [[19]] e Chernikov e Chrisochoides [20]. Outros trabalhos
importantes a serem desenvolvidos sdo a melhoria em relacio
a erros de ponto flutuante e a utilizacdo de estimadores de
erro para controlar o refinamento adaptativo. Comparagdes do
custo computacional em relacdo a malhas uniformes e com
outras técnicas de refinamento adaptativo também devem ser
realizadas.
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