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Figura 1.

Resultados obtidos com os algoritmos adaptativos implementados para a superficie implicita

dada pela equagio (y — 22 — y2 + 1)4 + (2 +y? + 22)4 —1 =0, com o método de Adaptagdo Espacial

(esquerda), e com Adaptacdo Geométrica (direita).

Resumo—Neste trabalho implementamos o algoritmo para
poligonizacdo de superficies implicitas conhecido como “’Mar-
ching Cubes”. A partir daqui, implementamos duas variantes
adaptativas: a primeira se adapta a localizacdo espacial da
superficie enquanto a outra variante se adapta a geometria
da superficie, usando informacdo proveniente das derivadas.
Os algoritmos aqui apresentados estio baseados no uso da
Aritmética Intervalar. Fazemos uma comparaciio entre estes
algoritmos com relacdo a sua eficiéncia computacional.

Keywords-superficie implicita, aritmética intervalar,
diferenciacdo automatica

Abstract—In this work we implement the poligonization algo-
rithm for implicit surfaces known as ’Marching Cubes”. We also
implement two adaptive variants: the first one is adapted to the
spatial location of the surface while the second variant is adapted
to the geometry of the surface, using the information coming from
derivatives. The algorithms presented here are based on the use
of Interval Arithmetic. We compare these algorithms with respect
to their computational efficiency.

Keywords-implicit surface, interval arithmetic, automatic dif-
ferentiation

I. INTRODUCAO

A renderizagdo de superficies implicitas é, em geral, um
problema dificil. No caso das superficies paramétricas, a
amostragem e representacdo das mesmas € mais simples, dado
que temos uma equacgio para obter pontos sobre a superficie.
Por outro lado, para amostrarmos superficies implicitas é

necessdrio resolver equacdes ndo lineares. E mesmo quando
conseguimos amostrar uma superficie implicita, achar uma boa
representacdo dela continua sendo um problema dificil.

Uma forma de resolver este problema é subdividir o espago
em regides muito pequenas, identificando aquelas por onde a
superficie passa. Este processo é chamado de enumeracio e
existem vdrias formas de testar se a superficie passa por uma
destas regides. Neste trabalho usamos Aritmética Intervalar [1]
para decidir se uma superficie passa por uma regido ou nio.

O processo de enumeragdo descrito acima é muito caro, pois
quase sempre descartarfamos a grande maioria das regides.
Uma forma de melhord-lo € o uso de técnicas adaptativas,
que permitem descartar grandes regides onde a superficie ndo
passa [2], [3]. Este processo é conhecido como Adaptacio
Espacial. Adicionalmente, quando temos informacgdo da ge-
ometria da superficie, como sua curvatura, podemos reduzir
ainda mais o ntimero de regides a serem testadas [3], [4].

Chamamos esta técnica de Adaptacdo Geométrica.

Neste trabalho implementamos dois algoritmos adaptativos,
um espacial e outro geométrico [3], que fazem uso da Aritmé-
tica Intervalar para poligonizar uma superficie implicita. O se-
gundo usa também Diferenciacio Automadtica [5] para reduzir
os célculos a partir das informagdes das derivadas. A Figure 2
mostra um exemplo da utilizacdo dos algoritmos adaptativos
para poligonizag¢do de superficies implicitas implementados.
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(a) Adaptag@o Espacial

(b) Adaptacdo Geométrica

Figure 2. Superficie implicita dada por (22 4y +22+0.75)%2 —4(22+y2) =
Ocom L =5, =7enivel =7.

O texto estd dividido da seguinte forma: comecamos na
secdo II enunciando as definicdes fundamentais e dando
uma idéia geral das técnicas de Aritmética Intervalar e
Diferenciacdo Automatica; a continuacdo, na secdo III,
apresentamos o algoritmo cldssico Marching Cubes para
renderizacdo de superficies implicitas e os algoritmos adap-
tativos implementados; alguns resultados obtidos e uma
comparagdo da eficiéncia dos algoritmos estudados sdo ap-
resentados na secdo IV; finalmente, na secdo V fazemos as
consideracdes finais.

II. DEFINICOES

Nesta secdo apresentamos as principais defini¢des e alguns
conceitos relacionados que serdo uteis para este trabalho.

A. Superficies Implicitas

Objetos implicitos sdo conjuntos de nivel de funcdes em
vdrias varidveis. Para valores regulares da fun¢do, o teorema
da fungdio implicita nos garante que no R3 esse conjunto é
uma superficie, e que no R? esse conjunto é uma curva [6].
Um estudo amplo sobre objetos implicitos pode ser encontrado
em [7].

Definicao  (Superficie Implicita). Dada wuma funcdo
flz,y,2) : Q C R3 — R, uma superficie implicita é o
conjunto de zeros da fungdo f, se 0 é um valor regular de f.
Ou seja, o conjunto S = {(z,y,2) € Q / f(x,y,z) =0}.

Por exemplo, as superficies implicitas dadas por um cilindro
e uma esfera se correspondem com as equagdes 22 +y>—9 = 0
e z2 + 92 + 22 — 9 = 0 respectivamente.

B. Aritmética Intervalar

A Aritmética Intervalar surgiu no final da década de 50 com
os trabalhos de Moore (veja [1], por exemplo) visando dar
suporte a problemas que lidam com a incerteza. Os niimeros
representados como intervalos servem como controladores da
propagacdo de erros, uma vez que garante que a resposta
correta de determinado problema pertence ao intervalo obtido.

A Aritmética Intervalar trata da representacdo numérica
através de intervalos e das operagdes aritméticas neles realiza-
das. Em computacdo grafica [8]-[10], as técnicas intervalares
sdo usadas para encontar solugdes de varios problemas. Em

particular para construir aproximagdes poligonais de curvas e
superficies implicitas [3], [11], [12].

A seguir, sdo apresentadas as principais definicdes e
operacdes da Aritmética Intervalar descritas em [13], fun-
damentais na construcdo dos métodos adaptativos [3] pois
possibilitam determinar em quais regidoes do espaco encontra-
se a superficie.

Definicao (Conjunto IR). Define-se o conjunto IR como sendo

o conjunto de todos os intervalos fechados [a,b], ou seja,
IR = {[a,b] : a,b€R e a < b}

As operagdes com intervalos sdo definidas de modo que
o resultado seja um intervalo contendo todas as possiveis
operacdes entre elementos dos operandos — intervalos
neste caso. Por exemplo, as operacdes de soma, subtracdo,
multiplicacdo e divisdo sdo descritas por:

[a,b] + [c,d] = [a+ ¢, b+ d]
[a,b] — [¢,d] = [a—d,b— (]
[a,b][c,d] = min{a-c,a-d,b-c,b-d},max{a-c,a-d,b-c,b-d}]
la,b]/[c,d] = [min{a/c,a/d,b/c,b/d}, max{a/c,a/d,b/c,b/d}],

com 0 ¢ [c,d].

Definicao (Funcdo Inclusdo). Seja f : @ € R™ — R uma
Sfungdo. Uma fungdo inclusdo F de f é aquela definida sobre
subconjuntos X de ) tais que f(X) C F(X) .

Dada uma fungdo f : R™ — R, podemos obter uma funcdo
intervalar F : TR™ — IR substituindo as operagdes entre
nidmeros reais pelas respectivas operagdes com intervalos. Esta
fungdo é chamada de extensdo intervalar de f. O Teorema
Fundamental da Aritmética Intervalar [1], enunciado a seguir,
garante que a extensdo intervalar F' de f € uma fungdo
inclusdo.

Teorema (Teorema Fundamental da Al). Se F' é uma extensdo
intervalar de [ : R" — R, entdo

f([h...

onde I,--- I, sdo intervalos em IR.

)In) CF(Ilv )I’I’L)

Este teorema constitui uma ferramenta muito poderosa, pois
nos da garantias tedricas de que uma superficie ndo passa
por uma determinada regido. Por exemplo, se F' é a extensdo
intervalar de f (ou qualquer outra funcéo inclusdo de f), e 0 ¢
F(]0,1],[0,1], 0, 1]), entdo temos certeza de que a superficie
S = {f(z,y,%) = 0} ndo passa pelo cubo unitdrio [0,1] x
[0,1] x [0,1].

C. Diferenciacdo Automdtica

A técnica conhecida como Diferenciacdo Automética [5],
[14] fornece um método para a obtencdo exata da derivada de
uma fungdo, a partir de uma aplicacdo criteriosa da regra da
cadeia.



Similar a como é feito em Aritmética Intervalar, as
operagdes aritméticas e fungdes sdo aplicadas a uma n—upla
que representa o valor da funcdo e de suas derivadas. Para
calcular as primeiras derivadas de uma fungido f : R3 — R
consideramos a 4—upla (f, fz, fy, f), que representa os val-
ores da imagem da fungdo e de suas derivadas parciais. Por
exemplo, definimos a soma, a raiz quadrada e o cosseno de f
como:

(f7 fzafy:f2)+(gvgzygy792) = (f+97fz+gzafy+gy7fz+92)

T o  fy [
(f7fw7f'y7fz)_(\/77 2\/f72\/f72\/f)

cos (f, fa; fy, f=) = (cos f, = fosen f, — fy sen f, — f. sen f).

Note que, para os célculos, f, fz, fy e f. sdo nimeros. Portanto,
eles podem ser substituidos por intervalos. Isto nos fornce um método
intervalar de cédlculo de derivadas, que usaremos para estimar o
gradiente de uma funcdo (o vetor normal a uma superficie implicita)
em uma regido.

IT1I. POLIGONIZACAO DE SUPERFICIES IMPLICITAS

As técnicas adaptativas de enumeracdo de superficies implicitas
representam uma variante mais eficiente para construirmos uma boa
amostragem e representacdo desta por malhas triangulares. Nesta
secdo decreveremos o algoritmo Marching Cubes e dois métodos
adaptativos utilizando Aritmética Intervalar e Diferenciacio Au-
tomdtica.

A. Marching Cubes

O algoritmo Marching Cubes [15] constitui um dos métodos
mais notdrios para renderizagdo de superficies implicitas e dados
volumétricos. Este particiona o dominio em n partes ao longo dos
trés eixos coordenados criando um grid de cubos, percorrendo-
os numa sequéncia e processando-os de acordo com o sinal de
cada um dos seus 8 vérices. De acordo com a classificagdo, sdo
geradas triagulagdes locais, resultando na triangulagdo da superficie
ao percorrer-se todo o grid.

Nossa implementacdo esta fundamentada na atualizacdo proposta
por Lewiner et al [16] com adaptagdo a Aritmética Intervalar, como
mostrado no pseudocédigo abaixo.

Algoritmo 1:
marchingcubes(f, X, Y, Z, n)
for i =1 ton do
for j =1tondo
for k=1 ton do
Criar o cubo X; X Y; X Zj,
Classificar o cubo de acordo com o sinal de cada vértice
Processar a classificagdo em relagdo as ambiguidades
Calcular os pontos de intersec¢do nas arestas
Gerar a triangulag¢do do cubo
end for
end for
end for

Na Figure 3 mostramos um exemplo do uso deste algoritmo. Como
podemos ver, quanto maior o nimero de partigdes nos trés eixos
coordenados, melhor é a aproximacédo poligonal da superficie.

B. Adaptagdo Espacial

Dada uma fungdo f : R?® — R e um cubo B, é possivel, com
o uso de técnicas intervalares, descobrir se a superficie implicita
S = {f(z,y,2) =0} passa no cubo B.

BTN
\A‘ Mir"
N NSN
Vi
QK :
e

HARN

1 ¥ K

AR

w\‘ﬁ\m :
N N
AN NN N7
i

S

(a) Grid 64x64x64
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Figure 3. Superficie implicita dada por (22 4y +22+0.75)%2 —4(22+y2) =
0 com L = 5.

Seja F' a fungdo inclusdo associada a f, e sejam X, Y e Z trés
intervalos de IR tais que B = X x Y X Z, pelo teorema fundamental
da Aritmética Intervalar sabemos que f(z,y,z) C F(X,Y,Z).
Assim, se o intervalo K = F(X,Y, Z) néo contém o nimero zero
em seu interior, entdo podemos garantir que S nao passa por B. Por
outro lado, se 0 € K, ndo temos certeza se a superficie passa ou ndo
por B. No entanto, na medida em que o tamanho de B diminui, esta
certeza aumenta [12].

Baseados neste teste, podemos usar o seguinte algoritmo para
renderizar uma superficie implicita. Primeiramente verificamos se
S ndo passa por B, ou seja, se 0 ¢ K. Neste caso, sabemos
que a superficie ndo passa por B e podemos descartar este cubo
completamente. Se isso ndo acontecer, entdo S pode passar por B.
Neste caso dividimos B em oito cubos B1, B2, B3, B4, Bs, Beg,
B~ e Bsg, repetindo este passo recursivamente até que a drvore
gerada neste processo alcance a profundidade dada. Em seguida, em
cada um dos cubos que formam as folhas desta drvore, aplicamos o
processamento do algoritmo 1 determinando os pontos da superficie
e sua respectiva triangulag¢@o, pois os cubos obtidos tém tamanhos
iguais, definidos em fun¢do da profundidade da 4rvore. Isto garante
que a utilizacéio do algoritmo Marching Cubes ndo criard buracos na
malha final obtida. Veja a seguir o pseudocddigo deste método.

Algoritmo 2:

rasterizacao(f, X, Y, Z, nivel)
if 0 ¢ F(X,Y,Z) then

return
else
if nivel == 1 then
Gerar a triangulagdo do cubo X XY x Z
else

Dividir X, Y, Z em intervalos X1, X2, Y1, Ya, Z1, Z>
rasterizacao(f, X1, Y1, Z1, nivel — 1)
rasterizacao(f, X2, Y1, Z1, nivel — 1)
rasterizacao(f, X2, Ya, Z1, nivel — 1)
rasterizacao(f, X1, Y2, Z1, nivel — 1)
rasterizacao(f, X1, Y1, Z2, nivel — 1)
rasterizacao(f, Xz, Y1, Z2, nivel — 1)
rasterizacao(f, X2, Ya, Z2, nivel — 1)
rasterizacao(f, X1, Y2, Z2, nivel — 1)
end if
end if

Para encontrar os pontos de intersec¢do das arestas do cubo X x
Y X Z com a superficie utilizamos o método da bissec@o intervalar,
pois encontrar este ponto de intersec¢do se reduz a encontrar o zero
de uma funcdo real em um intervalo. No entanto, para resultados
mais precisos podemos usar o0 método de Newton. Na Figure 4 - a)
mostramos o resultado da implementacio do algoritmo descrito.



(a) Adaptag@o Espacial (b) Adaptagdo Geométrica

Figure 4. Superficie implicita dada por ((22 + y? — 1)2 +
2 (2 +22—1)2 + a)((2+22-1)7 + y2) — 0.005625(1 +
322 +y?>+22)) =0com L =3,¢c =5 e nivel = 6.

Com a técnica adaptativa descrita acima, utilizamos um critério
de subdivisdo adaptado a localizacdo espacial da superficie, descar-
tando rapidamente aquelas regides por onde a superficie ndo passa.
Como resultado, o algoritmo toma menos tempo para poligonizar
a superficie, j& que temos um menor nimero de células a serem
processadas. J4 o Marching Cubes processa todas as regides do grid
e quase sempre descarta a maioria delas. Note que, se os lados do
cubo inicial foram todos divididos por uma poténcia de 2, ambos os
algoritmos geram exatamente a mesma malha.

C. Adaptagdo Geométrica

O processo de Adaptacdo Espacial apresentado acima se baseia
exclusivamente na localiza¢@o da superficie, e assim s3o amostradas
a mesma quantidade de pontos em regides tanto de alta como de
baixa curvatura.

Este método pode ser aprimorado utilizando uma adaptacdo a
curvatura da superficie [3], que resulta em uma reducgdo drdstica na
quantidade de regides visitadas para desenhar a superficie. Note que
regides onde a curvatura se mantém préxima de zero tém vetor normal
quase constante. Entdo basta encontrar onde o vetor normal ndo varia
muito para detectar regides de baixa curvatura.

Com a ajuda da diferenciacdo automdtica podemos obter
informacdes da curvatura da superficie. Aplicando-se conjuntamente
com a avaliagdo intervalar da funcdo, é possivel obter estimativas
da variacdo do vetor normal. Podemos determinar em quais cubos
a superficie possui baixa variagdo da curvatura e portanto podemos
obter aproximacdes a superficie nesses cubos. Estes cubos ndo serdo
subdivididos, e assim diminuimos a quantidade de avalia¢des da
fungdo, necessdrias para obtermos uma representacdo consistente da
superficie.

Dada a fun¢io inclusdo ﬁ(X,Y,Z) para o vetor normal 2
superficie 77 (z,y,2) = Vf(z,y,2)/ || Vf(z,y,2) |, no ponto
(z,y, z), podemos afirmar que 77 (z,y,z) C N(X,Y, Z).

Incluindo essa estimativa para a normal a superficie, obte-
mos uma adaptacdo geométrica dela. Se o diﬁmetro(]_\}) =
max{diﬁmetro(ﬁ X),diﬁmetro(ﬁy),diﬁmetro( z)} é menor que
uma tolerancia €, entdo podemos concluir que a normal a superficie
varia pouco no cubo X X Y x Z, e portanto podemos aproximar
a superficie sem continuar subdividindo. O Algoritmo 3 faz duas
verificacdes: a primeira para a localizagdo da superficie e uma
segunda verificacdo para a variacdo do vetor normal na regido. Desse
modo teremos aproximado a superficie por tridngulos maiores nas
regides de baixa variacdo do vetor normal e por tridngulos menores
nas outras regides. Na Figure 6 - b) mostramos o resultado da
implementacdo do algoritmo descrito.

Algoritmo 3:
rasterizacao(f, X, Y, Z, nivel, €)
if 0 ¢ F(X,Y,Z) then
return
else
if diametro(ﬁ(X, Y, Z)) < € or nivel == 1 then
Gerar a triangulacdo do cubo X XY x Z
else
Dividir X, Y, Z em intervalos X1, X2, Y1, Y2, Z1, Z2
rasterizacao(f, X1, Y1, Z1, nivel — 1,¢)
rasterizacao(f, Xz, Y1, Z1, nivel — 1,¢)
rasterizacao(f, X2, Y2, Z1, nivel — 1,¢)
rasterizacao(f, X1, Y2, Z1, nivel — 1,¢)
rasterizacao(f, X1, Y1, Z2, nivel — 1,¢)
rasterizacao(f, Xz, Y1, Z2, nivel — 1,¢)
rasterizacao(f, Xz, Y2, Z2, nivel — 1,¢)
rasterizacao(f, X1, Y2, Z2, nivel — 1,¢)
end if
end if

Semelhantemente & Adaptagdo Espacial, para gerar a triangulagdo
em cada cubo utilizamos o algoritmo Marching Cubes. No entanto,
neste caso cubos vizinhos podem ter tamanhos diferentes, e isto pode
ocasionar quebras na triangulagdo obtida neste cubo em relagdo a
triangulacdo de seus vizinhos, gerando buracos na malha resultante,
como pode ser visto na Figure 5.

Visando solucionar este problema adotamos o seguinte critério
para validarmos a triangulacdo gerada: se algum vizinho ao cubo
possui tamanho diferente dele, entdo identificamos os pontos que
formam a quebra, na fronteira entre ambos os cubos, e criamos uma
triangulacdo da quebra, com o intuito de fechar a brecha criada por
esta. Uma outra maneira de contornar este problema seria usarmos o
Marching Cubes Adaptativo [17].

Embora este procedimento resolve o problema de quebra na
triangulagdo, o resultado tem aparéncia artificial. Para melhorar a
aparéncia da triangulacdo, aplicamos localmente uma suavizagdo na
malha formada pela quebra, junto com a triangulacdo do cubo. Esta
suavizacdo € alcancada usando o critério de Delaunay nesta pequena
malha. Estes passos descritos estdo esquematizados na Figure 5.

Figure 5. Construcdo da triangulagio no cubo que apresenta tamanho distinto
aos seus vizinhos.

IV. RESULTADOS

Os algoritmos descritos acima foram implementados de forma
completa em Lua, com saida em OpenGL.

As figuras a seguir mostram alguns resultados obtidos nesta
implementacdo. Em cada figura, o lado esquerdo mostra o resultado
do algoritmo de Adaptacdo Espacial, enquanto o lado direito mostra
o algoritmo de Adaptacdo Geométrica para a mesma superficie. Em
todos os exemplos adotamos Q = [—L, L] x [-L, L] x [-L, L].



(a) Adaptag@o Espacial (b) Adaptagdo Geométrica

Figure 6.  Superficie implicita dada por 4(xz* + (y? + z2)2) +17(y? +
22)x? — 20(2? + y2 + 22) + 17 =0 com L = 5, ¢ = 25 e nivel = 6.

Para comparar os algoritmos, definimos como cubos visitados
aqueles nos quais avaliamos a fung¢do inclusdo durante a execugdo
do algoritmo. Chamamos de finais aqueles cubos que possuem a
tolerancia € adotada ou aqueles que representam as folhas da arvore
gerada no processo de recursio dos algoritmos. E nos cubos finais
que a superficie é aproximada por uma triangulagdo.

Na tabela I comparamos os resultados obtidos nas execugdes
dos exemplos mostrados em cada figura. Como pode ser visto na
tabela, para a maioria dos exemplos testados o algoritmo de adaptagdo
geométrica foi consideravelmente mais eficiente do que o algoritmo
de adaptacdo espacial. O algoritmo de adaptacdo espacial visitou
um nimero de cubos expressivamente maior, enquanto o algoritmo
de adaptacdo geométrica retornou uma quantidade menor com a
tolerancia dada.

N
Py
A
N

—7 T

(a) Adaptac@o Espacial (b) Adaptagdo Geométrica

Figure 7. Superficie implicita dada por (22 + %yz +22-1)% — 2223 —
%yzz3 =0com L =5, e =25¢enivel = 7.

(b) Adaptacdo Geométrica

(a) Adaptacdo Espacial

Figure 8. Superficie implicita dada por (0.5625 — 2?)y? —
(22 + 1.5y — 0.75)> = 0 com L = 3, ¢ = 6 e nivel = 5.

(a) Adaptacdo Espacial (b) Adaptagao Geométrica

Figure 9. Superficie implicita dada por 22 4+ y2 — 0.5(0.99522 4 0.005 —
23) 4+0.0025 = 0 com L = 5, € = 2 e nivel = T.

(a) Adaptagdo Espacial (b) Adaptacdo Geométrica

Figure 10. Superficie implicita dada por (y — a2 —y? + 1)4 +
(x2+y2+z2)4—1:0comL:5,a:266n1’vel:7.

(a) Adaptac@o Espacial (b) Adaptagdo Geométrica

Figure 11.  Superficic implicita dada por 22 + 0.004 +0.110@ — 0.177y — 0.174z2 4 0.224zy —
0.303y2-0.16823+0.32722y—0.087xy2 —0.013y3+0.2352% —0.66723 y+0.74522y2 —
0.029xy3 + 0.072y% = 0 com L = 5, & = 25 ¢ nivel = 6.

(a) Adaptag@o Espacial

(b) Adaptagdo Geométrica

Figure 12. Superficie implicita dada por z2y? + y222 4+ 2222 — 2(x2 +
y?>+22) —4=0com L = 10, ¢ = 15 e nivel = 5.



by i \/ S A
N =N :
N AR
= Sl
o=
e A
A N
//// -~ ¥ \\ L | N -, -~
N2 R AW
& = H= 5 \ﬂg\” i,
P b A
Z L2 v \ %7 gl /,’u i
RNV vk '
e VSl iy

(a) Adaptacdo Espacial (b) Adaptagdo Geométrica

Figure 13.  Superficie implicita dada por (x2 + y2 + 22 — 23.75)2 -
0.8((z — 5)% —22)((z + 5)2 —2y2) = 0 com L = 5, & = 25 e nivel = 5.
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(a) Adaptagdo Espacial (b) Adaptacdo Geométrica

Figure 14. Superficie implicita dada por ((x2 + y2 + 22 + 12.5775)2 —
2

64(z2+y2)) (2 4 (y + )% + 22 + 12.5775)" —64((y + 4)%2+22)) = 0

com L =10, € = 35 e nivel = 7.

(a) Adaptac@o Espacial

(b) Adaptagdo Geométrica

Figure 15. Superficie implicita dada por z# — 522 +y* — 5y + 2% —522 4
11.8 =0 com L = 5, € = 30 e nivel = 6.

V. CONCLUSAO

Neste trabalho abordamos dois problemas cldssicos da
Computagdo Gréfica que estdo intimamente relacionados: o desenho
de superficies implicitas e a representagdo por malhas triangulares
destas superficies. Implementamos duas técnicas adaptativas, que
permitem uma diminui¢do substancial da quantidade de célculos
necessdrios, para o tratamento deste problema.

A Adaptacdo Espacial, por utilizar exclusivamente técnicas inter-

Table 1
RESULTADOS OBTIDOS COM 0OS METODOS DE ADAPTAGAO ESPACIAL E
ADAPTACAO GEOMETRICA.

Superficie Visitados Finais Triangulos
Esp. Geo. Esp. Geo. Esp. Geo.
Figure 2 11721 | 2825 4208 2008 2448 1456
Figure 4 2761 2761 1096 1096 1344 1344
Figure 6 6089 2313 2176 1848 1376 1376
Figure 7 3305 2729 1048 1044 1416 1404
Figure 8 585 585 296 296 584 584
Figure 9 19529 | 1225 7204 432 14176 704
Figure 10 | 2601 1833 956 856 1296 1216
Figure 11 14521 | 4105 4988 3192 388 372
Figure 12 | 1609 1161 664 620 992 992
Figure 13 | 3209 2633 1880 1824 1872 1856
Figure 14 | 67913 | 43177 | 34824 | 30564 | 16584 | 16372
Figure 15 | 10249 | 2121 4728 1704 3328 1984

valares constitui uma boa abordagem adaptativa, pois os métodos
intervalares fornecem garantias tedricas da existéncia de pontos da
superficie em certa regido do espago que a contém. No entanto,
a Adaptacdo Geométrica, por considerar informagdes extras da su-
perficie, proporciona uma excelente representacdo da superfice com
uma menor quantidade de informagdo, o que ocasiona uma grande
redugdo do custo computacional no que se refere a0 armazenamento
e processamento de dados no computador.
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