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RESUMO
Este trabalho trata o problema de programacao de tarefas em uma maquina. No problema

abordado, cada tarefa possui uma janela de entrega, dentro da qual ela deve ser preferencialmente
concluida, e os tempos de preparacdo da maquina sdo dependentes da sequéncia de processamen-
to. O objetivo é minimizar a soma ponderada das antecipacdes e dos atrasos no processamento das
tarefas. Propde-se um horizonte de planejamento para o processamento das tarefas. Além disso, sdo
propostas duas novas formulagdes inteiras mistas (sendo uma delas indexada no tempo) e duas for-
mulagdes bindrias indexadas no tempo que representam o problema. O horizonte de planejamento
proposto € utilizado para determinar os parametros de entrada das formulacdes mateméticas. Exper-
imentos computacionais com as formulacdes propostas e com mais duas formulacdes da literatura
mostram que as formulagdes bindrias proporcionam ao otimizador CPLEX melhor desempenho que
as demais formulagdes experimentadas.

PALAVRAS CHAVE. Programacio em uma maquina. Janelas de entrega distintas. Formu-
lacdo matematica.

SE4 - Cooperacao Brasil & Franca.

ABSTRACT
This paper addresses the single-machine job scheduling problem. In the considered

problem, each job has a time window, in which the job should preferably be completed. The ma-
chine setup times are sequence-dependent. The objective is to minimize the weighted sum of the
earliness and tardiness of the jobs. It is proposed a planning horizon for the jobs. In addition, two
new mixed integer formulations (where one of them is time-indexed) and two time-indexed binary
formulations that represent the problem are proposed. The proposed planning horizon is used to
determine the input parameters of the mathematical formulations. Computational experiments with
the proposed formulations and two other literature formulations show that the binary formulations
provide to CPLEX Optimizer a better performance than the other experimented formulations.

KEYWORDS. Single-machine scheduling. Distinct time windows. Mathematical formulation.
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Introducao

O problema de programacdo de tarefas em uma mdquina com penalidades por anteci-
pacdo e atraso da producdo consiste em programar um conjunto de tarefas em uma maquina, com
0 objetivo de minimizar a soma ponderada das antecipagdes e dos atrasos dessas tarefas. A res-
olucdo desse problema, segundo [Baker e Scudder, 1990], reflete melhores ambientes de producdo
administrados conforme a filosofia Just in Time (JIT).

Neste trabalho trata-se o problema de programacdo de tarefas em uma mdquina con-
siderando a existéncia de penalidades por antecipacdo e atraso da producdo distintas, de janelas de
entrega distintas, de ociosidade de maquina e de tempos de prepara¢do da maquina dependentes da
sequéncia de processamento programada. Doravante, esse problema serd denotado por PSUMAA,
nomenclatura adotada por [Gomes Junior et al., 2007]. De acordo com a notagcdo de [Allahverdi,
2015], o problema em foco é representado por 1/STsq/w; E; + wo; T;.

O PSUMAA possui muitas aplicacdes praticas em ambientes de administracio JIT, em
fabricacdo de semicondutores, na fabricacdo de produtos quimicos, em programacdo PERT/CPM,
em servicos de video sob demanda, dentre outras [Janiak et al., 2015]. Além do grande niimero
de aplicagdes associado ao PSUMAA, estd a dificuldade de resolvé-lo de forma 6tima. Segundo
[Allahverdi, 2015], ele é um problema NP-dificil. Essa unido entre aplicabilidade e dificuldade de
encontrar uma solugdo 6tima para o PSUMAA motiva o seu estudo.

[Bustamante, 2007] desenvolveu duas formula¢des lineares inteiras mistas para o caso do
PSUMAA com datas de entrega distintas. [Gomes Junior et al., 2007] propuseram uma formulacio
inteira mista para o caso geral do PSUMAA, sendo tal formulag@o baseada em uma das formulagdes
de [Bustamante, 2007]. Esses autores também propuseram um algoritmo heuristico baseados em
metaheuristicas da literatura para resolvé-lo. Em [Rosa e Souza, 2009] € proposta uma formulagao
inteira mista indexada no tempo para o problema. O horizonte de planejamento, o qual faz parte
dos dados de entrada da formulagao proposta, € obtido por um procedimento heuristico e, por isso,
ndo garante a otimalidade da solucdo obtida pela resolugdo da formulacdo. Para mais informacdes,
[Janiak et al., 2015] apresentam uma revisdo de trabalhos com janelas de entrega, ao passo que
[Allahverdi et al., 1999, 2008] e [Allahverdi, 2015] fazem uma ampla revisdo da literatura sobre
problemas de programac¢do com tempos de preparacio.

Este trabalho propde um horizonte de planejamento para cada tarefa do PSUMAA. Tam-
bém sdo propostas duas novas formulacdes inteiras mistas (sendo uma delas indexada no tempo)
e duas novas formulacdes bindrias indexadas no tempo que representam o problema. O horizonte
de planejamento proposto € utilizado para determinar os parametros de entrada das formulacdes
matematicas e garante a otimalidade da solugdo obtida. O otimizador CPLEX foi aplicado a um
conjunto de problemas-teste da literatura para experimentar as formulagdes propostas, bem como as
formulagdes de [Gomes Junior et al., 2007] e de [Rosa e Souza, 2009]. Uma sintese dos resultados
obtidos € apresentada ao final do trabalho.

O restante deste trabalho estd organizado da seguinte forma. Na Secdo 2 € feita uma de-
scri¢do detalhada do PSUMAA. Um horizonte de planejamento para o processamento de cada tarefa
¢ proposto na Se¢do 3. As formulacdes matematicas propostas e as formulagdes de [Gomes Junior
et al., 2007] e de [Rosa e Souza, 2009] sdo apresentadas na Secdo 4. Na Secdo 5 sdo apresentados
e discutidos os resultados computacionais obtidos, enquanto a Secdo 6 conclui o trabalho.

Caracteristicas do problema abordado

O problema de programacdo de tarefas em uma madaquina tratado neste trabalho (PSU-
MAA) possui as seguintes caracteristicas: (i) Uma mdaquina deve processar um conjunto / de n
tarefas; (ii) Cada tarefa x € I possui um tempo de processamento P, e uma janela de entrega
[Ey,T), dentro da qual a tarefa = deve ser preferencialmente concluida. E, indica o inicio e T,
indica o final da janela de entrega de x; (iif) Uma tarefa x € I € dita antecipada se é concluida
antes de F,. Nesse caso, tem-se um custo «, por unidade de tempo de antecipac¢do. Por outro
lado, uma tarefa xz € I € dita atrasada se é concluida ap6s 7). Nesse caso, o custo por unidade de
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atraso de = é dado por f3,. As tarefas concluidas dentro de suas respectivas janelas de entrega ndo
geram custos; (iv) Nao é permitida a sobreposicdo de tarefas, isto €, a maquina pode processar no
maximo uma tarefa por vez; (v) Uma vez iniciado o processamento de uma tarefa, ndo € permitido
a sua interrupcao; (vi) Todas as tarefas estdo disponiveis para processamento na data 0; (vii) Entre
o processamento de duas tarefas consecutivas x e y € I, é necessario um tempo de preparacdo da
madquina S;,. Assume-se que o tempo de preparacdo da maquina para o processamento da primeira
tarefa programada ¢é igual a 0 e que os tempos de preparacdo satisfazem a desigualdade triangular,
isto &, Spz < Spy+Py+ Sy, Va,y,2 €I, x#y, ©x#2z e y#F z (vii) E permitida a
ociosidade de maquina, ou seja, a maquina pode ficar ociosa entre o processamento de duas tarefas
consecutivas.

O objetivo é determinar uma programacao de I (isto é, uma alocacdo de tempo para cada
tarefa x € I em uma dada maquina) que minimize o custo oriundo de antecipacdes e de atrasos.
Em outras palavras, o objetivo do PSUMAA € encontrar uma programacdo X de I que minimize

f(X):Zax-max(O, Ex—cf)—FZﬁx-max(O,cf—Tx),

zel zel

em que c,X representa a data de conclusdo da tarefa 2 na programacio X.

Horizonte de planejamento

Um posicionamento 6timo para o PSUMAA ndo € necessariamente aquele de menor
makespan, isto €, um posicionamento de menor data de conclusdo da tdltima tarefa [Pinedo, 2012;
Nogueira et al., 2014]. Esta se¢@o tem o objetivo de estabelecer um horizonte de planejamento para
o processamento das tarefas em 1.

Seja S! o maior tempo possivel de preparagio da maquina contido em uma progra-
macdo de I. O problema de determinar S/, . pode ser facilmente reduzido a uma variacio do
Problema do Caixeiro Viajante, denominada Maximum Traveling Salesman Problem with General
Non-Negative weights — MAX TSP [Pinedo, 2012; Gutin e Punnen, 2007]. Com esse propdsito,
seja xo uma tarefa ficticia tal que Sz, = Sy» = 0, V& € I. Cada tarefa em I U {z(} corre-
sponde a uma cidade no MAX TSP e a distancia da cidade x para a cidade y é dada pelo tempo
de preparacdo S;,. Observa-se que, neste caso, a distincia entre duas cidades ndo é necessari-
amente simétrica. Seja -y, a varidvel de decisdo que diz a ordem em que a cidade x é visitada,
Ve € I U{xo}. Assim como em Miller et al. [1960], sejam Ugy varidveis de decisdo bindrias tais
que, Vo, y € IU{xo} e = #v,

1, se acidade y é visitada imediatamente apos a cidade x;
Ugy = o
vy 0, caso contrario.

O problema de determinar S! .. pode ser formulado como segue:
max Z Z Sey * Ugy (1)
z€l yel\{z}

S. a. Z Uy = 1 VeelU{x} 2)

yelU{zo}, y#x

Z Uy = 1 VyeIU{z} 3)
eelU{zo}, 27y

Y = 1 4

Yo+ (n+Dugyy—n < v Vz,yelU{zo} e z#y ®)

Ve > 0 Veel (6)

Ugy € {0,1} Vaz,yeluU{x} 7
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A funcio objetivo, dada pela expressao (1), busca a maximizacdo do tempo total de preparacdo da
maquina. As restricoes (2) e (3) garantem que uma preparagdo ¢é realizada antes e outra depois de
cada tarefa em I U {z(}. A restri¢do (4) impde que a tarefa ficticia x seja a primeira a ser proces-
sada. As restricdes (5) previnem sub-rotas. As restricdes (6) e (7) dizem respeito aos dominios das
varidveis de decisao.

Dadas uma programacio X de I e uma tarefa z € I, considere que sX representa a data
de inicio da tarefa z em X e que ¢ representa a data de conclusio da tarefa z em X. Além disso,
seja s;( = mingyey si( e seja cf = maXyers ci( . A seguinte defini¢do particiona o conjunto
das programacdes de tarefas em /. Trata-se de uma generalizagdo da definicdo de programacio
semi-ativa de [Pinedo, 2012].

Definicao 1 (Programacao natural) Uma programacdo possivel X de I é dita natural se, man-
tendo a ordem de processamento das tarefas, ndo é possivel construir uma programacdo X' tal que
f(X') < f(X) euma das seguintes condigdes é satisfeita:

X'’ X .
o c; <c7,
! !
o ¥ —s;( <cf—sf{.

Em outras palavras, uma programacdo X ¢ dita natural se, fixada a sequéncia de pro-
cessamento das tarefas, toda programagdo com custo associado menor ou igual ao custo de X é
concluida depois de X e possui tempo de processamento maior que o de X. Para os problemas
de programacgdo em que nao ha penalidades por antecipacdo, a definicdo de programacgdo natural
proposta é equivalente a defini¢do de programacdo semi-ativa de [Pinedo, 2012].

A Proposi¢do 1 permite reduzir o espago de busca do PSUMAA ao conjunto de progra-
magdes naturais.

Proposicao 1 Existe uma programacdo otima de I que é natural.

Prova: Seja X uma programacdo 6tima de I que néo é natural. Logo, existe uma outra programacao
X' tal que cf — s < ¥ —s¥X ou ¢ < ¢f. Se X’ ndo é natural, entdo existe uma outra
programacdo 6tima cujo tempo de processamento € menor ou a data de conclusao € mais cedo. Ja
que tempos ociosos de maquina sdo eliminados cada vez que esse procedimento é realizado, ele

pode ser repetido até que uma programacio 6tima natural de I seja encontrada. [

Lema 1 Dada uma programagdo natural X de I, se a iltima tarefa em X (x,,) tem o seu processa-
mento iniciado apds a data max (maxxe 1(Ey — Py), 0), entdo ndo existe ociosidade de mdquina
entre essa data e a data de inicio de x,, (sfn)

Prova: Suponha que o processamento de x,, inicia ap6s a data max (maxme 1(E; — Py), O) e
que existe ociosidade de médquina entre essa data e sfn. Toda tarefa y que tem seu processamento
iniciado apés a data max (maxer(Ey —Py), 0) étalque ¢;f = s; + P, > maxqer (Ex—Py) +
P, > (Ey - Py) + Py, = E,. Logo, essas tarefas nio estdo antecipadas e podem ser deslocadas
para a esquerda, mantendo-se ndo antecipadas, até que nao tenha mais ociosidade de maquina entre
max (max,er(Ey — Py), 0) e s; . A programagdo obtida X' ¢ tal que f(X') < f(X) e

c;( ‘< cf , 0 que contradiz o fato de X ser uma programacao natural. []

Lema 2 Dada uma programacdo natural X de I, se a primeira tarefa em X (x1) é concluida
antes da data mingcj T,, entdo ndo existe ociosidade de mdquina entre a conclusdo de x, (cffl) e
mingey T,.
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Prova: Suponha que a tarefa x; € concluida antes da data min,c; 7, e que existe ociosidade
de maquina entre cg)fl e mingerT,. Uma vez que cff < minger T, < T, para toda tarefa
y que € concluida antes de min,c; 17, essas tarefas ndo estdo atrasadas e podem ser deslocadas
para a direita, mantendo-se ndo atrasadas, até que nio tenha mais ociosidade de maquina entre

cX e minges Ty. A programagido X’ obtida apés esse deslocamento é tal que f(X') < f(X) e

T
! ! . ~
X — s;( < cf — s;( , 0 que contradiz o fato de X ser uma programacao natural. [J
Lema 3 A data mais cedo para o inicio do processamento de uma dada tarefa x em programagcoes

naturais de I ocorre em pelo menos uma programagdo na qual x é a primeira tarefa processada.

Prova: Seja X uma programacio natural de I em que uma dada tarefa x nfo € a primeira tarefa
processada. Considere a programacdo X’ oriunda de X pela realoca¢do das tarefas processadas
antes de x para o final da programagio. Caso X’ nfo seja natural, € possivel obter uma programago
natural X” de X’. X" é tal que z é a primeira tarefa processada e 52X < sX. [J

Corolario 1 A data mais tarde para o inicio do processamento de uma dada tarefa x em pro-
gramagoes naturais de I ocorre em pelo menos uma programagdo na qual x é a ultima tarefa
processada.

Prova: Seja X uma programacdo natural de I em que uma dada tarefa = nio € a ultima tarefa
processada. A programacdo X' obtida de X pela realoca¢do das tarefas processadas apds x para
imediatamente antes da primeira tarefa € uma programacao natural tal que = € a Gltima tarefa proces-
sada e 52 > 5X. Observa-se que, para essa realocagio seja possivel, pode ser necessario deslocar
as demais tarefas para a direita. [

A préxima proposicdo fornece um horizonte de planejamento para cada tarefa x € 1.

Teorema 1 Se X ¢ uma programacdo natural de I, entdo, para qualquer tarefa x € I, tem-se:

LB < SX SSmUB,

S$ x

onde

B . . 1\{z}
- 0, T, — S Py — Sz’ — Syy, Tu — P,
L I max min <yenll\l?x} y y%[ Yy mazx yg}il{};} xys Lo m) e

e sUB = max | max <0, max (E,—P, )—i— P, +S1{r>(;{$}+ max Syz, Ey— Py
ye[\{x}( v=H) yelz\:{x} Y yel\{z} 7

Prova: Dada uma tarefa x € I, de acordo com o Lema 3, a data mais cedo de inicio de z em

programacdes naturais de I ocorre em uma programacdo X’ na qual z € a primeira tarefa pro-
/ / . ~ , . . 7z
cessada. Nesse caso, sf = 52" e 0 maior tempo de preparagio da maquina contido em X’ é

ng\jf ; + maxyen (2} Szy. Se sf ' < sﬁB, entdo € possivel deslocar a tarefa x para a direita, man-
tendo a sequéncia de processamento das tarefas, sem aumentar o custo associado a X’ (da mesma
forma em que foi feito na prova do Lema 2, mas agora sabe-se que = é a primeira tarefa em X').
Isso contradiz o fato de X’ ser uma programagdo natural. Logo, se X é uma programagio natural
de I, entdo s%B < sf/ < sf.

Similarmente, com base no Corolério 1, a data mais tarde de inicio da tarefa x em pro-
gramagdes naturais de I ocorre em uma programa¢do X” na qual z € a tltima tarefa processada.

nooxrnr XN . ~ Z . : "
Nesse caso, ¢ =c; = s; -+ P, eomaior tempo de preparacdo da mdquina contido em X

. I " - L .
é Sm\(;{f by maxyen\ (o} Syz- Se€ sX" > sUB entio é possivel deslocar a tarefa x para a esquer-

da, mantendo a sequéncia de processamento das tarefas, sem aumentar o custo associado a X" (da
mesma forma em que foi feito na prova do Lema 1, mas agora sabe-se que = € a dltima tarefa em
X"). Isso contradiz o fato de X" ser uma programagio natural. Logo, se X € uma programago
natural de I, entdo sX < s "< sUB,
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Formulagoes matematicas

A formulacdo inteira mista de [Gomes Junior et al., 2007] e a formulagdo inteira mista
indexada no tempo de [Rosa e Souza, 2009] para o PSUMAA sio apresentadas nesta se¢do. Ade-
mais, sdo propostas duas novas formulagdes inteiras mistas, sendo uma delas indexada no tempo, e
duas novas formulag¢des bindrias para o problema.

Formulacao inteira mista de [Gomes Junior et al., 2007] - IMG

Nesta Subsecdo é apresentada a formulagdo linear inteira mista de Gomes Junior et al.
[2007] para representar o PSUMAA, denotada por IMG. Para auxiliar na modelagem, utiliza-se
uma tarefa ficticia (xo). Admite-se que P,, =0 eque Syy» = Sgz, =0, Vz € I.

Sejam u,,, varidveis de decisdo que determinam a sequéncia em que as tarefas serdo pro-
cessadas, sendo u,, = 1 se a tarefa y for processada imediatamente apds a tarefa x e gy = 0, caso
contrdrio, Vx, y € I U {xo}. Considere que s,, e, e t, sdo varidveis de decisdo que determinam a
data de inicio e os tempos de antecipac@o e de atraso, respectivamente, de cada tarefa x € U {x}.

Se M, é um valor suficientemente grande, Vz, y € I U {xo} e x # y, a formulacdo
IMG ¢é representada pelas equacdes:

min Y (awes + Bata) (8)
zel
S. a. Z Uy = 1 VaoelU{x} 9)
yelu{zo}, y#
> uy = 1 Vyelu{z} (10)
z€lU{z0}, £y
Sz 4 Py + Spyligy + Myy(ugy — 1) < Sy Ve, ye IU{xo} e x #y (11)
Se+ Pp4+e, > E, Vzel (12)
Se+ Py —t, < T, Vxel (13)
Sy > 0 Vee IU{xg} (14)
r 2 0 Veel (15)
t,, > 0 Vzxel (16)
Uzy € {0,1} Va,yelU{zo} (17)

A funcgdo objetivo, representada pela expressdo (8), busca a minimizacdo da soma pon-
derada das antecipacdes e atrasos. As restricoes (9) e (10) garantem que cada tarefa terd apenas
uma tarefa imediatamente sucessora e uma tarefa imediatamente antecessora, respectivamente. As
restri¢gdes (11) garantem que existe tempo suficiente para processar uma tarefa antes de iniciar o
processamento da tarefa seguinte. As restri¢des (12) e (13) determinam as antecipagdes e 0s atrasos
de acordo com as respectivas janelas de entrega de cada tarefa. As restricdes (14), (15), (16) e (17)
dizem respeito aos dominios das varidveis de decisdo.

[Gomes Junior et al., 2007] consideram M,, = 1000, Vz,y € I U {zo} e x # y.
No entanto, esse valor pode ser melhorado com os limites fornecidos na Secdo 3. Dados z, y €
IT'U{zg} e = # y, se uyy = 1, entdo a constante M, ndo influencia as restri¢des (11). Caso
contrdrio, isto €, se u;, = 1, a restrigdo que contém M, € reduzida a M, > s, + P, — s,.
Logo, se sVZ ¢ um limite superior para s, e 353 ¢ um limite inferior para s,, entdo pode-se utilizar
Mgy = sgB + P, — 353.

Nova formulacao inteira mista — IMW

Nesta Subsecao € proposta uma nova formulacao inteira mista para representar o PSUMAA,
a qual € inspirada no trabalho de Wagner [1959]. Sejam s,, e, e t, varidveis de decisdo tais co-
mo na formulagdo IMG e sejam v,; € wy,,; varidveis de decisdo tais que, Vz,y € I, x #y e
Vie{l, 2,...,n}:
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1, sex é ai-ésima tarefa processada;
® Uy = L.
o 0, caso contrério.

1, sex éai-ésima tarefa e y € a i+1-ésima tarefa processada;
o W ;= s .
Ty 0, caso contrério.

A formulacdo matematica dada pelas equacdes (18)-(29) também representa 0o PSUMAA.

min Y (azes + Bats) (18)
xel
s.a. v = 1 Vie{l,2,....n} (19)
xel
va- = 1 Vozel (20)

i=1
Uzi+vy,i+1 — Wgyi < 1 V%y GI, x;«éy €
Vie{l,2,...,n—1} (21)

Z (szvmﬂ — (84 + Py)vg; — Z S’mywmyi> > 0 Vie{l,2,...,n—1} (22)
zel yel\{z}

Se + Py +e, > E, Vzel (23)
Se + P —t, < T, Veel (24)
Sy > 0 Vozel (25)
er > 0 Veel (26)
ty > 0 Vzel (27

vgi € {0,1} Vzele
Vie{l,2, ...,n} (28)

Weyi € {0,1} Va,yel,z#ye

vie{l,2, ..., n} (29)

Assim como na formulagdo IMG, a equacgio (18) representa a fungdo objetivo do pro-
blema. As restrigdes (19) e (20) garantem que cada tarefa serd processada exatamente uma vez.
As restrigdes (21) e (22) asseguram que existe tempo suficiente para processar uma tarefa antes de
iniciar o processamento da tarefa sucessora. As restri¢des (23) e (24) determinam a antecipacio e o
atraso de cada tarefa. As restricdes (25)-(29) definem os dominios das varidveis de decisdo.

Embora as restrigdes (22) sejam ndo-lineares, é possivel lineariza-las. Para isso, considere
a varidvel auxiliar q; tal que qy; = S,y Vo € Te Vi € {1, 2,..., n}. Paratoda tarefa z € I,

B 4 s : 5 B B
se SJCU € um limite superior para s;, entdo 0 < g, < s € Sz + SJCU (Vi — 1) < @i < SJCU Vi«

Uma nova formulagdo inteira mista que representa 0 PSUMAA, denotada por IMW, é
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obtida ao substituir as restricdes (22) pelas restrigdes (30)-(34).

Z<Q$,i+1_qm_vaxi_ Z Sa:ywazyi> > 0 Vie{l,2,...,n—1} (30)
zel yel\{z}
Gzi = 0 Vzel e
Vie{l,2 ...,n} 31)
Gei— Sz < 0 Vzel e
Vie{l,2 ...,n} (32)

Gi—sYPv,; < 0 Vzel e
Vie{l, 2, ...,n} (33)

sgg—i-smUva—qm < sgB Veel e
Vie{l,2, ..., n}. (34)

Formulac6es indexadas no tempo
Nesta Subsecdo sdo apresentadas formulacdes indexadas no tempo que representam o
PSUMAA. Para isso, seja H, = {sk® sLP +1, ... sUP} o conjunto das possiveis datas de
inicio do processamento da tarefa x € I. Sejam [,; varidveis de decisdo tais que, Vo € [ e
VheH,,
L — { 1, se o processamento da tarefa x inicia na data h;
zh 0, caso contrario.

De agora em diante, |\|, = max(sL® \) e [A], = min()\,sUB), Vo €T e YA ER.

xT

Formulacao linear inteira mista de [Rosa e Souza, 2009] - IMR
Nesta Subsecdo € apresentada a formulacdo linear inteira mista proposta por [Rosa e

Souza, 2009] para representar o PSUMAA, denotada por IMR. Sejam e, e t, varidveis de decisdo
tais como na formulacdo IMG (vide Se¢do 4.1). A formulacido IMR é dada pelas equacdes (35)-(42).

min Z (agesr + Bots) (35)
xel
[h4Pr+Szy—1]y

sa. g+ > Ly, < 1 Vae,yel, x#£y e Vhe Hy  (36)
k:Lth
Z Lo = 1 Voeel (37)
heH,
ex—i-Zhlth E,—P, Yacl (38)
heH,
—tm+2hth< T,— P, Voxel (39)
heH,
ey > Voel (40)
ty > Voeel (41)
len € {0,1} VzeleVheH, (42)

A funclo objetivo, representada pela equacio (35), busca a minimizagdo da soma pon-
derada das antecipacdes e atrasos. As restricdes (36) garantem que existe tempo suficiente para
processar uma tarefa e preparar a maquina antes de iniciar o processamento da tarefa seguinte. As
restricoes (37) garantem que cada tarefa serd processada uma tnica vez. As restricdes (38) e (39)
determinam as antecipagdes e os atrasos das tarefas. As restri¢cdes (40), (41) e (42) dizem respeito
aos dominios das varidveis de decisio.
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Restricoes validas de [Nogueira et al., 2014] - IMRN
As restricdes (36) presentes na formulagdo IMR podem ser substituidas pelas restricdes
(43), apresentadas em [Nogueira et al., 2014] e que sdo mais fortes que as restrigdes (36).

[h+Py+Szy—1]y
bn+ Y, < 1, Vaoyel a#y hekl, (43)
k=|h—Py—Syz+1]y

As restricdes (43) asseguram que se o processamento da tarefa z € I € iniciado na data
h € H,, entdo nenhuma outra tarefa y € I\ {«} pode ser iniciada no intervalo {h — P, — Sy, +
1,..., h4+ Py + Sy — 1}. Em outras palavras, as restri¢des (43) garantem que ndo havera tarefas
sendo processadas simultaneamente. A formulacdo obtida da formulacdo IMR apds a substitui¢do
das restri¢des (36) pelas restricdes (43) € denotada por IMRN.

Formulacoes binarias — BR e BRN

A presenca das varidveis de decisdo nio bindrias (varidveis e, e t,) nas formula¢des IMR
e IMRN podem ser eliminadas dessas formulagdes. Para isso, assim como em [Tanaka, 2012],
Vx € I, considere a fungdo custo g, : H, — R dada por:

gz (h) = ay - max(E, — h — P.,0) 4+ 3, - max(h + P, — T,0). (44)

O valor g, (h) corresponde a penalidade associada a tarefa x caso seu processamento seja iniciado
na data h. Logo, a funcio objetivo das formulacdes IMR e IMRN, dada pela equagao (35), pode ser
substituida pela equacéo (45). Essa substitui¢do torna as varidveis e, e t,, V& € I, bem como as
restricdes (38)-(41), desnecessarias.

min. Y > ga(h) - lan (45)

xel heH,

As formulagdes obtidas das formulagdes IMR e IMRN pela eliminag@o das varidveis e, e
t, sdo denotadas por BR e BRN, respectivamente.

Resultados computacionais

As formulagdes matemadticas apresentadas neste trabalho foram implementadas e resolvi-
das com a C++ Concert Technology e com o otimizador IBM ILOG CPLEX Optimization Studio
12.6.2. Os experimentos foram realizados em um computador Intel® Xeon(R) CPU E5620 @
2.40GHz x 16, com 48 GB de RAM e sistema operacional CentOS Linux 7. O CPLEX foi config-
urado para utilizar somente uma thread e os demais pardmetros nao foram alterados.

Foram utilizados os conjuntos de problemas-teste de [Rosa e Souza, 2009] que possuem
de 8 a 15 tarefas, sendo 16 problemas-teste em cada conjunto de problemas de mesmo tamanho.
Esses problemas estdo disponiveis em www .decom.ufop.br/prof/marcone/projects/
SMSPETP/Instances_SMSPETP.zip.

Para cada tarefa x € I, os limites s/? e sLP utilizados para determinar os pardmetros
de entrada de cada formula¢do matemadtica sdo aqueles fornecidos pelo Teorema 1. O tempo total
demandado para determinar esses limites (incluindo a resolucdo do subproblema de determinacdo
de S! ... pelo CPLEX) foi sempre inferior a 1 segundo.

O gap de uma solugdo X em relagdo a solucdo X* é dado por

f(X*) - F(X)
f(X7)

em que f(X*) e f(X) representam os valores da fungdo objetivo do problema aplicada a X e a
X*, respectivamente. Logo, quanto mais proximo de zero estiver o gap de X, mais préximo essa

gap = x 100%,
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solucdo estard de X *. Neste trabalho, foram utilizadas as melhores solugdes encontradas por [Rosa
e Souza, 2009] como referéncias para os calculos dos gap’s.

Primeiramente foram realizados experimentos com as relaxacdes lineares das formulacdes
IMG, IMVW, IMR, IMRN, BR ¢ BRN. Um resumo dos resultados obtidos é apresentado na Tabela
1. Nessa tabela, a primeira coluna indica o nimero de tarefas em cada conjunto de problemas-teste.
Para cada conjunto de problemas, as colunas “gap” e “tempo” apresentam, respectivamente, as
médias dos gap’s obtidos (em porcentagem) e as médias dos tempos demandados (em segundos) ao
se utilizar o CPLEX para resolver as relaxacdes lineares das respectivas formula¢des matematicas
aplicadas aos problemas desse conjunto. O carécter “~" diz que o CPLEX nao foi capaz de resolver
a relaxacao linear de pelo menos um dos 16 problemas-teste dentro de uma hora de execugao.

Tabela 1: Resultados obtidos com as relaxacdes lineares das formulagdes apresentadas na Segao 4.
N° IMG IMW IMR IMRN BR BRN
de gap tempo gap tempo gap tempo gap tempo gap tempo gap tempo
Tarefas (%) (s) (%) (s) (%) (s) (%) (s) (%) (s) (%) (s)
08 90,7 0,1 90,0 0,1 89,7 0,5 88,7 1.3 86,2 0,5 78,6 1,2
09 94,9 0,1 94,8 0,1 94,0 0,9 93,1 2,0 90,4 0,9 82,6 1,8
10 94,8 0,1 94,8 0,2 94,2 1,9 93,6 33 91,1 1,8 84,6 34
11 96,1 0,2 96,1 0,2 95,8 33 95,3 17,5 91,9 2,3 85,6 4,5
12 94,3 0,3 94,3 0,3 93,6 240 928 5,9 91,2 3,1 86,0 5,3
13 93,3 0.4 93,3 0.4 924 349 915 17,7 89,5 39 83,6 8,0
14 94,5 0,5 94,5 0,5 94,0 5.4 934 101,1 913 6,2 85,6 11,6
15 93,7 0,8 93,7 0,8 95,1 141,0 883 - 92,4 6,8 87,5 12,5

De acordo com a Tabela 1, o CPLEX foi capaz de resolver todas as relaxacdes linear-
es dos problemas-testes dentro de uma hora, exceto para os problemas com 15 tarefas, que ndo
tiveram todas as relacdes lineares da formulacdo IMRN resolvidas dentro desse limite de tempo.
As médias dos resultados obtidos pelo CPLEX com as relaxacdes lineares das formulacdes IMG e
IMW foram sempre proximos. Embora os tempos médios demandados com as relaxagdes lineares
das formulagdes indexadas no tempo sejam maiores que os respectivos tempos demandados com
as relaxacdes das formulagdes IMG e IMW, as relaxagdes lineares das formulagdes indexadas no
tempo obtiveram solug¢des de menores gap’s médios que os respectivos gap’s das solugdes das re-
laxagdes lineares das formulagdes IMG e IMW. O CPLEX encontrou solucdes de menores gap’s
médios com a relaxacdo linear da formulacdo BR do que com a relaxag@o da formulagdo IMR em
todos os conjuntos de problemas utilizados. Comportamento semelhante pode ser observado ao se
comparar as formula¢cdes BRN e IMRN (os gap’s médios das solugdes obtidas com a relaxacao lin-
ear da formulagdo BRN foram sempre menores que os respectivos gap’s das solugdes encontradas
com a relaxagdo linear da formulacdo IMRN). Exceto para os problemas com 14 tarefas, os tempos
médios demandados pelo CPLEX com a relaxacdo linear da formulagdo BR sio consideravelmente
menores que os respectivos tempos demandados ao se utilizar a relaxagdo linear da formulagdo
IMR. Novamente, resultados semelhantes foram obtidos com as relaxacdes das formulacdes BRN
e IMRN. Finalmente, para todos os conjuntos de problemas, a relaxacao linear da formulagao BRN
foi a que obteve solugdes de menor gap médio.

A Tabela 2 resume os resultados obtidos com as formulacdes IMG, IMW, IMR, IMRN,
BR e BRN. A primeira coluna indica o nimero de tarefas em cada conjunto de problemas-teste.
Para cada um desses conjuntos, as colunas “tempo” e “nds” mostram, respectivamente, as médias
dos tempos demandados (em segundos) e as médias dos niimeros de nds investigados pelo Branch-
and-bound ao se utilizar o CPLEX com as respectivas formulacdes matemadticas. Novamente, o
cardcter “~" diz que o CPLEX nio foi capaz de resolver pelo menos um dos 16 problemas-teste
dentro de uma hora de execucio.

A Tabela 2 mostra que o CPLEX foi capaz de resolver todos os problemas-teste com até 9
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Tabela 2: Resultados obtidos com as formulagdes apresentadas na Secdo 4.

N° IMG MW IMR IMRN BR BRN

de tempo ~ tempo y tempo ~ tempo ~ tempo —— tempo —
Tarefas (s) nos (s) nos (s) nos ) nos ) nos ) nos

08 6,5 20527.8 6.4 4659,4 924 4314 3395 41098 150 1,0 341 1,0

09 66,2  177675,1 27,5 132324 298,7 1002,8 4603 3044 285 3,7 593 26
10 528,9 1069311,8 95,8 31768,1 481,2 5074 - - 46,0 48 1224 44

11 - - - - - - - - 848 269 - -
12 - - - - - - - - 1404 109 - -
13 - - - - - - - - 1886 428 - -
14 - - - - - - - - - - - -
15 - - - - - - - - - - - -

tarefas usando a formulacdo IMRN, todos os problemas com até 10 tarefas usando as formulac¢des
IMG, IMW, IMR e BRN, bem como todos os problemas com até 13 tarefas usando a formulagao
BR, dentro de uma hora de execu¢do. O nimero médio de nds investigados pelo Branch-and-bound
do CPLEX com as formula¢des IMG e IMW foram consideravelmente maiores que os respectivos
nimeros de nds investigados ao se utilizar as formula¢des indexadas no tempo. O CPLEX com as
formulagdes BR e BRN foi capaz de resolver todos os problemas com 8 tarefas ja na raiz da arvore
de busca. As formulacdes inteiras BR e BRN proporcionaram ao CPLEX resolver os respectivos
conjuntos de problemas-teste em menor tempo médio e investigando um menor nimero de nds, em
média, que as respectivas formulacdes inteiras mistas IMR e IMRN.

Conclusoes

Este trabalho tratou o problema de programacido de tarefas em uma méquina com penali-
dades por antecipagdo e atraso da produgao, considerando a existéncia de janelas de entrega distin-
tas e de tempos de preparagdo da maquina dependentes da sequéncia de processamento programada
(PSUMAA).

Prop6s-se um horizonte de planejamento para o processamento de cada tarefa. Além
disso, foram propostas duas novas formulacdes inteiras mistas (IMW e IMRN, sendo a formulagao
IMRN indexada no tempo) e duas novas formulacdes bindrias indexadas no tempo (BR e BRN)
para representar o PSUMAA. O horizonte de planejamento proposto € utilizado para determinar os
pardmetros de entrada das formulacdes matemadticas.

As formulagdes propostas foram comparadas com a formulagdo inteira mista de [Gomes
Janior et al., 2007] (IMG) e com a formulacgdo inteira mista indexada no tempo de [Rosa e Souza,
2009] (IMR). Para isso, utilizou-se o otimizador CPLEX e um conjunto de problemas-teste com até
15 tarefas. Na primeira bateria de testes foram resolvidas as relaxacdes lineares das formulagdes ap-
resentadas aplicadas aos problemas-teste. As formulagdes IMG e IMW obtiveram solugdes semel-
hantes, ao passo que as formulagdes indexadas no tempo obtiveram solu¢des, em média, melhores
que essas duas. Dentre todas as formulagdes experimentadas, a relaxagdo linear da formulagdo
BRN foi a que obteve as melhores solugdes.

Finalmente, o CPLEX foi utilizado para resolver as seis formula¢des apresentadas apli-
cadas aos problemas-teste. Fixado o limite de tempo de uma hora, as formula¢ées IMG, IMW,
IMR e BRN permitiram ao CPLEX resolver todos os problemas com até 10 tarefas. No entan-
to, as formulacdes IMG e IMW exigiram que um nimero consideravelmente maior de nds fossem
investigados durante o Branch-and-Bound. A formulacdo IMRN foi a que apresentou pior desem-
penho (possibilitando ao CPLEX resolver na totalidade somente os problemas com até 9 tarefas)
e a formulacdo BR foi a que obteve melhor desempenho (permitindo ao CPLEX resolver todos os
problemas com até 13 tarefas) entre todas as formulacOes avaliadas.
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