Formulacoes de Programacao Matematica para o Problema
de Seqiienciamento em uma Maquina com Janelas de
Entrega Distintas e Tempo de Preparacao
Dependente da Seqiiéncia de Producgao

Bruno F. Rosa, Sérgio R. de Souza,
Programa de Pés-graduagao em Modelagem Matematica e Computacional, CEFET-MG,
30510-000, Belo Horizonte, MG
E-mail: brunofazmat@dppg.cefetmg.br, sergio@dppg.cefetmg.br

Marcone J. F. Souza
UFOP - Departamento de Computagao
Campus Universitario
35.400-000, Ouro Preto, MG
E-mail: marcone@iceb.ufop.br.

Resumo: FEste trabalho trata do problema de seqiienciamento em uma mdquina em que o tempo
de preparacdo depende da seqiiéncia de producdo. No problema abordado, cada tarefa possui
uma janela de tempo, dentro da qual deve ser preferencialmente concluida. O objetivo a ser
satisfeito € minimizar a soma ponderada dos atrasos e antecipacoes na producao de tais tarefas.
Duas novas formulagdes de programagdo matemdtica saGo propostas para representar o problema,
sendo a primeira delas um aperfeicoamento de uma formulacdo da literatura, e, a outra, uma
formulacao indexada no tempo. Experimentos computacionais mostram que a formulacdo inde-
zada no tempo possibilita encontrar solugées de melhor qualidade em menor tempo que as outras
duas formulacdes.

Palavras-chave: Segiienciamento em Uma Mdquina, Penalidades por Antecipacdo e Atraso,
Modelagem Matemdtica Indexada no Tempo.

1 Introducao

O problema de seqiienciamento em uma maquina com penalidades por antecipagao e atraso
da produgao (PSUMAA) consiste em seqiienciar e determinar o momento em que as tarefas
devem ser executadas em uma maquina, com o objetivo de minimizar a soma ponderada das
antecipacoes e dos atrasos na producao de tais tarefas. Neste problema, cada tarefa esta asso-
ciada a um tempo de processamento e a uma data desejada para sua entrega. Além disso, apds
a conclusao de uma tarefa, é necessario preparar a maquina para a execugao da tarefa seguinte.

Segundo [1], o tempo de preparagao da maquina, também conhecido como tempo de setup,
aparece em um grande nimero de aplicacbes do PSUMAA. Este tempo de preparagao ocorre
principalmente em empresas que produzem diversos tipos de produtos, sendo, assim, necessaria
a troca do tipo de tarefa executada na maquina. Nele sao incluidos os tempos gastos para trocar
as ferramentas, preparar os materiais, limpar a maquina, dentre outras questoes. A maioria dos
trabalhos em problemas de seqiienciamento assume que os tempos de setup sao independentes da
seqiiéncia de produgao, ou seja, que esses tempos sao ou despreziveis ou podem ser acrescentados
aos tempos de processamento das tarefas. Apesar disso, em grande parte das situagoes praticas,
os tempos de setup sao dependentes da seqiiéncia de produgao [6].

As datas de entrega podem ser comuns (common due date) ou distintas (distinct due dates).
Uma abordagem genérica do PSUMAA considera a existéncia de janelas de entrega distintas,



em que ha um determinado periodo de tempo associado a cada tarefa, dentro do qual a tarefa
deve ser preferencialmente concluida. De acordo com [9], este ultimo caso ocorre quando existem
tolerdncias em torno das datas desejadas para a entrega de cada tarefa. Deste modo, as tarefas
concluidas dentro de suas respectivas janelas de entrega nao ocasionam penalidades, ao contrario
daquelas concluidas fora de suas janelas de entrega.

Existem trabalhos sobre o PSUMAA nos quais a ociosidade da maquina nao é permitida.
Conforme [7], ha situagoes em que manter a maquina parada é mais custoso que a antecipacao
de uma tarefa, ou outras, em que a demanda é superior & capacidade da méaquina. Por outro
lado, [4] afirma que hé casos em que manter a miquina inativa é vantajoso, ainda que exista
uma, tarefa disponivel para processamento.

Na literatura, s@o encontrados muitos trabalhos com o objetivo de resolver o PSUMAA. Isto
se deve ao fato de ser um problema com muitas aplicagoes industriais, de um lado, e, de outro,
dificil de ser resolvido na otimalidade, dado que se trata de um problema NP-dificil [1].

Neste trabalho, é estudado o PSUMA A com janelas de entrega distintas, tempo de preparagao
da maquina dependente da seqiiéncia de producao, sendo permitidos tempos ociosos entre as
execucoes de tarefas consecutivas. Apesar de ser uma generalizacio do PSUMAA, esta versao
tem recebido pouca atencao. Dentre os trabalhos que tratam desta versao generalizada do
problema, a maioria tem seu foco em procedimentos heuristicos para resolvé-lo. Apenas no
trabalho de [2] e no trabalho de [5] sdo propostos métodos exatos para resolver tal problema.

Em [2] é estudado o caso real de uma industria siderurgica, em que uma maquina é consi-
derada como sendo uma seqiiéncia de laminadores e cada tarefa representa a producao de um
determinado produto (barra chata, cantoneira, vergalhéo, etc.). Sao desenvolvidos dois modelos
de programacao linear inteira mista (PLIM), os quais, no entanto, exigem que os tempos de
setup satisfacam & desigualdade triangular. Apesar de ser considerado o caso com janelas de
entrega, os testes computacionais foram realizados em problemas-teste com datas de entrega
distintas. Foram resolvidos na otimalidade problemas com até 10 tarefas por meio do software
de otimizacao GLPK, versao 4.8.

Jé& em [5] é proposto um modelo de PLIM baseado em uma das formulagdes de programacao
matemadtica apresentadas por [2]. Porém, este modelo nao exige que os tempos de setup sa-
tisfacam a desigualdade triangular. Por meio do otimizador CPLEX, versao 9.1, foram encon-
trados os 6timos em problemas-teste com até 12 tarefas e com tempos de setup simétricos. Os
autores propoem também um algoritmo heuristico, baseado em GRASP, Iterated Local Search
e Variable Neighborhood Descent. Para cada seqiiéncia de tarefas gerada por esse algoritmo, é
acionado um procedimento de complexidade polinomial para determinar a data étima de inicio
de processamento das tarefas na seqiiéncia dada.

No presente trabalho, é proposta uma formulagéao matemética indexada no tempo para repre-
sentar o problema em foco. E apresentado também um novo modelo de PLIM, baseado naquele
proposto por [5], com menor nimero de varidveis e restrigdes. Estes dois modelos, bem como
o modelo proposto por [5], sdo utilizados para resolver problemas-teste por meio do otimizador
CPLEX, versao 10.1, sendo realizada uma comparagao entre os resultados encontrados.

Este trabalho estd organizado do seguinte modo. Na Segao 2 ¢ feita uma descri¢ao detalhada
do problema estudado. O modelo de PLIM proposto por [5], um modelo de PLIM baseado neste
ultimo e uma formulagao de programacao matemdtica indexada no tempo sdo apresentados
nas Secgoes 3, 4 e 5, respectivamente. Na Secao 6 sao apresentados e discutidos os resultados
encontrados, enquanto a Se¢ao 7 conclui o trabalho.

2 Descricao do problema

O PSUMAA abordado neste trabalho possui as seguintes caracteristicas: (i) Uma méquina
deve processar um conjunto I de n tarefas; (i) A cada tarefa i € I esta associado um tempo de
processamento P;; uma janela de entrega [E;, T;], na qual a tarefa i deve ser preferencialmente
concluida; um custo «; por unidade de tempo de antecipagdo; e um custo §; por unidade de
tempo de atraso. Ha antecipagao de uma tarefa ¢ € I quando seu processamento é concluido



antes de E; e ha atraso quando seu processamento é concluido depois de T;; (ii7) As tarefas que
forem concluidas dentro de suas respectivas janelas de entrega ndo geram custo; (iv) A maquina
executa no maximo uma tarefa por vez e, uma vez iniciado o processamento de uma tarefa, nao
¢é permitida a sua interrupgao; (v) Todas as tarefas estdao disponiveis para processamento na
data 0; (vi) Entre duas tarefas i e j consecutivas é necessirio um tempo S;; de preparacao da
méquina, chamado tempo de setup; (vii) Assume-se que o tempo de preparagdo da méquina
para o processamento da primeira tarefa na seqiiéncia é igual a 0; (viii) E permitido tempo
ocioso entre a execucao de duas tarefas consecutivas.

O objetivo é determinar a seqiiéncia de producao e as datas de inicio de producgao das tarefas,
de forma a minimizar a soma ponderada das antecipagoes e dos atrasos.

3 Modelo MPLIM-G

Nesta segao, apresenta-se o modelo de programagao linear inteira mista (PLIM) proposto
por [5], doravante denotado por MPLIM-G. Para auxiliar na modelagem, sao utilizadas duas
tarefas ficticias, 0 (zero) e n + 1, que devem ser seqiienciadas necessariamente na primeira e na
ultima posicao, respectivamente. Admite-se que Py e P,41 sao iguais a zero e que Sp; = S;0 =0
e Sint1 = Spt1, =0,V ie I. Adatade inicio do processamento da tarefa j € TU{0,n+1} e os
tempos de antecipagao e atraso da tarefa i € I sdo representados por s;, e; e t;, respectivamente.

Sejam y;; varidveis que determinam a sequéncia de producao, sendo y;; = 1 se a tarefa j
for sequenciada imediatamente ap6s a tarefa i e y;; = 0, caso contrario, ¥ ¢,5 € I U{0,n+ 1}.
Considere, ainda, uma constante M de valor suficientemente grande. O modelo MPLIM-G ¢é
representado pelas equagdes (1)-(10):

min Z = Z(O&iei—l-ﬁiti) (1)
i=1
sa. si+ P+ yij(M+Si;) —M < s VielU{0}, VjielU{n+1} e i#j (2)
n+1
oy =1 ViecIu{0} (3)
=1, j#i
Z Yij = 1 V]EIU{TL+1} (4)
=0, i#j
sit+P+e > E; Viel (5)
si+FP—t < T, Viel (6)
si > 0 Vie IU{0,n+1} (7)
e, > 0 Viel (8)
ti > 0 Viel (9)
yij € {0,1} Vi, jelUu{0,n+1} e i#j (10)

A funcao objetivo, representada pela equagao (1), busca a minimizagao da soma ponderada das
antecipagoes e atrasos. As restrigdes (2) garantem que existe tempo suficiente para executar
uma tarefa i e preparar a méaquina antes do inicio do processamento da tarefa seguinte j. As
restrigoes (3) e (4) garantem que cada tarefa terd apenas uma tarefa imediatamente sucessora
e uma tarefa imediatamente antecessora, respectivamente. As restrigoes (5) e (6) definem as
antecipacoes e os atrasos de acordo com as respectivas janelas de entrega de cada tarefa. As
restrigoes (7), (8), (9) e (10) dizem respeito ao tipo de variaveis.

4 Modelo MPLIM-BG

O modelo de programacao linear inteira mista (PLIM) apresentado a seguir é baseado no
proposto por [5] (ver Segao 3) e serd denotado por MPLIM-BG. Diferentemente de tais autores,
é utilizada apenas uma tarefa ficticia, denominada 0 (zero), para auxiliar na modelagem. Esta
tarefa é sequenciada duas vezes, sendo uma na primeira posicao e outra na tltima. Considera-se
que Py =0e que Sp; = 5;0=0,Viel



Considerando as definicoes de s;, €;, t; e y;; tal como no MPLIM-G, tem-se que as varidveis
Yn+1,i € Yint1, Vi € TU{0}, e 5,41 deixam de ser necessarias no MPLIM-BG. Sendo assim, se
comparado ao MPLIM-G, no MPLIM-BG hé reducao de 2n + 3 varidveis e n + 1 restri¢coes, com
n representando o niimero de tarefas a serem sequenciadas.

Finalmente, o MPLIM-BG ¢é obtido do MPLIM-G substituindo-se as restri¢oes (2), (3), (4),
(7) e (10) pelas restrigoes (11), (12), (13), (14) e (15), respectivamente, apresentadas a seguir:

si+Pi+yij(M+Si;) —M < s VielIU{0}, Vjel e i#j (11)
J=0, j#i

S oy o= 1 vieru{o) (13
i=0, i#j

si > 0 Vie IUu{0} (14)

vi € {01} YijeTu{0} ¢ i#j (15)

5 Modelo MPLIM-IT

Propde-se, a seguir, um modelo de programacao linear inteira mista (PLIM) indexado no
tempo para representar o PSUMAA abordado. Tal modelo, doravante denotado por MPLIM-IT,
é baseado no trabalho de [3], que utilizou a discretizacao do tempo para modelar o problema de
minimizacao dos atrasos em seqiienciamento de maquinas paralelas com tempos de preparacao
dependentes da seqiiéncia. O MPLIM-IT é descrito a seguir.

Seja H = {hg, hi,ho,...,hr} o conjunto com as possiveis datas de inicio de processamento
das tarefas e considere z;; varidveis bindrias, sendo x;;, = 1 se a tarefa ¢ é programada para
iniciar na data h e x;, = 0, caso contrario, Vi€ I eVh € H.

Se e; e t; representam, respectivamente, as unidades de tempo de antecipagao e tempo de
atraso da tarefa ¢ € I, a formulaggo MPLIM-IT pode ser escrita como:

n
=1
min(h+P;+S;;—1,Hy)
s.a. Ty + > Tjy < 1 Vi,jel, YVheH e i#j (17)
u=h
Hy,
Yooap =1 Viel (18)
h=Hy
Hp,
> winh+Pi+e > E Vi€l (19)
h=Hy
Hp,
Y wph+Pi—t; < T, Viel (20)
h=Hy
e > 0 Viel (21)
ti > 0 Viel (22)
zin € {0,1} Viel e Yhe H (23)

A funcao objetivo representada pela equagao (16) tem como critério de otimizac¢ao a minimizagao
da soma ponderada das antecipagoes e dos atrasos. As restrigoes (17) garantem que existe tempo
suficiente para executar uma tarefa i e preparar a maquina antes do inicio do processamento da
tarefa seguinte j. As restri¢oes (18) garantem que cada tarefa seja executada uma tnica vez. As
restrigoes (19) e (20) definem as antecipagoes e os atrasos de acordo com as respectivas janelas
de entrega de cada tarefa. As restricoes (21), (22) e (23) determinam os dominios das varidveis
do problema.



E importante observar que, diferentemente do MPLIM-G e do MPLIM-BG, o MPLIM-IT
somente é valido se a desigualdade triangular for satisfeita pelos dados do problema, ou seja, se
as condigoes (24) forem satisfeitas:

Sik. < Sij+ Sk + P Vi,jukel,i#j,i#kej#k (24)

No PSUMAA abordado neste trabalho, a execugao de qualquer tarefa pode ser iniciada em
qualquer momento futuro e, portanto, caso tenha-se a garantia de que na seqiiéncia 6tima de
um determinado problema o inicio do processamento da primeira tarefa nao ocorre antes de
hiny € que o inicio do processamento da ultima tarefa é no maximo hg,p, é conveniente tomar
H = {hinf, hing + 1, hing + 2,..., hgup}. Assim, como o MPLIM-IT ¢ fortemente sensivel &
cardinalidade de H, quanto menor o intervalo [Ajn, hsup), menor o nimero de varidveis terd o
modelo.

6 Experimentos computacionais

Os modelos matematicos apresentados nas secoes 3, 4 e 5 foram implementados usando o
modelador AMPL e resolvidos pelo otimizador CPLEX, versao 10.1, da ILOG. Os testes foram
realizados em um computador AMD Turion(tm) 64 X2 TL-58 1900 MHz, com 2 GB de RAM,
sob plataforma Windows XP.

Foram gerados problemas-teste baseados nos trabalhos de [8] e [9], conforme a seguir se
descreve. Dada uma tarefa i, o tempo de processamento (P;), o custo por unidade de atraso
(6;) e o custo por unidade de antecipagao («;) s@o nimeros inteiros selecionados aleatoriamente
dentro dos intervalos [1,40], [1,10] e [1, 5;], respectivamente. O centro da janela de entrega de i é
um valor inteiro aleatério dentro do intervalo [(1—FA— VRJ/2)x TTP, (1—FA+ VRJ/2)x TTP|,
em que TTP é o tempo total de processamento de todos as tarefas, FA é o fator de atraso e
VRJ é a variagao relativa da janela de entrega. O tamanho da janela de entrega é um valor
inteiro selecionado aleatoriamente no intervalo [0, TTP/n], sendo n o nimero de tarefas. Para
toda tarefa j # i, o tempo de setup (S;;) é um nimero inteiro aleatério pertencente ao intervalo
[5,15]. Assim, diferentemente de [5], os tempos de setup nao sao necessariamente simétricos.

Foram gerados conjuntos de problemas-teste com 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 e 14 tarefas, respec-
tivamente, sendo utilizados os valores 0,1; 0,3; 0,5 e 0,8 para FA e 0,4; 0,7; 1,0 e 1,3 para VRJ.
Sendo assim, hd 16 problemas-teste em cada conjunto. Durante a geracao dos problemas-teste,
sempre que um problema gerado nao satisfazia a desigualdade triangular, ele era descartado
e outro problema com os mesmos valores para FA e VRJ era gerado. Desta forma, todos os

problemas da base de dados satisfazem a desigualdade triangular.
Para os modelos MPLIM-G e MPLIM-BG, foi utilizado M = 1000. Para cada problema-
teste, o conjunto H do MPLIM-IT foi determinado pelas expressoes (25) e (26):

hing = max<o, min{Ti\iGI} n min{Sin,jEI e i;éj} -
- Zmax{SiﬂjeIei#j}) (25)
el i€l
howp = max{Ei\iGI} n ;P,» n ;max{sij ljele i;éj} _
- min{Sin,jEI e i;éj} - min{Pi|¢eI} -
- min(min{RHGI}, max{EiHGI}) (26)

em que h;, ¢ garante que todas as tarefas podem ser concluidas sem atraso (ou o processamento
da primeira tarefa é iniciado na data 0) e hgy, assegura que todas as tarefas podem ser executadas
sem antecipacao. Portanto, tem-se a garantia de que as datas de inicio de processamento das
tarefas na seqiiéncia étima pertencem ao conjunto H = {Rinf, hins + 1, hing +2,- -+, hsup}-
Considerou-se, ainda, o limite de 3600 segundos para resolucao de cada problema pelo
CPLEX. Para os problemas em que este limite de tempo é atingido, a solucao retornada nao é



necessariamente 6tima; porém, é retornado, pelo CPLEX, um limite inferior para o étimo do
mesmo. Este limite é utilizado para medir a qualidade da solucao retornada, dada pela equacao:

CPLEX _
gap = (/ 7 L) x 100% (27)

em que fCPLEX

mente. Se uma solugao étima é encontrada, tem-se gap = 0.

Os resultados encontrados para o MPLIM-G, para o MPLIM-BG e para o MPLIM-IT sao
resumidos na Tabela 1, na qual a primeira coluna indica o nimero de tarefas existentes em cada
conjunto de problemas-teste. Para cada conjunto de problemas, as colunas “Otimos Encontra-
dos” mostram (em porcentagem) em quantos problemas o CPLEX encontrou uma solucdo 6tima
para os respectivos modelos, as colunas “gap” mostram as médias dos gaps para os respectivos
modelos e as colunas “Tempo” mostram as médias dos tempos (em segundos) demandados por
tal otimizador na resolugao dos problemas-teste com os respectivos modelos.

e L representam o valor da solucéo e o limite inferior encontrados, respectiva-

Tabela 1: Comparacgao MPLIM-G x MPLIM-BG x MPLIM-IT.

MPLIM-G MPLIM-BG MPLIM-IT
+# Otimos L Otimos L Otimos L
TarefasEncontrados gap | Tempo Encontrados gap | Tempo Encontrados gap | Tempo
(%) (%) | (s) (%) (%) | (s) (%) (%) | (s)
06 100,00 0,00 0,18 100,00 0,00 0,16 100,00 0,00 8,77

07 100,00 0,00 | 1,69 100,00 0,00 | 1,78 100,00 0,00 | 20,96
08 100,00 0,00 | 16,51 100,00 0,00 | 19,00 100,00 0,00 | 34,67
09 100,00 0,00 | 226,25 100,00 0,00 | 249,67 100,00 0,00 | 79,24

10 62,50 14,99 |1809,11 68,75 14,84 11796,76 100,00 0,00 | 196,17
11 31,25 41,59 | 2628,39 31,25 40,61 | 2658,07 100,00 0,00 | 453,88
12 6,25 66,88 | 3378,70 6,25 67,03 | 3380,08 93,75 0,38 | 845,25

Pela Tabela 1, observa-se que o MPLIM-G e o MPLIM-BG apresentaram comportamentos
bem semelhantes. Usando-se esses dois modelos, o CPLEX foi capaz de resolver na otimali-
dade somente problemas-teste com até 9 tarefas. Por outro lado, com o modelo MPLIM-IT,
o CPLEX conseguiu resolver na otimalidade todos os problemas-teste de até 11 tarefas. Além
disso, enquanto as duas primeiras formulagoes permitiam ao CPLEX resolver na otimalidade
apenas 6,25% dos problemas-teste envolvendo 12 tarefas, utilizando-se a formulagao MPLIM-IT
foi possivel solucionar na otimalidade 93,75% do mesmo conjunto de problemas. Esta tltima
formulacao também exigiu, na maioria dos casos, um menor tempo computacional para se al-
cancar a otimalidade. De fato, a excecao dos trés primeiros conjuntos de problemas-teste, a
formulagao MPLIM-IT demandou aproximadamente de 3 a 9 vezes menos tempo que as demais
formulacoes. Ainda na Tabela 1, nota-se que a formulaggo MPLIM-IT permitiu determinar,
para os problemas-teste com 12 tarefas, dentro do limite de tempo adotado, solucées tendo gap
de 0,38%, em contraste ao valor obtido pelas duas outras formulagoes avaliadas (MPLIM-G e
MPLIM-BG), que obtiveram gap de 66,88% e 67,03%, respectivamente.

Apesar de nao ser mostrado na Tabela 1, o CPLEX com o MPLIM-IT néo conseguiu sequer
encontrar uma solucao vidvel, dentro do limite de tempo adotado, em 6,25% dos problemas-teste
com 13 tarefas e em 56,25% dos problemas-teste com 14 tarefas. Com os outros dois modelos,
o gap retornado para estes problemas foi superior a 68%.

7 Conclusoes

Este trabalho tratou o problema de sequenciamento em uma maquina com penalidades por
antecipagao e atraso da produgao (PSUMAA), considerando janelas de entrega distintas e tempo
de preparacao da méaquina dependente da seqiiéncia. Foi apresentada uma nova formulacao de
programagao matematica para o problema (MPLIM-BG), a qual exige um niimero menor de



varidveis e restri¢oes em relagao aquela proposta por [5] (MPLIM-G). Propos-se, também, uma
formulagao matematica indexada no tempo (MPLIM-IT) para representar o PSUMAA.

O otimizador CPLEX 10.1 foi utilizado para resolver as trés formulagoes matematicas em
tela, aplicadas em problemas-teste com até 14 tarefas. Os resultados computacionais mostram
que as formulacbes MPLIM-G e MPLIM-BG proporcionam resultados semelhantes e que a for-
mulagao MPLIM-IT é mais eficiente que estas duas na resolucao de problemas com até 12 tarefas,
visto que esta tltima proporcionou ao CPLEX encontrar solugoes com garantia de melhor qua-
lidade e com menor tempo médio de processamento que as demais. Para os problemas-teste
com mais de 12 tarefas, devido ao limite de tempo estabelecido para o CPLEX retornar uma
solugdo, os resultados obtidos nao permitem uma comparagao efetiva entre os trés modelos.
Como trabalhos futuros, sugere-se o estudo de propriedades do PSUMAA que permitam redu-
zir a cardinalidade do conjunto H da formulacao MPLIM-IT, dado que a mesma é fortemente
dependente de tal conjunto.
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