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1. Introducao

O Problema de Programacao de Veiculos (PPV) consiste em gerar uma programagdo para
uma frota tendo como dados de entrada as viagens descritas por uma tabela de horarios. O modelo
pode ser visto como um Problema de Programacdo Inteira ou como um Problema de Fluxos em
Redes. O objetivo do problema consiste em determinar o nimero minimo de veiculos necessarios
para se realizar um dado conjunto de viagens e definir a seqiiéncia de viagens a ser executada por
cada veiculo da frota minima, tal que o custo da operagao seja minimizado.

A forma bésica do PPV se apresenta quando o problema trata de uma tnica garagem e um
unico tipo de veiculo (PPVUG ou simplesmente PPV). Situagdes mais complexas surgem quando
existem mais de uma garagem, diferentes tipos de veiculos (frota mista), nimero limitado de
veiculos, tempo limitado de operagdo, dentre outros. A forma basica do PPV ¢ fundamental na
resolu¢do de outros problemas mais complicados, por isso chamado de Problema Bdasico de

Programacgao de Veiculos.

! Trabalho da disciplina “Otimizagio Combinatéria” (CIC370), oferecida no segundo semestre letivo de 2002 pelo
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Uma empresa de transporte publico pode ter varias garagens, mas com areas de atuagdo que
ndo se interceptam (cada linha estd associada a uma garagem). Assim, um PPV com vérias
garagens pode ser resolvido como um conjunto de sub-problemas com uma unica garagem. Este ¢
um problema da classe NP-dificil, devendo ser resolvido por métodos heuristicos.

Outra situacdo importante ocorre quando o PPV tem frota mista. Como por
exemplo, mini-O6nibus, 6nibus padrao e articulados, ou seja, veiculos com capacidades diferentes.
Este problema ¢ definido pela literatura como Problema de Programacgdo de Veiculos de
Diferentes Tipos (ou com Frota Mista). O objetivo ¢ encontrar uma solu¢ao que minimize o custo
operacional da frota, associando a cada viagem um veiculo com capacidade adequada e
respeitando a limitacdo do niimero total de veiculos disponivel por tipo. Este €, assim como o PPV
com varias garagens, um problema da classe NP-dificil.

Neste trabalho sera abordado o PPV na sua forma bésica, isto ¢, com uma Unica garagem e
um Uunico tipo de veiculo. A seguir serdo apresentados o PPV e suas caracteristicas, bem como

seus principais métodos de resolugao.

2. A Representacao basica do PPV

Para representar o PPV utiliza-se uma rede onde cada n6 representa uma viagem e os arcos
sdo as ligacdes possiveis entre elas. Além disso, representa-se a garagem por dois nds: um para a
partida e outro para o retorno a garagem. O n6 de partida da garagem estéa ligado a cada um dos
nos que representam as viagens e estas ligadas ao né de retorno a garagem. Isto se faz necessario
para permitir que qualquer viagem seja o inicio ou o término de um bloco de viagens a ser
executada por um determinado veiculo. Como solucdo inicial, temos que cada viagem ¢ executada
por um veiculo, portanto o né de partida da garagem deve ter oferta de fluxo igual ao total de
viagens € 0 no de retorno a garagem uma demanda de fluxo com o mesmo valor. Além disso, deve
ser introduzido um arco ligando os nds partida e retorno a garagem para manter a factibilidade do
problema, isto €, para ndo haver excesso de oferta no n6 de partida da garagem e caréncia no n6 de
retorno a garagem, caso o numero minimo de veiculos seja menor que o nimero de viagens. Em

termos de fluxos em redes, o PPV pode ser definido como:

o V={I[,23...,n} conjunto de n viagens;
e ); 0 ponto inicial da viagem i;

e ¢, 0 ponto final da viagem i;

e d; 0 horario de partida de b;; e,

® g; 0 horario de chegada em e;.



O arco (i,j) representa a ligacdo da viagem i com a viagem j, t; representa o tempo de
viagem em transito ou viagem morta de e; até b;. A garagem ¢ representada pelos nos r (partida da
garagem) e s (retorno a garagem). Um par de viagens (i, j) € compativel se:

di—ai 2 t (1
onde o custo deste arco ¢ dado por:

cij =Kt + K (tempo de espera) (2)
onde K; e K, sdo constantes associadas aos custos operacionais do veiculo, € o tempo de espera ¢é
dado por d; - a; - t;. Os valores destas constantes sdo definidos pelo usuario e variam de acordo
com a situagdo operacional. Com o objetivo de minimizar o nimero de veiculos, um Custo Fixo ¢
atribuido a primeira viagem e a ultima viagem de cada veiculo. O custo de cada arco (r,i) bem

como o custo dos arcos (Z,s) ¢ dado por

cj=K; tij + Custo Fixo/2 sei=rouj=s (3)

Para ilustrar a representacdo mencionada acima considere uma tabela de viagens dada pela
tabela 1. Nesta tabela temos para cada viagem o horario e local de partida e horario e local de
chegada. Quando um veiculo termina uma viagem deve-se considerar quais viagens ele pode
executar, além de considerar o retorno a garagem. Por exemplo, apos executar a viagem 1, um
veiculo pode executar as viagens 3 ou 4 ou 5. Dessa forma, sdo incluidos os arcos (1,3), (1,4) e
(1,5) com tempos de espera no terminal de 25 minutos, 55 minutos e 1 hora e 25 minutos
respectivamente. Assim, incluimos na rede os arcos de todas as viagens compativeis bem como os
arcos que ligam a partida da garagem a cada viagem e os arcos que ligam cada viagem ao n6 que

representa o retorno a garagem. A figura 1 ilustra graficamente a rede para as viagens da tabela 1.

Viagem | Partida Local Chegada Local

1 06:00 Terminal 1 06:35 Terminal 1
06:30 Terminal 1 07:05 Terminal 1
07:00 Terminal 1 07:35 Terminal 1
07:30 Terminal 1 08:05 Terminal 1
08:00 Terminal 1 08:35 Terminal 1
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tabela 1 — Conjunto de 5 viagens com horarios e locais de partida e chegada



Legenda:

>
Arcos entre viagens
>
{5} Arcos de/para garagem
__________________ >
Arcos entre nos

garagem

figura 1 — Rede genérica para o PPV da tabela 1.

Para que a representacdo da rede fique mais adequada ¢ necessario dividir cada n6
que representa as viagens em dois nos: um para representar o inicio da viagem e outro para
representar o final dela. Isto é necessdrio porque cada nd viagem exige que exatamente uma
unidade de fluxo passe por ele, isto €, cada viagem deve ser executada por exatamente um veiculo.
Assim, cada n6 que representa a viagem i € divido em dois nds: i’ para o inicio da viagem e i ” para
o final da viagem. Para que cada viagem esteja associada com uma unidade de fluxo introduz-se o
arco (i’, i”) com custo nulo e limites inferior e superior iguais a um. Além disso, o n6 que
representa a partida da garagem ¢ ligado a cada nd que representa o inicio da viagem e cada né que
representa o final da viagem ¢ ligado ao nd que representa o retorno a garagem. Existem duas
possibilidades para o arco que ligam os nds que representam a garagem: se 0O arco estiver no
sentido (7,s), entdo estes nds devem apresentar oferta e demanda iguais ao nimero de viagens; se o
arco estiver no sentido (s,) a rede se torna ciclica e este arco ¢ dito arco de retorno. Dessa forma,
esta formulacao do PPV se torna um Problema de Circulagdo. A rede que representa o PPV como

Problema de Circulacdo ¢ dada pela figura 2.

Legenda

>

Arcos entre viagens

>

Arcos de/para garagem

Arcos entre nos garagem
e e >

Arcos intra viagem




figura 2 — Representagdo do PPV como Problema de Circulagdo

A formulagdo matematica do Problema de Circulagdo para o PPV ¢ dada por:

Min 2 ¢; f; (4)
(i) € 4

sujeito a
D fi-2fi=0  YieN (5)

JjEeN JjEeN
fi € {01} V(i) € A= (s,7) (6)

onde N={rst U {i,i” VieVied={G,i"), i), ([i"s), YVie V}u{(i”,j’), V(ij) parde
viagens compativeis} U {(s,r)}. Neste sentido, se f;;= 1 a viagem j é executada logo apos a viagem
i e fij= 0 caso contrario. A expressdo (4) minimiza o custo total, a expressdo (5) diz respeito ao
principio da conservagdao de fluxo e a expressdo (6) diz respeito aos valores que o fluxo pode
receber para os arcos de viagens compativeis.

O PPV pode ser, também, formulado como um Problema de Designa¢do, mas neste

trabalho utilizaremos a representacdo do PPV como um Problema de Circulagao.

3. Metodologia de resoluciao do PPV

3.1 O PPV como Problema de Circulacio

Com a abordagem do PPV como Problema de Fluxos em Redes, neste caso, representando-
o como um Problema de Circulacdo, diversos algoritmos podem ser aplicados. Estes algoritmos
resolvem eficientemente problemas de Fluxo com Custo Minimo. Dentre os diversos algoritmos
de Fluxo com Custo Minimo os principais sdo o Simplex para Redes e o Out-of-Kilter. Neste
trabalho serd modelado matematicamente o PPV como Problema de Circulagdo, cujo modelo sera
resolvido pelo software LINGO.

O Problema de Fluxo com Custo Minimo (PFCM) ¢ o problema mais geral de Fluxos em
Redes. Dessa forma, outros problemas como o Problema de Caminho Minimo, Problema de Fluxo
Maximo, Problema de Designagdo, Problema de Transporte e o Problema de Circulagdo sdo

derivados do PFCM. A formulag¢do matematica (matricial) do PFCM ¢ dada por:

Min cx (7)
sujeito a

Ax =b (8)

I<x<u 9)



onde ¢ ¢é o vetor de custos, x é o vetor de fluxos, b é o vetor de demanda nos nos, 4 ¢ a
matriz de coeficientes das restricdes, / e u ¢ o vetor de limites inferiores e superiores dos arcos
respectivamente. A expressao (7) minimiza o custo total, a expressdo (8) diz respeito ao principio
da conservagao de fluxo e a expressao (9) diz respeito aos valores que o fluxo pode receber para os
arcos. A matriz A ¢ dita matriz de incidéncia, cujo nimero de linhas corresponde ao nimero de
nods e o nimero de colunas corresponde ao niimero de arcos da rede. Para representarmos um dado
arco (i,j), a coluna a; tem (+1) na linha i e (-1) na linha j e os demais elementos da coluna sdo
1iguais a zero.

O Problema de Circulacao ¢ um PFCM quando ¢ nula a demanda de todos os nos, isto &,

b=0.

3.2 Exemplo de uma aplicacao

A rede gerada pela tabela de viagens (tabela 1) ¢ dada pela figura 3, onde:

Os noés foram numerados tal que:

a) cada n6 que representa o inicio de viagem (i) possui o numero correspondente da
viagem;

b) cada n6 que representa o final de viagem (i”’) possui o numero igual ao numero de i’ +
Total de Viagens;

¢) 0 nod que representa o inicio de viagem (r) possui o nimero 2*Total Viagens +1;

d) o n6 que representa o inicio de viagem (7) possui o numero 2*Total Viagens +2;

Cada arco da rede foi numerado em ordem seqiiencial

figura 3 — Rede gerada pela tabela 1

Para modelar matematicamente a rede da figura 3 tem-se que:



Total de Viagens : 5;
Numero de nos: 12;
Numero de arcos: 22;
Custo Fixo = 100;
Ki=2e¢eK,=1;

YV V. V V V VY

Tempo de viagem ociosa: t; =0 V(i, j) € 4, pois s6 existe um terminal (Terminall) na tabela
de viagens;
» O custo dos arcos garagem-inicio de viagem (7,i’) e fim de viagem-garagem (i”,s) ¢ dado pela
expressao (3): ¢; =100/2=5;
» Custo dos arcos intra viagem (i’,i”): ¢; = 0;
» Custo dos arcos que representam viagens compativeis ¢ dado pela expressao (2):
cij = tempo de espera,umavezque K; =2 e K;=1et; =0;
» O tempo de espera é dado por: d; - a; - t; = d;- a;;
Realizados os célculos com a transformacdo dos horéarios de partida e chegada para
minutos, os valores dos custos, de limites inferiores ¢ de limites superiores dos arcos estdo

descritos na tabela 2.

-—

0 | 11|12 |13 |14 |15 |16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21

25 | 55 | 85| 25 |55 | 25 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50

-~ 0

6
50 |50 |50 50 50 0
1
1

7
0
1
1

- - [00

-alalolo

0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

tabela 2 — Valores dos custos, limites inferiores e superiores nos arcos.

Matriz de Incidéncia:

14 0 0 0 0 1 0 0 0 0 O O O O O O O O O O OO
o1 0 0 0O 017 0 0 0O 0O 0O O O O OO O O 0 o0 O
o o1 0 0 0O 01T 0 01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
o o o1 0 0 0O 01T 0 0414 01 0 0 0 0 0 0 0 o
o o o o1 0 0 0 01 0 011 01 -1 0 0 0 0 0 O

4= 0 0 0 0 01 0 0 0 0 111 0 0 0 1 0 0 0 O0 O
o o o o o o1 0 0 0O 0O 0017 1 0 0 1 0 0 0 o
o o o o o o o1 0 0 0 0O 0O 0O O1T 0 0 1 0 o0 o
o o o o o o o o1 0 0 0O 0O 0O 0O O OO O 1 0 o
o o o o o o o o o1 0 0 0 0 0O 0O 0O 0O 0O 0 1 o0
11111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O O O O -1
o o o o o o o o o0 o0 o0 o0 o0 o0 0 O0-+“1-1-1-141 1

O modelo para resolugdo no software LINGO em combinag¢do com o Excel (entrada e saida

de dados) ¢ dado pela figura 4.

O oo



MODEL:
TITLE PROBLEMA DE PROGRAMACAO DE VEICULOS;

SETS:
NOS: DEMANDA;
ARCOS: X, C, LIMITE INF, LIMITE SUP;
MATRIZ (NOS,ARCOS) : A;

ENDSETS

DATA:

ITE 0S DADOS DO EXCEL;

NOS, ARCOS, C, LIMITE INF, LIMITE SUP, DEMANDA, A =
QOLE ('PPV.XLS', 'NOS', 'ARCOS', 'CUSTOS', 'LIMITES INFERIORES',
'"LIMITES SUPERIORES',

'DEMANDAS', 'MATRIZ INCIDENCIA');
ENDDATA
MIN = FO;
FO = @SUM(ARCOS (k) : C(k) * X(k));
@FOR (NOS (1) : @SUM(ARCOS(j): A(i,3J) * X(3j)) = DEMANDA (i));

@FOR (ARCOS (k) : @BND (LIMITE INF (k), X (k),LIMITE SUP(k)));

!ENVIA A SOLUCAO OTIMA PARA O EXCEL;

DATA:

@OLE ('PPV.XLS', 'FLUXOS', 'VALOR OTIMO') = X, FO;
ENDDATA
END

figura 4 — Modelo para resolug¢do do PPV no software LINGO.

Os resultados desta aplicagdo estao descritos abaixo :

= Valor da funcado objetivo: 275

= Nuamero (minimo) de veiculos necessarios: 02

A figura 5 mostra a rede apenas com os arcos que fazem parte da solugdo, isto é, com fluxo
maior que zero. Podemos identificar através desta rede a programacao Otima da frota. Assim, com
dois veiculos as viagens podem ser executadas tal que o veiculo 01 executa as viagens 1, 3 e 5,

enquanto que o veiculo 02 executa as viagens 2 ¢ 4.

N°| 1 12|/3|4|5|6|7|8]9]|10 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 | 18 | 19 | 20 | 21

22

Fluxo | 1 |[1/0]j0jO0Of1|1[1]|1/1 |1 ]0 0|1 ]0|1]0|0]0]1] 1




Arcos referentes
ao Veiculo 1

Arcos referentes
ao Veiculo 2

figura 5 — Rede contendo apenas arcos que fazem parte da solucdo.

4. Conclusoes

Neste trabalho foi abordado o Problema de Programacao de Veiculos e como ele pode ser
representado. Foi apresentado a forma basica do PPV, isto é, quando o problema trata de uma
unica garagem e um unico tipo de veiculo, e que situagdes mais complexas surgem quando
existem mais de uma garagem, diferentes tipos de veiculos, nimero limitado de veiculos, tempo
limitado de operacao, etc.

Além disso, para exemplificar o método de resolucdo do PPV, foi apresentado uma
pequena aplicacdo para uma tabela com cinco viagens que gerou uma rede de 12 nds e 22 arcos.
Para uma tabela de horarios com poucas viagens, a resolucdo do modelo ¢ extremante simples. No
entanto, para casos reais, a tabela de horarios, como por exemplo de uma empresa de transporte
publico, contém muitas viagens. Nestes casos, a rede gerada pode conter milhares de nés e milhdes
de arcos e, portanto, devem ser aplicadas técnicas de otimizagdo de sistemas de grande porte como

a técnica de geragdo de colunas.



