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Capitulo 1

LINDO

1.1 Introducao
1.1.1 O que é o LINDO?

LINDO (Linear, INteractive, and Discrete Optimizer) é uma conveniente, mas poderosa ferramenta

para resolver Problemas de Programacao linear, inteira e quadratica.
1.1.2 Sintaxe de um Modelo LINDO

Um Modelo LINDO deverd conter os seguinte itens:

e Fungdo objetivo (fo) que devera iniciar com os comandos MAX para maximizar e MIN para

Minimizar e a frente devera ser colocada a func@o objetivo.

e A declaracao SUBJECT TO (sujeito a) que pode ser substituido por st ou s.t. e logo apos

serao declaradas as restricoes do problema.

e Para finalizar deveremos declarar o comando END.

Observagdo: As variaveis devem ser declaradas com no maximo 8 letras e nas linhas com as

restrigées deve ser colocado ")"logo ap6s o nome da restrigio.

1.2 Exemplos de Modelos LINDO

1.2.1 Todas as variaveis sao nao negativas

Seja o seguinte problema:
Problema da Dieta
Um nutricionista precisa estabelecer uma dieta contendo, pelo menos, 11mg de vitamina A,

70mg de vitamina C e 250 mg de vitamina D. A tabela abaixo resume a quantidade de cada



vitamina em disponibilidade nos alimentos leite, carne, peixe e salada e apresenta, também, a
necessidade diaria dessas vitaminas e os custos de cada alimento.
Calcular as quantidades dos quatro alimentos que devem ser incluidos na dieta diéria, a fim de

que os seguintes requisitos nutricionais sejam satisfeitos a custo minimo.

Tabela de Requisitos Nutricionais e Custo dos Alimentos

Alimento/ | Leite | Carne | Peixe | Salada | Requisito Nutricional
Vitamina ) (Kg) (Kg) | (100g) Minimo
A 2 mg 2mg | 10mg | 20 mg 11 mg
C 50 mg | 20 mg | 10 mg | 30 mg 70 mg
D 80 mg | 70 mg | 10 mg | 80 mg 250 mg
Custo (RS$) | 1,20 5,00 7,00 1,00

Modelando o problema, obtemos o seguinte PPL:

min 1,207 4+ 5,00z + 7,00x3 + 1,00z4
s.a 2r1  + 2x9  + 10x3 4+ 20y > 11
50$1 + 20]}2 + 101‘3 + 30334 Z 70
80x; + 0xy + 10x3 + 80xy > 250
T, Ty r3 Ty > 0

O modelo LINDO para este PPL é apresentado na figura 1.1.

4= ayntitled >

2xl + Z2m2 + 10=x3 + 204 = 11
Cl=xl 4+ 202 + 103 + 30=4 := 70
B0=xl + 70x2 + 10=x3 + 80=x4 =250

end

Figura 1.1: Modelo LINDO para o problema da dieta

Depois de digitado o modelo clique no menu SOLVE = COMPILE MODEL(CTRL+E), em
seguida clique novamente em SOLVE = SOLVE(CTRL+S). Aparecera uma tela parecida como

na figura 1.2.
1.2.2 Existem variaveis inteiras

Seja o seguinte problema:
Problema da Fabrica de mdveis
Uma grande fabrica de moéveis dispoe de um estoque de 250m de tabuas, 600m de prancha e

500m de painéis de conglomerado. A fébrica normalmente oferece uma linha de moéveis composta



por um modelo de escrivaninha, uma mesa de reunido, um armario e uma prateleira. Cada tipo de
movel consome uma certa quantidade de matéria-prima, conforme a tabela abaixo. A escrivaninha
é vendida por 100 u.m., a mesa por 80 u.m.,0 armario por 120 u.m. e a prateleira por 20 u.m.

Pede-se exibir um modelo de programacao linear que maximize a receita com a venda dos méveis.

Matéria-prima consumida por cada mével

Quantidade de material em metros Disponibilidade
consumidos por unidade de produto do recurso (i)
Escrivaninha Mesa Armério Prateleira
Téabua 1 1 1 4 250
Prancha 0 1 1 2 600
Painéis 3 2 4 0 500
Valor de 100 80 120 20

Revenda (u.m.)

Modelando o problema, obtemos o seguinte PPL:

max 100z7 4+ 80xs + 12023 + 20x4
s.a 1+ T2 + rs + dzy <250
i) + T3 + 21‘4 S 600
31’1 + 21‘2 + 4.’L’3 S 500
T , To 3 Ty > 0

Para este PPL temos duas formas de modela-lo no LINDO. Em ambas deve ser acrescentado o
comando GIN [nome da variavel], indicando que aquela variavel é do tipo inteiro, como na figura
1.3. Quando varias varidveis sao inteiras o comando GIN pode ser utilizado como mostrado na

figura 1.4, ou seja, GIN [nimero de variaveis inteiras|.
1.2.3 Existem variaveis limitadas superiormente e inferiormente

Seja o seguinte problema:

Problema da Confeitaria

Uma confeitaria produz dois tipos de bolos de sorvete: chocolate e creme. Cada lote de bolo de
chocolate é vendido com um lucro de 3 u.m. e os lotes de creme com o lucro de 1 u.m. Contratos
com varias lojas impoem que sejam produzidos no minimo 10 lotes de bolo de chocolate por dia
e que o total de lotes fabricados nunca seja menor do que 20. O mercado s6 é capaz de consumir
até 40 bolos de creme e 60 de chocolate. As maquinas de preparacio de sorvete disponibilizam 180
horas de operacao, sendo que cada lote de bolos de chocolate consome 2 horas de trabalho e cada
lote de bolos de creme 3 horas. Determinar o esquema de producao que maximize os lucros com a
venda dos bolos de sorvete.

Modelando o problema, obtemos o seguinte PPL:



4% Reports Window IZ”E"’_‘:
-~

LP OPFTIMUM FOUND AT STEF 1
QBJECTIVE FUHCTION VALUE
1) 3.125000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
i1 0.000000 0.200000
X2 0.000000 4.125000
i3 0.000000 6. 875000
X4 3.125000 0.000000
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 51.500000 0.000000
3] 23.750000 0.000000
i) 0.000000 =0.012500
HQ. ITERATIOHNS= 1
w

Figura 1.2: Solugao para o problema da Dieta

max 100=1 + 90=2 + 120=3 + 2Dx¥ -

ST

®l + =2 + =3 + 4md <= 250
22 + =3 4+ 2=4 <= 600

Iml + 2m2 + 4m3 <= 500

END
GIN =1
GIN =2

GIN =3
GIN =4

,-.: Ey

Figura 1.3: Modelo LINDO para o problema da fabrica de méveis

=10i x|

max 100xl1 + BO0xd + 1203 + Z0md
=1
El + =2 + =EI + 4md4 <= 2E0D

®d + xI + 2rd <= 600
Il + 2m2 + 4=3 <= E0D0
END

GIN 4

A

Figura 1.4: Forma alternativa do Modelo LINDO para o problema da fabrica de moveis




max 1 +  3xs
s.a 3rp1 + 229 < 180
r1 + x2 = 20
Iy < 40
xT9 S 60
xTo Z 10
I s T2 Z 0

Neste modelo podemos observar a presenca de varidveis limitadas superiormente e inferiormente.
Neste caso, para evitar a ampliacdo da dimensao da base, devemos colocar ap6s o comando END, os
comandos SUB [nome da variavel] [valor limite] para limitar a variavel superiormente e SLB [nome
da variavel] [valor limite] para limitar a varidvel inferiormente. A figura 1.5 ilustra a utilizacao de

varidveis canalizadas.

<01

nax xl1 + Ix2 -

=3 §
Ixl + 22 <= 180
¥l + x2 >= 20
END

SUB =1 40
SUB x2 &0
SLE x2 10
cIN 2

prE— o

Figura 1.5: Modelo LINDO para o problema da confeitaria

1.2.4 Existem variaveis binarias

Seja o seguinte problema:

Problema do Sistema de Defesa Antiaérea

Um determinado conjunto de armas antiaéreas esta distruibuido de forma a defender uma cidade
de um ataque. Sdo n plataformas de misseis. Sabe-se que d;; é a distancia entre a plataforma da
arma i € a ameaca j (avido inimigo ou missil), que o alcance maximo dos misseis é de r;, que o
custo de cada tiro sobre uma ameaca j é de ¢;; e o valor de neutralizacdo da ameaga é v;. Em
cada ataque, o sistema de defesa deve selecionar, dentre m amecas, apenas k possiveis alvos.

Elaborar o modelo matemaético de alocacao arma x alvo que minimiza o custo de defesa.

Para este problema tomaremos a seguinte varidvel de decisao:

1 Caso a arma i seja designada & ameaca 7,

Tij = . ,i=1,..,nej=1..,m
0 Caso contrario.

Counsideraremos ainda os seguintes dados:



Dados sobre as Plataformas antiaéreas

Plataforma | Ameaca | Distancia da | Alcance | Custo Valor da

) J ameaca j (d;;) (r:) (cij) | neutralizagdo (v;)

P1 Avidol 200 150 5 30
Aviao2 100 4 30
Missill 150 2 35
Missil2 200 1 35

P2 Avidol 150 200 5 30
Aviao2 100 5 30
Missill 20 3 35
Missil2 80 2 35

Modelando o problema obteremos o seguinte PPL:

m n n
max E Uj( E Tij — E Cijl‘ij)
=1

j=1 =1
m

sa Y w; <LVi=1..n
=1

d mi; <LVji=1,..,m

i=1

n m

> wij=k

i=1 j=1

(’I“i - dij)xij > O,i = 1, ...,n;j = 1, ...,k‘, ey

Considerando os dados da tabela dada e sendo £k = m — n = 2 (ntmero de alvos possiveis),
obtemos 0 modelo LINDO mostrado na figura 1.6. H& neste modelo oito varidveis binéarias. Para
declara-las no LINDO, devemos acrescentar ap6s o comando END o comando INT <nome de cada

varidavel > em cada linha ou simplesmente, INT <ntmero de varidveis>.

=18 |

max 25xl1l+25=mZ21+26m]124250m22+418x] 3+1?:—:2?:+19:-:1 4+18=24 ﬂ

=t
=E0x11:=0

E0mlz2>=0

Oxl13:=0

~E0xl1d =0

E0m21:=0
100x22 =0
180x23:=0
120x24 =0
Ell+xl2+mli+xld+md 1+ 24nd I4+udd=2
Ell+x2l<=1
Kl2+mdde=1
xl3+x23<=]
wld+mdd=1
Ell+xl2+xl3+xldc=1
Edl+xd2+xd I+xdd =1

end

M o

Figura 1.6: Modelo LINDO para o problema da defesa antiaérea

Deve ser observado que o modelo apresentado na figura 1.6 é o resultado da aplicagdo da



formulacao matemaética acima sem simplificacao.
1.2.5 Existem variaveis livres

Consideremos o seguinte PPL:

min  5r; + X9
s.a Ty + X2 > 5
rp - x2 = 7
X1 Z 0
T2 qq.

Neste exemplo estamos tomando como exemplo que a variavel zo € livre, ou seja, pode assumir
qualquer valor. Para modelarmos este PPL utilizando o LINDO devemos acrescentar apés o
comando END, o comando FREE <nome da variavel ou nimero de variaveis>, conforme mostra

a figura 1.7.

3 cunttoss ST
-

min Sxl + =2

=t

x] + x2 » B
xl - x2 » 7
end

free x!

1 .4

Figura 1.7: Modelo LINDO para o PPL usando variavel livre

1.3 Utilizando Quadros (TABLEAU) com o LINDO

Para resolvermos PPL’s utilizando quadros do SIMPLEX (tableaus) no LINDO devemos proceder

da maneira que se segue, levando em consideragao as seguintes teclas de atalho:

Comando Teclas de atalho
Compilar (Compile Model) CTRL+FE
Fazer Pivoteameneo (Pivot) CTRL+ N

Exibir quadro (Tableau) ALT 47

Exemplo 1:

Primeiramente devemos digitar o PPL. Vamos tomar como exemplo o PPL abaixo:

min —5x; — 3x9
s.a 3r1 + bxs < 15
Sr1 4+ 2z < 10
o, T2 > 0

O modelo LINDO relativo & esse PPL é apresentado na figura 1.8.



Antes de gerarmos o 1° quadro devemos compilar 0 modelo (CTRL + E). Para gerarmos o
primeiro quadro para este modelo pressionamos as teclas ALT + 7. O quadro gerado é apresentado
na figura 1.9.

Agora vamos fazer o pivoteamento. Pressione as teclas CT RL + N para a aparecer a janela da
figura 1.10. Nesta janela, selecionamos a op¢do USE MINE e escolhemos a varidvel que vai entrar
na base (Variable Selection) e a variavel que vai sair da base (Row Selection), onde SLK 2 e 3 séo
as varidveis de folga. Clique em CLOSE e depois em CANCEL. Gere o novo quadro usando as
teclas ALT + 7. O segundo quadro é mostrado na figura 1.11.

Pela analise do quadro vemos que ainda nao obtemos a melhor solucao, entao devemos repetir
os passos citados acima até encontrar a melhor solucao para o PPL, ou seja, fazemos um novo
pivoteamento e geramos um novo quadro. Para isto devemos pressionar novamente CTRL + N
e selecionar a varidvel que deve entrar na base e aquela que deve sair, feito isso geramos o novo
quadro. Para o nosso exemplo o novo quadro (ALT + 7) é apresentado na figura 1.12. Como

podemos observar este quadro é 6timo, portanto encontramos a melhor para o problema.

Exemplo 2:
min —6z; — 10z
s.a 3r1  + dry < 15
51’1 + 2172 S 10
r1 o, x2 > 0

Para este exemplo temos o modelo LINDO apresentado na figura 1.13. Vamos resolver este
problema utilizando quadros tableau para isto vamos seguir os seguintes passos:

1°) Geramos o primeiro quadro pressionando as teclas ALT + 7. (Figura 1.14)

2°) Através da anélise do quadro decidimos qual varidvel deve entrar na base e qual deve sair
(CTRL + N). (Figura 1.10)

3°) Geramos um novo quadro (ALT + 7). (Figura 1.15)

4°) Analisamos este novo quadro. Observamos para este exemplo que ndo existe ¢; < 0, mas
a varidvel X1 que nao estd na base tem coeficiente igual a 0. Portanto colocando X1 na base
obtemos uma outra solu¢do 6tima, como mostra a figura 1.16. Para este exemplo temos varias

solucoes 6timas e elas sao dadas pela seguinte equacao:

y = a(0,3) 4+ (1 — «)(1.052,2.368), onde « € [0, 1]

Exemplo 3:
min —2x1 — 2x9
S.a —T1 + T2 S 1
—0.521 + To < 2
r1 2 > 0




min -Sxl-3=x2

=t

| axl + Bmz <= 15

Exl + 2x2 <= 10

Figura 1.8: Modelo LINDO para o exemplo 1

THE TABLEAU
ROV (BASIS) i1 X2 SLX 2 SLX 3
1 ART -5.000 -3.000 0.0oo0 0.0oo 0.ooo
< SLK & 3.000 &.000 1.000 0.000 15.000
3 SLK 3 £.000 2.000 0000 1.000 10.000
ART ART =5.000 =-3.000 0.000 0.000 0.000

Figura 1.10: Janela de Pivoteamento

THE TAELEAU
ROW ﬂl‘ili] X1 X2 SLX ¢ SLX 3
i 0.000 =1.000 0.000 1.000 10.000
£ SLX 2 0.ooo0 3.800 1.000 =D.600 9.000
3 X1 1.000 0.400 0.000 D.200 Z2.000

Figura 1.11: 2° quadro para o exemplo 1



THE TABLEAU
ROW (BASIS) i I SlK 2 Sl 3
1 ART 0.000 0.000 0.263 0.842 12.368
2 q2 0.000 1.000 0.263 -0.158 2.368
3 Xl 1.000 0.000 =0.10% 0.263 1.0%53
€ } %‘
L = ||
Figura 1.12: 3° quadro para o exemplo 1
in -6x1-10x2
t
Ixl + Su2 <= 15
Szl + 2m2 <« 10
Figura 1.13: Modelo LINDO para o exemplo 2
THE TABLEAU =
ROW ié?lSISﬁ X1 X2 SI1E 2 SIE 1
i -6.000 -10 000 0. o000 0. o000 0. 000
2 SLK 2 3.000 5.000 1.000 0.000 15.000
3 SIK 3 S.ooo 2. 000 0. 000 1.000 10.000
ART ART =& . 000 -10.000 0.000 0.000 0.000
Figura 1.14: 1° quadro para o exemplo 2

ROW gBﬁEIB) X1 X2 SLK 2 SLK 3
1 a.0aa a.0a0 2.000 a.0an 30.000
2 X2 0.600 1.000 0.200 0.000 3.000
J Sl 3 3.800 a.oaa =0. 400 1.000 4.000 '
5]

Figura 1.15: 2° quadro para o exemplo 2

THE TABLEAU
ROW (BASIS)

! Akt
2 X2
3 K1

X1 Xz SLK £ SLk
0.000 0.000 2.000 0.000 30.000
0.000 1.000 0.263 =0.168 2.368
1.000 0.000 -0.105 0D.263 1.053

Figura 1.16: 3° quadro para o exemplo 2



Apés digitarmos 0 modelo e o compilarmos, geraremos o 1°quadro (Figura 1.18). Logo apos
utilizaremos o quadro de pivoteamento e decidiremos qual variavel entra e qual varidvel sai da
base (figura 1.10) e analisamos o novo quadro (figura 1.19), decidimos qual variavel entra e qual
varidavel. Analisando o 3°quadro (figura 1.20 observamos que se a variavel SLK 2 entrar na base
encontraremos uma solucdo melhor (3 ¢; < 0), mas os coeficientes das restrigdes sdo negativos,

portando nenhuma varidvel pode entrar na base, portanto este problema nao tem solugao.

e, mE <l
S C:\Wser\ilnisioWesquisa Ope... |- | 0153
puin —2xl-2x2 ~
=t
-xl + =2 ¢= 1
-0.%x1 + =2 <= 2

lend

Figura 1.17: Modelo LINDO para o exemplo 3

_'ﬁ Reports Window

THE TABLEAD

ROW  (BASIS) i 12 sk 2 SIK 3
1 ART =2.000 =2.000 0.000 0.0a0 0.0a0
2 SLK 2 -1.000 1.000 1.000 0.000 1.000
31 51K 3 =0.500 1.000 0.0ao0 1.000 2.000
ART ART -2 000 -2 000 0.000 0.000 0.000
w
Figura 1.18: 1° quadro para o exemplo 3
“ﬁlhplﬂs Window E"E
. -~
| THE TABLEAU
ROW (BASIS) i1 X2 SLK 2 SLE 3
1 ART =4 . 000D 0. 000 2. 00D 0. 000 2.0DD
3 X2 -1.000 1.000 1.000 0.000 1.000
2 SLK 3 D.50D 0.000D =1.000 1.000 1.000
! v
| i

Figura 1.19: 2° quadro para o exemplo 3

1.4 AnAlise de Sensibilidade

Para utilizarmos a anélise de sensibilidade no LINDO, tomaremos o seguinte exemplo:
Um pecuarista tem disponiveis trés tipos de ragdo para gado. Cada tipo tem sua composi¢iao

em termos de quatro nutrientes. O pecuarista quer misturar essas ra¢Oes para obter um produto



final que satisfaga as exigéncias minimas dos animais em termos de nutrientes. A composicao e as

exigéncias estao apresentadas no quadro abaixo:

% por Kg Exigéncia minima
Nutrientes | Racao 1 | Ragao 2 | Racao 3 | em Kg por saco
de 100 Kg

1 30 25 10 6

2 20 30 20 4

3 25 15 30 4

4 25 30 40 6
Custo/Kg 1.00 1.20 1.30

seguintes questoes:

O objetivo é conseguir uma mistura de minimo custo. Para este exemplo responderemos as

1) Qual o intervalo de estabilidade para o custo da primeira ragdo?

2) Qual o desconto, em reais, no preco segunda ragio a partir do qual seu uso é interessante?

3) Qual o pre¢o maximo da terceira ragdo que nao altera a quantidade 6tima encontrada?

4)

variacao de preco que ocorreria?

informacao vale até para quantos quilos diminuidos?

Se a exigéncia do nutriente 1 passasse de 6 para 7 Kg em cada 100 Kg de mistura, qual a

Para cada diminui¢do de 1 Kg de nutriente 4 na mistura, o custo desta cai em R$ 3,05. Essa

Suponha que o pecuarista pudesse usar um quarto tipo de ragdo ao custo de R$ 1,10/Kg, e que

essa racgdo tivesse 25% de cada nutriente. Valeria a pena usar esse tipo de rac¢éo?

Para responder estas questoes primeiramente vamos modelar este PPL:

min T
s.a

0.3021
0.20371
0251?1
025%1

T

1.20z4
0.25332
0.3022
0151’2
030562

’ T2

+++++

+  1.30z3

+ 0.10xz3 > 6
+ 020z3 > 4
+ 03023 > 4
£ 0405 > 6
’ Z3 2 0

O modelo LINDO para este PPL é apresentado na figura 1.21. Depois de digitado o modelo,

vamos compilé-lo (CTRL+E) e depois resolvé-lo (CT RL+S), mas desta vez vamos responder sim a

pergunta DO RANGE(SENSITIVITY)ANALYSIS?, ou seja, vamos fazer a analise de sensibilidade

deste PPL. A janela REPORTS WINDOW mostrara a tela mostrada na figura 1.22 e é a partir

desta janela que responderemos as perguntas para este PPL.

1) Para responder esta pergunta vamos analisar o campo OBJ COEFICIENT RANGES da janela

REPORTS WINDOW. O campo "OBJ COEFICIENT RANGES"nos apresenta os subcampos



THE TABLEAU E!

ROW (BASIS) i1 r: Six 2 S 3
1 ART 0. 000 0. 000 =6.000 B 000 10.000
2 K2 0.00D 1.000 -1.000 2.000 3.000
3 1 1.000 0.000 =2.000 2. 000 2.000 |5

Figura 1.20: 3° quadro para o exemplo 3

+ 1.20e2 + 1. 30%3

H1) 0.30x1 + 0.25x2 + 0.10x3 >= &
H2) D.20x1 + 0.30x2 + 0.20x3 = {
H3) 0.25x1 + D.15x2 + 0.30%x3 »>= 4
-::-I] 0.256x1 + 0.30x2 + D._40x3 >= &

Figura 1.21: Modelo LINDO para o PPL dos Nutrientes

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 23.05263

VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 18.947389 0.0ooooa
X2 0.000000 0.086842
X3 3.157895 0.0ooooa

ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES

H13 0.0ooo0a -0.789474

H2) 0.421053 0.000004

LEN 1.684211 a.0ooooa

Hi) 0.00000a -3.052632
HO. ITERATICHS= 2

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:
OBJ COEFFICIENT RANGES

VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE
i 1.000000 0.117857 0.187500
X2 1.200000 INFINITY 0.036842
X3 1.300000 0.300000 0.966667
RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWAELE ALLOWAELE
RHS INCREASE DECREASE

H1 &. 000004 1.200000 1.333333
H2 4 000000 0.421053 INFINITY
H3 4.000000 1.684211 INFINITY
H4 &.000000 18.000000 1.000000

-

Figura 1.22: REPORTS WINDOW para o PPL dos Nutrientes



6)

ALLOWABLE INCREASE E ALLOWABLE DECREASE que se referem ao quanto o custo
pode aumentar ou pode diminuir para que os valores 6timos de cada ragao permanecam o
mesmo, respectivamente. Entao para o nosso exemplo vamos analisar a varidvel z1, a qual se
refere & Racdo 1. Podemos observar que o custo desta racdo pode aumentar até R$0.117857 e

diminuir em até R$0.187500 que a quantidade 6tima da racdo continuara a mesma. Ou seja:

c1—018<¢ <1 +011=082<¢ <1.11

Para responder a 2% pergunta, vamos analisar a variavel 22 no campo REDUCED COST ou
entdo o campo ALLOWABLE DECREASE desta variavel, onde é apresentado o valor para o
qual o uso desta racao é interessante. Para o nosso exemplo temos que o valor para o desconto

deve ser de R$0.09 de forma que o uso da Racdo 2 seja interessante.

Para encontrar o preco méximo da 3% racdo que nao altera a quantidade 6tima encontrada,
devemos analisar o campo ALLOWABLE DECREASE da variavel x3, 14 encontramos o valor
0.3000, portanto o preco maximo da ragio 3 deve ser de R$1.60 para a que quantidade 6tima

permaneca 0 mesmo.

Esta pergunta serd respondida através da analise do campo DUAL PRICE referente a restri¢iao
que envolve o nutriente 1, que neste caso é a restricao N1. L& encontramos o valor -0.789474,
que corresponde ao valor que serd acrescido (ou diminuido) ao custo total se uma unidade a mais
(ou a menos) do nutriente for exigida. Entdo se aumentarmos para 7 a exigéncia do nutriente

1 o custo total serd aumentado em R$0.78.

Vamos responder esta pergunta utilizando o campo RIGHTHAND SIDE RANGES, que cor-
responde as restricbes do PPL, especificamente analisaremos o subcampo ALLOWABLE DE-
CREASE referente ao nutriente 4, ou seja N4, que nos dard o valor que poderé ser diminuido
para o qual a quantidade do nutriente continuard a mesma. Portanto, podemos observar que

esta informacado vale até para uma diminuic¢do de 1Kg.

Para respondermos esta pergunta vamos fazer as seguintes anélises:

Cq - 24

2y = (cP)ty,

ys = B lay



A matriz B! pode ser encontrada através do TABLEAU final do PPL. Entdo pressionamos as
teclas ALT + 7 para aparecer o TABLEAU na janela REPORTS WINDOW, a matriz B! se
encontra abaixo das varidveis de folga e como no nosso PPL todas as restri¢oes sdo de > entao

devemos multiplicar cada coluna da matriz por -1. Portanto temos que:

—2.63 0 0 0.30
032 -1 0 0.20
0.26 0 -1 0.25
4.21 0 0 —-1.05

Portanto, temos que:

B! =

-263 0 0 030 0.25 0.13
| 032 -1 0 020 0.25 | | —0.065
Y7026 0 -1 025 0.25 | | —0.015
421 0 0 -1.05 0.25 0.79
Dai,
0.13
z4=1[130 0 0 1] :8'8(132 = 0.96
0.79
Portanto,

Cqp — 24 = 1.10 — 0.96 = 0.14

Como ¢4 — z4 > 0 = ndo vale a pena usar esta racao.



Capitulo 2

SOLVER (EXCEL)

2.1 O que é o SOLVER?

O Solver faz parte de um conjunto de programas algumas vezes chamado de ferramentas de anélise
hipotética. Com o Solver vocé pode localizar um valor ideal para uma férmula em uma célula —
chamada de célula de destino — em uma planilha. O Solver trabalha com um grupo de células
relacionadas direta ou indiretamente com a férmula na célula de destino. O Solver ajusta os
valores nas células variaveis que vocé especificar — chamadas de células ajustaveis — para produzir
o resultado especificado por vocé na formula da célula de destino. Vocé pode aplicar restrigoes
para restringir os valores que o Solver podera usar no modelo e as restricoes podem se referir a
outras células que afetem a férmula da célula de destino. Poderemos visualizar isto melhor através
de exemplos.

No nosso curso, usaremos o SOLVER para resolver Problemas de Programacao Linear.

2.2 Exemplos de como Modelar usando o SOLVER do Excel

Para familiarizarmos com o uso do SOLVER utilizaremos uma série de exemplos para a fixagdo de

seus principais comandos.
2.2.1 Problema da Fabrica de Automoveis

Alfa Inc. deve produzir 1000 automoveis Alfa. A empresa tem quatro fabricas. Devido a diferencas
na mao-de-obra e avancos tecnologicos, as plantas diferem no custo de produgdo unitario de cada
carro. Elas também utilizam diferentes quantidades de matéria-prima e mao-de-obra. O custo
de operacao, o tempo necessirio de mao-de-obra e o custo de matéria-prima para produzir uma

unidade de cada carro em cada uma das fabricas estao evidenciados na tabela abaixo.

16



Fabrica | Custo Unitario Mao-de-Obra Matéria-Prima
(em R$1.000,00) | (horas de fabricagdo) | (unidades de material)

1 15 2 3
2 10 3 4
3 9 4 5
4 7 5] 6

Um acordo trabalhista assinado requer que pelo menos 250 carros sejam produzidas na fébrica
3. Existem 3200 horas de mao-de-obra e 4000 unidades de material que podem ser alocados as
quatro fabricas.

O modelo de decisao do problema é dado abaixo, onde x; representa a quantidade de automéveis

a serem fabricadas na fabrica j = 1,2, 3, 4.

min 15x; 4+ 10zo + 9x3 + Txy4
s.a 2c1  +  3x9s 4+ 4x3 + bBry < 3200
3z + 4x9 + bxs + 6x4 < 4000
T —+ X2 —+ I3 —+ Ty = 1000
T3 > 250
1 5 T2 5 T3 5 Ty > 0

Para resolvermos este PPL utilizando o Excel, devemos primeiramente designar uma célula

para representar cada uma das seguintes entidades:
e Funcdo Objetivo (FO) (Expressdo a ser minimizada ou maximizada);
e Varaveis de Decisdo (variaveis que o modelador pode alterar seu valor);

e Para cada restricio temos uma célula representando o lado esquerdo da restri¢ao (LHS) e

outra representando o lado direito darestricio (RHS).

A B C D E F ]
1 ALFA INGC
F 4
3 Funcdo Coeficiente da Varidvel
4 Cbjetivo x1 X2 x3 x4
5 =] 10 9 F i
B Variaveis
7 I= 0]
B
5 Restricoes Coeficiente da Varigvel Constantes
10 MNo X1 %2 X3 x4 LHS RHS
1 1 2 2 4 = o 3200
12 2 3 4 g ) 0 4000
13 3 1 1 1 1 o 1000
14 4 1 ] 250

Figura 2.1: Modelagem do Exemplo da secao 2.2.1 no Excel

A figura 2.1 apresenta uma das possiveis maneiras de representar o PPL em uma planilha do

Excel. Nesta planilha as células a seguir designarao cada uma das entidades citadas anteriormente.



BT ir4 representar o valor da FO a ser minimizada;

B6 a E6 representarao os valores que as variaveis de decisao assumirao na solugao;

F11 a F14 irao representar os LHS das 4 restri¢oes;

G11 a G14 irdo representar os RHS das 4 restrigoes.

Para que possamos definir cada uma das células anteriormente citadas necessitamos inserir
uma série de pardmetros do nosso PPL, tais como todos os coeficientes das restricoes e da FO.
Para lembrar o que cada célula representa é aconselhavel a colocagao de titulos que especifiquem
o conteudo de cada célula (células com texto). As células B5 a E5 sdo utilizadas para inserir os
valores dos coeficientes da FO, enquanto as células de B11 a E14 representam os coeficientes das
4 restricoes.

Agora devemos definir cada uma das entradas citadas anteriormente. A tabela a seguir repre-
senta as féormulas colocadas em cada uma destas células.

Formulas utilizadas nas células da modelagem do Exemplo 1
B7 | =B5*B6+C5*C6+D5*D6+E5*E6 FO
F11 | =B11*$B$6+C11*$C$6+D11*$D$6+E11*SE$6 | LHS da 1% restrigéo
F12 | =B12*$B$6-+C12*$C$6+D12*$D$6-+E12*$ES6 | LHS da 2% restrigdo

F13 | =B13*$B$6-+C13*$C$6+D13*$D$6-+E13*$ES6 | LHS da 3% restricao
Fl14 | =B14*$B$6-+C14*$C$6+D14*$D$6-+E14*$ES6 | LHS da 4¢ restrigdo

Obs.: os simbolos $ significam que a linha e a coluna séo fixos.

Precisamos agora avisar ao Excel quais sdo as células que representam nossa FO, as varidveis
de decisao, as restricoes do modelo, e finalmente, mandar o Excel resolver para nés. Isto é feito
utilizando a ferramenta SOLVER do Excel. Para tal, clique com o botao esquerdo do mouse sobre
o menu FERRAMENTAS e logo em seguida em SOLVER, caso a ferramenta SOLVER néo esteja
disponivel, clique no menu FERRAMENTAS e depois em SUPLEMENTOS e marque a opc¢ao
SOLVER para que a mesma fique disponivel, o Excel instalara a ferramenta tornando-a disponivel
para uso.

Apos este procedimento aparecerd na tela a janela representada pela figura 2.2. Nesta janela
é que serao informadas ao software as células que representarao a FO, as variaveis de decisao e as
restrigoes.

Na parte superior da janela da figura 2.2 aparece um campo para a entrada de dados chamado
"Definir célula de destino” que representara o valor da FO. Existem duas maneiras para designar

esta célula. A primeira é clicar sobre o icone que esta do lado direito do campo, que levara vocé



a planilha de dados, nesse ponto devemos clicar sobre a célula que representa a FO e pressionar
a tecla ENTER para voltar a janela do SOLVER. A segunda ¢ digitar o nome da calula (B7 no
nosso exemplo) no campo. Realizando uma das duas maneiras, a janela resultante é apresentada
na figura 2.3.

Na linha seguinte sao apresentadas as opcoes de maximizar, minimizar e atingir valor. Depen-
dendo do problema devemos clicar sobre uma das trés, no nosso exemplo devemos clicar sobre Min,
pois nosso exemplo é de minimizacdo. A opc¢do "Valor de” pode ser utilizada em anélise do tipo
ponto de equilibrio, onde desejamos que a func¢ao Lucro (por exemplo) atinja o valor de 0. Nos
casos de Programacao Linear esta opc¢ao nao sera utilizada.

Na préxima linha ha um campo denominado "Células Varidveis". Neste campo serdo inseridas
as células que representarao as variaveis de decisao. Os valores podem ser inseridos como o caso
da FO, isto é, clicando sobre o icone & direita do campo e marcando as células escolhidas ou
simplesmente digitando seus nomes utilizando as regras do Excel para tal. Utilizando uma das
maneiras, a janela tera o formato da figura 2.4.

O proximo passo é designar as restriges do problema. Devemos inserir uma restri¢do ou um
grupo de restricoes (desde que as restrigées tenham o mesmo sinal de restrigao e estejam adjacentes)
de cada vez. Para inserir a 1% restricdo devemos clicar no botao "Adicionar” para aparecer uma
janela de entrada de restricoes.

A janela de entrada de restricbes tem trés campos, que representam o LHS - "Referéncia de
célula:" (& esquerda), o sinal da restricdo (ao centro), e o RHS - "Restri¢do” (& direita). Como
ja mencionado anteriormente, o LHS representa a equacao do lado esquerdo da restriciao (o lado
esquerdo do dicionario modificado). O RHS representa o lado direito da restrigdo (a constante do
dicionario). A figura 2.5 representa a entrada da 1% e 2% restrigoes. Para entrar com os valores nos
campos, deve-se proceder como nos casos anteriores, usando o icone & direita ou digitando o nome
da célula.

O passo seguinte serd o de clicar no botao "OK" no caso de nao haver nenhuma outra restrigao,
ou no botao "Adicionar” para confirmar esta restricdo e abrir espaco para uma nova entrada. No
nosso exemplo, devemos clicar em "Adicionar” e inserir as outra restricdes. Ao final de todas as
entradas a janela do SOLVER tera a forma da figura 2.6.

Devemos agora inserir as restricoes de nao-negatividade e definir que o modelo é de Programacao
"

Linear, para isto, devemos clicar no botdo "Opg¢des” e marcar as op¢oes "Presumir modelo linear

e "Presumir ndo negativos" como é mostrada na figura 2.7 e depois clique no botao "OK" para



M

Definir céhula de destino: I | [ Resober |
Iqual a: @~ Méx Mo Yalorde: [0 w1 |
~Células varigveis:

[ A et |
Submeter &5 restrighes:

-] adconar |
_ s |
;] WI

il

Figura 2.2: Janela da ferramenta SOLVER

M

Defii céllade destro: [T =) [ resover |
Iqual a: @~ Max Mo Yalorde: [0 w1 |
~Células varigveis:

[ A et |

Submeter &5 restrigdes:

-] adconar | .
_ e |
P |

Figura 2.3: Escolha da Célula de Destino

M

Definir céhula de desting: [ses7 =1 [ resover ]
lusdla T max  F M ( yalorde: [0 ol |
Células varidveis:

[smse:sedel A et |

~Submeter 45 restriples: Opcles |

-] adconar |

.
P |

Figura 2.4: Janela do Solver apés a designacao das células varidveis

Referénda de célula:

[$Fg11:9F412 Al - =l ;ﬁm:mim =]

Figura 2.5: Formato da entrada da 1% e 2% restrigoes



confirmar.

Uma vez inserido o modelo e suas caracteristicas, devemos efetivamente resolvé-lo. Para tanto
basta clicar no botdo "Resolver” na janela dos parametros do SOLVER do Excel. Se o modelo
foi corretamente inserido, serd processado e o resultado aparecera automaticamente na planilha.
Aparecerd uma janela como a mostrada na figura 2.8. Se observarmos valores incoerentes ou
inesperados, devemos neste ponto clicar na opcao "Restaurar Valores Originais” para restaurar os
valores iniciais do modelo. Existe ainda a opgao de requisitar trés tipos de relatérios (lado direito
da janela).

Ao clicar no botdao "OK”, a janela de Resultados do SOLVER sera apagada e os resultados

aparecerdo na planilha como mostrado na figura 2.9.
2.2.2 Problema do Empréstimo do Banco

O Banco Municipal de Ouro Preto (BMOP) esté formulando sua politica de crédito para o proximo
trimestre. Um total de 12 milhdes serd alocado as varias modalidades de empréstimo que ele
pretende conceder. Sendo uma instituicao de atendimento pleno, obriga-se a atender a uma clientela
diversificada. A tabela abaixo prevé as modalidades de empréstimos praticadas pelo Banco, as
taxas de juro por ele cobradas e a possibilidade de débitos nao honrados, medida em probabilidade,

com base nas experiéncias passadas.

Tipo de Empréstimo | Taxa de Juro | Probabilidade de Débito
nao honrado
Pessoal 0,140 0,10
Compra de automével 0,130 0,07
Compra de casa propria 0,120 0,03
Agricola 0,125 0,05
Comercial 0,100 0,02

Os débitos nao honrados sao assumidos como irrecuperaveis e, portanto, nao produzem retorno.
A competicao com outras institui¢cdes similares, nas dreas mencionadas, requer que o Banco aloque,
pelo menos 40% do total disponivel, em empréstimos agricolas e comerciais. Para apoiar a industria
da construcao civil na regiao, os empréstimos para compra da casa prépria devem ser, pelo menos,
50% do total alocado para empréstimos pessoais e destinados a compra de carro. Além disso, o
Banco deseja incluir na sua politica de empréstimos a condicdo de que a razao entre o total de
débitos nao honrados em todos os empréstimos e o total emprestado, nao exceda 0,04. Formule
um modelo de programacao linear para otimizar a politica de crédito do Banco.

O modelo de decisdo do problema é dado abaixo, onde x; representa a quantidade de dinheiro

alocado para empréstimos do tipo j = (1=Pessoal, 2=Compra de Automoveis, 3=Compra de Casa



Figura 2.6:
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Defiri célula ds destno: [T =] [ resober |

luda T pax G Mp C yelorde: [0 -

- CElulas varidveis: I
[sege:5E36 3 estoar |

“Submeter 45 restriples: OpcBes |
T e 2] ke |

14 >=$iaf14 Alberar | —
2 S —lu |

Janela de entrada dos parametros do SOLVER para o Exemplo da secao 2.2.1

Terwpo msimo: 100 segundos [ o ]
Beragbes: [l concely |
O gt
Tolgrdncie: |5 % Sahver modelo... |
Comyergéncia:  Jopoor g |

& Tangente * adisnte  Newton
" Quadratica " Central T Cgnijugada

Figura 2.7: Janela de Opc¢oes do SOLVER

0 Solver encontrou uma solucdo, Todas as restriciies e
condipdes

atimizadas Foram atendidas. Relatdrios
espasta -

= anter salucSo do Salver! =g
" Restaurar valores originais =
[ ok ] cancelr | savarcendio.. | auda |

Figura 2.8: Opcoes de Resultado da ferramenta SOLVER



Propria, 4=Agricola e 5=Comercial).

max 0,126x; + 0,121z + 0,1162z3 + 0,1192z4 + 0,098z;
s.a T + To + T3 + Ty + Ts5 < 12
T4 + Ts5 > 48
—0,05z; — 0, 0529 + xs > 0
0,06x1 + 0,03z — 0,0z + 0,0lzy — 0,0225 < 0
T , To , T3 , Ty , Ts5 > 0

Para resolvermos este PPL, devemos proceder da mesma forma apresentada no exemplo da
se¢do 2.2.1, s6 que o modelo deve ser parecido com o da figura 2.10.
A figura 2.10 apresenta uma das possiveis maneiras de representar o PPL em uma planilha do

Excel. Nesta planilha as células a seguir designarao cada uma das entidades:

e B7 ira representar o valor da FO a ser maximizada;

e B6 a F6 representarao os valores que as variaveis de decisao assumirao na solucao;

e (G11 a G14 irao representar os LHS das 4 restricoes;

e H11 a H14 irao representar os RHS das 4 restrigoes.

As férmulas utilizadas sdo apresentadas na tabela a seguir.

Férmulas utilizadas nas células da modelagem do Exemplo 2

B7 | =B6*B5+C6*C5+D6*D5+E6*E5+F6*F5

G11 | =B11*$B$6+C11*$C$6+D11*$D$6+E11*$ES6+F11*$FS$6
G12 | =B12*$B$6+C12*$C$6+D12*$DF6+E12*$ES6+F12*$F$6
G13 | =B13*$B$6+C13*$C$6+D13*$D$6+E13*$ES6+F13*$FS$6
G14 | =B14*$B$6+C14*$C$6+D14*$DF6+E14*$ES6+F14*$F$6

A janela com os parametros do SOLVER é apresentado na figura 2.11 e a planilha com os

resultados é mostrada na figura 2.12.
2.2.3 Problema da Fabrica de Motores

A LCL Motores Ltda., uma fabrica de motores especiais, recebeu recentemente R$90.000,00 em
pedidos de seus trés tipos de motores. Cada motor necessita de um determinado nimero de horas
de trabalho no setor de montagem e de acabamento.

A LCL pode terceirizar parte da sua producio. A tabela a seguir resume estes dados.

Modelo 1 2 3 TOTAL
Demanda 3000 unid. | 2500 unid. | 500 unid. 6000 unid.
Montagem 1 h/unid. 2 h/unid. | 0,5 h/unid. | 6000 h
Acabamento 2,5 h/unid. | 1 h/unid. | 4 h/unid. 10000 h
Custo Produgao | R$50 R$90 R$120

Terceirizado R$65 R$92 R$140




X 1 ® 1 € 1 ©® T & 1 ¢ 1 @

Soo~onsun -

1 ALFA INGC
2
3 Fungdo Coeficiente da Varidvel
4 Objetivo x1 X2 X3 x4
6 | 15 10 9 7
|B Variaveis 250 500 250 0
7 Z= 11000
a 4
9 Restricoes Coeficiente da Variavel Constantes
10 | No x1 X2 X3 x4 LHS RHS
" 1 2 3 4 5 3000 3200
12| 2 3 4 5 ] 4000 4000
13 | 3 1 1 1 1 1000 1000
14 4 1 250 250
Figura 2.9: Resultados inseridos na planilha
A B c D . - F G H
BMOP
Fungdo Coeficiente da Varidvel
Objetivo x1 x2 X3 *4 x5
| 0,126 0,121 0,116 0,119 0,098
Variaveis
= 0
Restricbes Coeficiente da Varidvel Constantes
NO %1 X2 X3 *4 x5 LHS RHS
1 1 1 1 1 1 0 12
2 1 | a 4,8
3 0,05 0,05 1 0 0
4 0,06 0,03 0,01 0,01 0,02 0 0

Figura 2.10: Modelagem do Exemplo da se¢ao 2.2.2 no Excel

Parémetros doSobver ks
Definir célula de destin: [ET— [ resokver |
lqual & @ Max M Yalorde: |0
[sBse:5r4e A eseer |
-Submeter 45 restrigles: 1 Opclies |

11 <= §H311 > adicionar
mslz:set;g:- $HE12:$HE13 :I —I
14 <= §H$14 o
. Exxcluir |
=l b |

Figura 2.11: Janela de entrada dos parametros do SOLVER



A LCL Motores deseja determinar quantos motores devem ser produzidos em sua fabrica e
quantos devem ser produzidos de forma terceirizada para atender & demanda de pedidos.

Seja F; o ntunero de motores fabricados pela LCL do modelo i (i=1,2,3) e T; o namero de
motores terceirizados pela LCL do modelo i(i=1,2,3).

O modelo de decisdo do problema é dado a seguir.

min  50F, + 90F, + 120F; + 6517 + 9215, + 1407,
s.a F, + 2F, + 0,55 < 6000
2,5F, + F, +  AF < 10.000
P+ T = 3.000
B + T = 2.500
Py + T; = 500
E, T, >0, Vi=1,2,3

Para resolvermos este PPL, devemos proceder da mesma forma apresentada no exemplo da
secao 2.2.1, s6 que o modelo deve ser parecido com o da figura 2.13.
A figura 2.13 apresenta uma das possiveis maneiras de representar o PPL em uma planilha do

Excel. Nesta planilha as células a seguir designarao cada uma das entidades:

B7 ira representar o valor da FO a ser minimizada;

e B6 a GO6 representardo os valores que as variaveis de decisao assumirao na solucgao;

H11 a H15 irao representar os LHS das 5 restrigoes;

I11 a I15 irao representar os RHS das 5 restrigoes.

As férmulas utilizadas sdo apresentadas na tabela a seguir.

Formulas utilizadas nas células da modelagem do Exemplo 3
B7 | =B6*B5+C6*C5+D6*D5+E6*E5+F6*¥*F5+G6*G5
H11l | =B11*$B$6+C11*$C$6-+D11*$D$6+E11*$E$6+F11*$F$6+G11*$G$6
H12 | =B12*$B$6+C12*$CS6+D12*$D$6+E12*$E$6+ F12*$F$6+G12*§G$6
H13 | =B13*$B$6+C13*$C$6+D13*$D$6+E13*$E$6+F13*$F$6+G13*$G$6
H14 | =B14*$B$6+C14*$CS6+D14*$D$6+E14*$E$6+ F14*$F$6+G14*$G$6
H15 | =B15*$B$6+C15*$C$6+D15*$D$6+E15*SE$6+F15*$F$6+G15*$G$6

A janela com os parametros do SOLVER é apresentado na figura 2.14 e a planilha com os

resultados é mostrada na figura 2.15.
2.2.4 Problema da Escolha de Carteira de Investimentos

A LCL Investimentos S.A. gerencia recursos de terceiros através da escolha de carteiras de investi-
mentos para diversos clientes, baseados em bonds de diversas empresas. Um de seus clientes exige

que:



i | A B c o | E F I G H
1 BMOP
2
| 3 Fungdo Coeficiente da Variavel
4 Objetivo X1 X2 X3 %4 x5
6| 0,126 0,121 0,116 0,119 0,098
6 Variaveis 0 0 ) & 0
2 1Z= 141
8
9 Restricoes Coeficients da Variavel Constantes
m No X1 X2 X3 x4 XS LHS RHS
11| 1 1 1 1 1 1 12 12
12 | 2 1 1 =] 44
13| 3 0,06 -0,05 1 & 0
14 4 0,06 0,03 001 0,01 -0,02 1] 0]
Figura 2.12: Resultados inseridos na planilha para o exemplo da segao 2.2.2
: A F £ | 0 | & | F | © H I
1 CL Motores Ltda.
2
| 3 _Fung&o Coeficiente da Variavel
4 Objetivo F1 F2 F3 T1 T2 T3
5| 50 30 120 65 92 140
B Variaveis
7 |Z= 0
8
| 9 Restricoes Coeficiente da Variavel Constantes
110 | No Fl F2 F2 11 T4 T3 LHS RHS
111 1 1 2 05 0 6000
12 2 25 1 4 0 10000
13 3 1 1 0 2000
14 4 1 1 0 2500
16 | 5 | 1 0 500

Figura 2.13: Modelagem do Exemplo da se¢ao 2.2.3 no Excel

Definir célula de desting: kes; Nl [ Resover |
Iqual a: CMax Mo Yalrde: |0

Cahdas varidveais: — - _ Fedw |
[$B:354e A et |
: = : ¥ |
oo o 2l b | |

_pherar_| s |

| k| e

Figura 2.14: Janela de entrada dos parametros do SOLVER



- Nao mais de 25% do total aplicado deve ser investido em um tnico investimento.

- Um valor superior a 50% do total aplicado deve ser investido em titulos de maturidades
maiores que 10 anos.

- O total aplicado em titulos de alto risco deve ser, no maximo, de 50% do total investido.

A tabela a seguir mostra os dados dos titulos selecionados. Determine qual percentual do total

deve ser aplicado em cada tipo de titulo.

Retorno Anual | Anos para Vencimento Risco
Titulo 1 8,7% 15 1 - muito baixo
Titulo 2 9,5% 12 3 - regular
Titulo 3 12,0% 8 4 - alto
Titulo 4 9,0% 7 2 - baixo
Titulo 5 13,0% 11 4 - alto
Titulo 6 20,0% 5 5 - muito alto
Seja P; o percentual do total aplicado no titulo do tipo ¢ =1,...,6.
6
max Z cj * P
j=1
S.a PP + P + P35 4+ P + P5 + Py = 100
P+ P o+ Ps > 50
P+ Ps + P < 50
P, <25 Vi=1,...,6
P>0,Vi=1,...,6
0,00087 P
0,00095 Py
~ | 0,00120 | P
onde ¢c= 0.00090 e P= Py
0,00130 Ps
0,00200 Ps

Para resolvermos este PPL, devemos proceder da mesma forma apresentada no exemplo da
se¢do 2.2.1, s6 que o modelo deve ser parecido com o da figura 2.16.
A figura 2.16 apresenta uma das possiveis maneiras de representar o PPL em uma planilha do

Excel. Nesta planilha as células a seguir designarao cada uma das entidades:

e B7 ira representar o valor da FO a ser maximizada,;

e B6 a G6 representardo os valores que as varidveis de decisdo assumirdo na solugdo;

e H11 a H19 irdo representar os LHS das 9 restri¢oes;

e 111 a I19 irao representar os RHS das 9 restricoes.

As formulas utilizadas sdo apresentadas na tabela a seguir.



[ A B - ) E F G H |
1 LCL Motores Ltda.
2
3 Fungdo Coeficiente da Variavel
4 Objetivo Fl F2 F3 Tl T2 T3
5 S0 S0 120 ES 92 140
6 Variaveis 3000 S00 S00 0 2000 ]
7 Z= 433000
B 4
9 Restri¢bes Coeficierte da Varidvel Corstantes
10 No » F2 F3 T1 T2 T3 LHS RHS
11 1 1 2 0,5 4250 G000
12 | 2 2,5 1 E 10000 10000
13 3 1 1 3000 3000
14 4 1 1 2500 2500
5 5 1 1 500 500

Figura 2.15: Resultados inseridos na planilha para o exemplo da secao 2.2.3

_ A B c D E F G H |
1 LCL Investimentos S.A.
2
3 Funcdo Coeficiente da Varidvel
4 Cbjetivo Fi P2 F3 P4 FS P&
5 0,00087 0,00095 0,0012 00009 00013 0,002
& Variaveis
7= 0
8
8 Restricoes Coeficiente da Varidvel Constantes
10 NO Fi P2 P3 P4 FS P& LHS RHS
" 1 1 1 1 1 1 1 0 100
12 2 i 1 i 0 S0
13 3 1 1 1 0 S0
4 4 1 0 pos
15 5 1 0 25
16 6 ' — 0 25
17 | 7 1 0 25
18 8 i 0 25
19 9 1 0 25

Figura 2.16:

Modelagem do Exemplo da se¢ao 2.2.4 no Excel



Formulas utilizadas nas células da modelagem do Exemplo 4

B7 | =B6*B5+C6*C5+D6*D5+EG*E5+F6*¥F5+G6*G5

H11 | =B11*$B$6+C11*$C$6+D11*$D§6+E11*$ES6+F11*$F$6+G11*$GS6
H12 | =B12*$B$6+C12*$C$6+D12*$DF6+E12*$ES6+F12*$F$6+G12*$G$6
H13 | =B13*$B$6+C13*$C$6+D13*$D§6+E13*$ES6+F13*$F$6+G13*$GS6
H14 | =B14*$B$6+C14*$C$6+D14*$DF6+E14*$ES6+F14*$F$6+G14*$GS6
H15 | =B15*$B$6+C15*$C$6+D15*$D§6+E15*$ES6+F15*$F$6+G15*$GS6
H16 | =B16*$B$6+C16*$C$6+D16*$DF6+E16*$ES6+F16*$F$6+-G16*$GS6
H17 | =B17*$B$6+C17*$C$6+D17*$D§6+E17*$ES6+F17*$F$6+G17*$GS6
H18 | =B18*$B$6+C18*$C$6+D18*$DF6+E18*$EF6+F18*$F$6+-G18*$GS6
H19 | =B19*$B$%6+C19*$C$6+D19*$D$6+E19*$ES6+F19*$F$6+G19*$GS$6

A janela com os parametros do SOLVER é apresentado na figura 2.17 e a planilha com os

resultados ¢ mostrada na figura 2.18.

!. Parametros do Solver lﬁ
|
I Cefinir célula de desting: m Rgsolver |
: ]qt:ld a ’ . Méx Mo Valords: |0 Pasbur J
Células varigveis:
[$B$e $age Y| Eskimar
Submeter &s restrigies: Opcies |
$H11 = 511 adel
$HE12 == §1$12 - e J
$HE1 S HELS <= $1513:41519 e |
Redefinir tudo J
| Exchuir |
b |
|

Figura 2.17: Janela de entrada dos parametros do SOLVER

A ) € 1. b | E | F | & H
1 LCL Investimentos S.A.
2
3 Funcio Coeficiente da Variavel
4 Objetivo 21 P2 il P4 = Ft
5 0,00087 0,00095 0,0012 00009 0,0013 0,002
6 Variaveis 0] 23 0 25 =] 2
7 Z= 0,12875
B
9 Restrigcdes Coeficente da Variavel Corstantes
10 NO P1 Pz = P4 PS Ft LHS RH=
11 1 1 i 1 1 i 1 100 100
12 2 1 1 1 S0 S0
13 3 1 1 1 S0 S0
14 -4 1 0] o
15 5 i o b
16 [+ 1 0] o
17 7 | 5 s
18 8 1 o o
19 Q i s 5

Figura 2.18: Resultados inseridos na planilha para o exemplo da secao 2.2.4



2.2.5 Problema da Mistura de Petroleo

Uma refinaria processa varios tipos de petroleo. Cada tipo de petrdleo possui uma planilha de
custos diferente, expressando, condigoes de transporte e precos na origem. Por outro lado, cada
tipo de petréleo representa uma configuracao diferente de subprodutos para a gasolina. Na medida
em que certo tipo de petroleo é utilizado na producao da gasolina, é possivel a programacao das
condigoes de octanagem e outros requisitos. Esses requisitos implicam na classificacao do tipo de
gasolina obtida.

Supondo que a refinaria trabalhe com uma linha de quatro tipos diferentes de petréleo e de-
seje produzir as gasolinas amarela, azul e superazul, programar a mistura dos tipos de petréleo

atendendo as condigbes que se seguem nas tabelas a seguir:

Quantidade Disponivel de Petréleo

Tipo de Petréleo Quantidade Maxima Custos por Barril/dia
Disponivel (barril/dia) (RS)

1 3.500 19
2 2.200 24
3 4.200 20
4 1.800 17

Percentuais para Limites de Qualidade das Gasolinas

Tipo de Gasolina Especificagao Preco de Venda
(R$/Barril)

Superazul Néao mais que 30% de 1 35

Nao menos que 40% de 2
Nao mais que 50% de 3

Azul N&o mais que 30% de 1 28
Nao menos que 10% de 2
Amarela Néao mais que 70% de 1 22

Onde z;; = namero de barris de petréleo de tipo j (j = 1,2,3,4) que serdo destinados a
producao da gasolina i (i = A-gasolina Amarela, Z-gasolina aZul e S-gasolina Superazul).

O modelo de decisao para este problema é apresentado a seguir:
(a) Fungao Objetivo:
Maximizar Q(z) = 3x41 — 2242 + 2243 — 5T as + 9271 + B zo + 8xz3 + 74 + 16251 + 11z g +

15293 + 8x g4

(b) Restri¢oes Tecnoldgicas:
1) TAa1 + 271 + 251 < 3.500
2) Tas + Tz + x50 < 2.200

3) xa3+xz3+ xs3 < 4.200



e SO sy o e i A (e, M, s (Y
NS ontawowmme wn =

b

4) x a4+ 274 + 254 < 1.800

5) 0,7zs1 —0,3x52 — 0,3x93 — 0,324 <0
6) —0,4zs1 + 0,6z52 — 0,4x53 — 0,4x54 > 0
7) —0,5z51 —0,5252 + 0,5253 — 0,5254 <0
8) 0,7xz1 —0,3x22 —0,3x23 — 0,324 <0
9) 0,9271 —0,1x29 — 0,123 — 0,1x24 >0

10

~

Oa 3xAl - Oa 7.’EA2 - Oa 7.’EA3 - Oa 7.’EA4 < 0

11) TA1,TA2,243,TA4,T21,T 22,273, T 74, TS1,LS2, L3, T54 > 0

Ja definido o problema vamos agora modelé-lo no Excel.
Para resolvermos este PPL, devemos proceder da mesma forma apresentada no exemplo da

se¢do 2.2.1, s6 que o modelo deve ser parecido com o da figura 2.19.

B e D e F G H | J K L I M 0 P
MISTURA DE PETROLEO
Funcao Coeficiente da Variavel
Objetivo XAl XAZ XA3 XA4 XZ21 22 XZ23 X24 X51 X52 X53 XS54
3 -2 2 -5 9 | 8 1 16 11 13 a8
Variaveis
P=
- . P, T . [ S - R i, T .
Restricbes Coeficiente da Yariavel Constantes
Ne XAl Xaz2 XA3 X4 XZ1 XZ2 XZ3 XZ74 X51 xX52 X53 X54 LHS RHS
1 1 1 1 1] 3500
2 1 1 0 2200
3 1 1 1 1] 4200
4 1 1 1] 1800
5 0,7 -0,3 0,3 -0,3 1] 1]
i} 0,4 0,6 0,4 -0,4 i} i}
7 4,5 -0.5 0,5 -0.5 1] n]
8 0,7 -0,3 0,3 -0,3 0 0o
Q 0,9 -0,1 0,1 -0,1 1] 1]
10 0,3 0.7 0,7 -0,7 0 0

Figura 2.19: Modelagem do Exemplo da segao 2.2.5 no Excel

A figura 2.19 apresenta uma das possiveis maneiras de representar o PPL em uma planilha do

Excel. Nesta planilha as células a seguir designarao cada uma das entidades:

o (7 ira representar o valor da FO a ser maximizada;

e C6 a N6 representardo os valores que as varidveis de decisdo assumirdo na solugio;

e O11 a 020 irao representar os LHS das 10 restri¢oes;




e P11 a P20 irao representar os RHS das 10 restrigoes.

As formulas utilizadas sdo apresentadas na tabela a seguir.

Formulas utilizadas nas células da modelagem do Exemplo 5

C7 | =C6*C5+D6*D5+EG*E5+. .. +M6*M5+N6*N5

P11 | =C11*$C$6+D11*$D$6+E11*SES6+. . . +M11*$M$E6+N11*$N$6
P12 | =C12*$C$6+D12*$D$6+E12*SES6+. . . +M12*$M$6-+N12*$N$6
P13 | =C13*$C$6+D13*$D$6-+E13*SES6+. .. +M13*$M$6-+N13*$N$6
P14 | =C14*$C$6+D14*$D$6+E14*SES6+. . . +M14*$M$6-+N14*$N$6
P15 | =C15*$C$6+D15*$D$6-+E15*SES6+. .. +M15*$M$6-+N15*$N$6
P16 | =C16*$C$6+D16*$D$6+E16*SES6+. . . +M16*$M$6-+N16*$N$6
P17 | =C17*$C$6+D17*$D$6-+E17T*SES6+. .. +M17*$M$6-+N17*$N$6
P18 | =C18*$C$6+D18*$D$6+E18*SES6+. .. +M18*$M$6+N18*FN$6
P19 | =C19*$C$6+D19*$D$6-+E19*SES6+. .. +M19*$M$6-+N19*$N$6
P20 | =C20*$C$6+D20*$D$6+E20*SES6+. . . +M20*$M$6-+N20*$N$6

A janela com os parametros do SOLVER é apresentado na figura 2.20 e a planilha com os

resultados é mostrada na figura 2.21.

| Parametros do Sotver 1 w
Definir célula de destina: m Rgsolver |
Igual a: + Max Min yalorde: |0 Paihiar [
Celulas variaveis:

[$cge: gupe Y| Estimar |

Submeter &5 restrigdes: Opces
$OF11:$0$15 <= $P$LL:$PFLS | adicionar | N
$0416 »= $PELE .

$0$17:40418 <= §P417:4P418 Aberar |

$0$19 >= P19 " Redefinir tuda
$0$20 <= §P§20 exchir | -

Ajuda |

Figura 2.20: Janela de entrada dos parametros do SOLVER
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B C D E F G H | J K L (] ) (8] F
MISTURA DE PETROLEO
Funcao Coeficiente da Variavel
Ohjetivo XAl xXa2 XA3 xXa4 XZ1 xXZ2 XZ3 XZ4 X51 X52 X53 X54
3 -2 2 -5 =) S =] 1 16 11 15 2]

Variaveis 0 0 0 0 18350 1] 4200 150 15650 2200 0 1650

= 114200

Restricoes Coeficiente da Variavel Constantes
e XAl XAZ XA3 XA4 XZ1 X22 XZ3 X24 X51 X52 X53 X54 LHS RHS
1 ;| p | y | o 3300
¥ | 1 1 1 . 2200
3 ;| ; | 1 L 4200
L] 1 1 1 1) 1800
5 07 -0,3 0,3 -0,3 i}
7] 0.4 0,6 0,4 -0,4 ] a
7 0,5 0,5 0,5 0,5 s | 0
8 0,7 -0,3 0,3 0,3 10 u]
9 09 0,1 0,1 0,1 ) 1]
10 0,3 0,7 0,7 -0,7 a

Figura 2.21: Resultados inseridos na planilha para o exemplo da secao 2.2.5




Capitulo 3

VISUAL XPRESS

3.1 O que é o Visual XPRESS?

O XPRESS-MP, assim como o LINDO, é uma poderosa ferramenta de modelagem e otimiza-
¢do matematica. Para o nosso curso utilizaremos o Visual XPRESS (versao para o Windows do

XPRESS-MP) e cuja tela é apresentada na figura 3.1.

@ Visual XPRESS - [<New Model 15] ULE

5. Fle Edt Opticrs Run Window Help

_l_l L= I S [ Y B =) g e ) R ) Nowdw-s-ummmiouﬂ:

—

| Mot Dptimised MIN Ln1.Col 1

Figura 3.1: Tela Inicial do Visual XPRESS

3.2 Exemplos de como Modelar usando o Visual XPRESS

Para familiarizarmos com o uso do Visual XPRESS utilizaremos uma série de exemplos para a

fixacdo de seus principais comandos.

34



3.2.1 O Problema do Atleta Indeciso

Um jovem atleta indeciso sente-se atraido pala pratica de dois esportes: natacdo e ciclismo. Sabe
por experiéncia que:

A natagfo exige um gasto em mensalidade do clube e deslocamento até a piscina que pode ser
expresso em um custo médio de 3 reais por secao de treinamento de 2 horas.

O ciclismo, mais simples, acaba custando cerca de 2 reais pelo mesmo tempo de pratica.

O orgamento do rapaz dispoe de 70 reais para seu treinamento.

Seus afazeres de aluno de graduacao na universidade lhe dao liberdade de empregar, no maximo,
18 horas mensais e 80.000 calorias para os esforcos fisicos.

Cada se¢ao de natacao consome 1.500 calorias, enquanto cada etapa ciclistica dispende 1.000
calorias. Considerando que o rapaz goste igualmente de ambos os esportes o problema consiste em
planejar seu treinamento de forma a maximizar o numero de secoes de treinamento.

O modelo de decisao para este problema é apresentado a seguir:

Onde x; é o nimero de praticas da natagdo (i = 1) e do ciclismo (i = 2).

max xr1 + X2
s.a 31+ 20 < 70
1.500z; + 1.000x2 < 80.000
X1 5 xIo Z 0
T c Z+

Outra forma de representar este PPL é:

n
max Ecj*xj
J=1

n

S.a Zaij*xjgbq;w:l,...,m
j=1
z; >0,Vj=12ex;€ 27"

Onde:
3 2 70

n=2; m=3; c= [ 1 1 ]; a=| 1500 1000 |;b = | 80.000 |;x = { 1 }
2 2 18

O modelo XPRESS para este exemplo é apresentado na figura 3.2.

Onde:

LET = Define simbolos que podem ser usados depois no modelo. Aqui estamos definindo o

ndmero de varidveis (n) e o ntumero de restrigées do tipo < (m).



VARIABLES = Define variaveis de decisao a serem usadas na especificacdo modelo. Para
0 nosso exemplo temos apenas a varidvel de decisdo = e entre paréntesis ¢ definido o nimero de

variaveis a serem utilizadas, neste caso, n.

TABLES = Define as tabelas de dados a serem usadas no modelo. No nosso exemplo usaremos
trés tabelas de dados: a representando a matriz com o coeficiente das restri¢oes, b representando
o vetor com os termos independentes relativos as restricoes e c representando o vetor de custos da

funcao objetivo.

BOUNDS = Aqui sdo especificados os valores pelos quais as variaveis sao limitados inferior-
mente ou superiormente, e também o tipo de variavel a ser utilizado (\.UI. — inteiras; .BV. —
binaria; .FR. — variaveis livres). No nosso exemplo, estamos especificando que as variaveis z; e

x2 880 variaveis inteiras (z(i = 1:n) .UL).

DATA = Usado para ler, dentro do proprio modelo, valores que serao usados nas tabelas de
dados. No nosso exemplo, estamos lendo os valores para as tabelas de dados ja especificadas ante-
riormente (a, b e ¢). Para a matriz a especificamos entre paréntesis o namero da linha e depois o
nimero da primeira coluna, a partir da qual serdo atribuidos os dados. Ex.: a(1,1)=3,2 — a;; =3

e ajg = 2.

CONSTRAINTS = Define a funcao objetivo e as restricoes que agem nas varidveis de decisao
do modelo. A funcdo objetivo deve ser especificada com o simbolo $ no final, indicando que aquela
especificacao é a funcao objetivo. Para o nosso exemplo temos:

RESTR(i=1:m) : SUM (j=1:n) a(i,j)*x(j) <= b(i)

A especificagdo das restri¢oes é feita na forma de somatorio, onde a matriz com os coeficientes
das restricées é multiplicada pelas variaveis de decisao. E importante observar que cada restricio
recebe um nome. No exemplo considerado o nome da 1¢ restri¢do é restr(1) e o da 2%, restr(2).

O mesmo acontece com a funcao objetivo, s6 que a multiplicacdo é do vetor de custos pelas
variaveis de decisao, como é mostrado abaixo:

fo: SUM (j=1:n) ¢(j)*x(j) $

END = Indica que as especificacoes do modelo estdo completas.



Observagao: Para fazer comentarios no Visual XPRESS digite ! e logo apds o comentario.

Depois de digitado o modelo devemos informar ao Visual XPRESS se o problema é de maximi-
zagdo ou de minimizagdo. O Visual XPRESS considera o problema de minimizagdo como padrio.
Caso o problema seja de maximizacao devemos proceder da seguinte maneira:

1. Clique no menu OPTIONS e depois em OPTIMISER, aparecerd uma janela como a mostrada
na figura 3.3.

2. Clique com o mouse no campo ressaltado na figura 3.3 para mudar de minimizacao para
maximizacao e vice-versa.

3. Clique no botao OK para fechar a janela.

Apos informado qual é o tipo do problema, vamos agora executar o modelo. Para executé-lo o
modelo devemos levar em conta com quais tipos de varidveis estamos trabalhando. Caso haja pelo
menos uma variavel do tipo inteiro ou binario, devemos clicar em RUN e depois SOLVE GLOBAL
para indicar que estamos resolvendo um problema de programacao inteira mista. Caso contrario
devemos clicar em RUN e depois SOLVE LP, isto ¢, estamos assumindo que todas as variaveis sao
continuas. Depois de solucionado o problema é apresentado uma janela como a mostrada na figura
3.4. Clique no botao OK para fechar a janela.

Apos executar o modelo, para visualizarmos o resultado do problema devemos clicar em RUN e
depois em VIEW RESULTS. Assim poderemos visualizar a melhor solugdo obtida para o problema,
como mostra a figura 3.5.

Para visualizar o resultado clique duas vezes sobre o campo que se deseja verificar o resultado,
na figura 3.6, por exemplo, estamos visualizando os valores para a variavel de decisao z;.

Nos campos SHADOW PRICE e REDUCED COST sao informados, respectivamente, os valores
duais das restricoes e os custos reduzidos das varidveis, isto é, os valores que devem ser abatidos

(ou acrescidos) aos custos das varidveis de forma a torné-las atrativas.
3.2.2 O Problema do Sitio

Um sitiante esta planejando sua estratégia de plantio para o proximo ano. Por informacoes obtidas
nos 6rgaos governamentais, sabe que as culturas de trigo, arroz e milho serdo as mais rentaveis na
proxima safra. Por experiéncia, sabe que a produtividade de sua terra para as culturas desejadas

é a constante na tabela a seguir:



5- File Edt Options Run Window Help -8 x

D/ e o] 22 12| @8] 8] o puchase authosation found
LET m=2
LET =3
VARIAELES
X [(m)
TAELES
aim, nj
b jm)
cin)
BOUNDS
x|i=l:n] .Dl.
DATA
mjl 1l]= [ 2
mj2,1]= 1500, 1000
mj3;1l]= 2y 2
b= 70, BSO000, 18
e= 1. 1
CONSTRAINTS
RESTER |i=1:zm] : SUN [j=l:mn| ajdi, j]l"=]i] <= b]i
fo: SUR [j=1:mn] clj]l"=x(3) 1§

-
14l J 2
Optimal (M [Ln1.Cal 1

Figura 3.2: Modelo XPRESS para o exemplo da secao 3.2.1

Figura 3.4: Janela com a solucao do problema



Cultura | Produtividade em kg por m? | Lucro por kg de Produgao
(experiéncia) (Informacgées do Governo)
Trigo 0,2 10,80 centavos
Arroz 0,3 4,20 centavos
Milho 0,4 2,03 centavos

Por falta de um local de armazenamento proprio, a producao méaxima, em toneladas, esta
limitada a 60. A area cultivavel do sitio ¢ de 200.000m?. Para atender as demandas de seu préprio
sitio, ¢ imperativo que se plante 400m? de trigo, 800m? de arroz e 10.000m? de milho.

O modelo de decisao para este problema é apresentado a seguir:

max 2,16z + 1,264 + 0,812x,
s.a T > 400
TA > 800
Ty 2 10.000
T + T A + M < 200.000
0,2z + 0,3z4 + 0,4xp < 10.000
T, xa o, Tyv 2 0

Onde z; é a quantidade de unidades de 4rea a serem plantadas na cultura do tipo i = (T-trigo,
A-arroz e M-milho).

Os coeficientes da fun¢do objetivo deverdo ser calculados multiplicando-se a produtividade por
quilo pelo lucro previsto para cada quilo. O resultado do coeficiente serd uma unidade monetéria,
no caso, o centavo.

Outra forma de representar este PPL é:

n
max E Cj * T
j=1

n
s.a Zaij*xjgbiVizl,Q
j=1

X1 Z 400

2 > 800

3 > 10.000
;>0,¥=1,2,3

Observacao: Vamos considerar para este exemplo que ©1 = 27, To = T4 € T3 = Xpy-

Onde:
A
11 1 200.000
n=3;c=[ 2,16 1,26 0,812 |;a= 0.2 0.3 0’4},10{ 10.000},){ ig
3

O modelo XPRESS para este exemplo é apresentado na figura 3.7.

As diferencas deste exemplo para o exemplo anterior sao:

1. O campo BOUNDS contém os valores nas quais as variaveis z1, x2 e x3 sdo limitadas
inferiormente. Note que entre paréntesis estd o indice da varidvel.

2. A matriz de restrigoes a é lida em um arquivo chamado "a.dat", ja digitado anteriormente

contendo os valores desta matriz. Ele é lido pelo comando DISKDATA (ler tabela de dados
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| ‘Status: Global seaich complete - an integer solution has been found

Tables: Variables: Constraints:
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b RESTR
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Figura 3.5: Janela mostrando a melhor solugao do problema
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Figura 3.6: Janela com os valores para a variavel de decisao z;
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LET m=3
LET m=2
VARIABLES
® [(m)
TAELES
& (m, i)
b ()
< [m)
BOUNDS
x|1] »= 400
x|2] »= BOO0O
x[|3] >=10000
DATA
b= 200000 , 10000
es 2.16 , 1.26, D.812
DISEDATA
-a.d-d
CONSTRAINTS
RESTR |[i=1l:m] : SUN [j=l:m| ajd, 3] "=[i] <= b|i]
oz SUN (j*l:=:m| c(3]"=(1] &
END

1 | o
TIL-I'JW IM&x [Ln 17, Cal 12 A

Figura 3.7: Modelo XPRESS para o exemplo da secao 3.2.2



armazenadas em arquivos no formato texto) e ndo pelo comando DATA como foi visto no exemplo
anterior.

NOTA: Se o arquivo de dados a ser lido ndo estd armazenado no mesmo diretério (pasta) do
modelo do XPRESS além do nome do arquivo deve ser informado também o caminho indicando
em que local do computador ele se encontra. Ex.: a=a:\a.dat (arquivo armazenado no disquete)
ou c:\Teste\a.dat (arquivo armazenado no diretorio teste no computador).

O arquivo que contém a matriz de restri¢coes deve ser igual ao mostrado na figura 3.8, ele
pode ser digitado em qualquer processador de texto simples, como o Bloco de Notas (NotePad) do

Windows, no formato texto.

=
% a.dat - Bloco de natas |~ O 4 |

frquive  Editar Forreatar  Exibir  Ajuda

Figura 3.8: Arquivo contendo a matriz de restrigoes

Para executar o modelo e visualizar o resultado, proceda como foi descrito no exemplo da secdo

3.2.1.

3.2.3 STAFF SCHEDULING (Escala de Funcionérios)

Uma empresa necessita da segunite quantidade minima de funcionérios por dia:

Dia SEG | TER | QUA | QUI | SEX | SAB | DOM
Funcionarios Requeridos 20 20 13 10 12 16 18

Cada funcionario trabalha 5 dias consecutivos e tem 2 dias de folga e pode comecar em qualquer
dia da semana.

Cada funcionario recebe $300,00 por semana. Se trabalhar aos sabados recebe em extra de
$25,00 e se for aos domingos um extra de $35,00.

Faga uma escala de funcionérios de forma a minimizar o gasto com pessoal.

O modelo de decisdo para este problema é apresentado a seguir:

Onde z; é a quantidade de funcionarios necessarios para iniciar o trabalho no dia i = (1=DOM,;

2-SEG; 3=TER; 4=QUA; 5=QUI; 6=SEX; 7=SAB).



min 335x17 + 300x2 + 32523 + 360x4 + 360x5 + 360xg + 360x7
s.a 1 + 4 + x5 + 6 +x7 = 20
T + T2 + x5 + Z¢ +xr > 20
T + Zo + x3 + ¢ + a7 > 13
x1 + 22 + a3 + x4 +xzr > 10
x1 + a9 + x3 + x4 + x5 > 12
T2 + Z3 + x4 + x5 + x6 > 11
xs + x4 + x5 + Z¢ +x7; > 18
I , o , xrs , T4 , s , Te , Ty Z 0

Tj € z+t

Outra forma de representar este PPL é:

n
min Ecj*asj
j=1

n
S.a E aij*ijbiVizl,...,m
j=1

z; >0,Vj=1,2,...Tex; € Z"

Onde
n=7; m="7; c=[ 335 300 325 360 360 360 360 ;
1 0 01 1 1 17
1100111
1110011
a={ 1 1 1 1 0 0 1 |;b=[20 20 13 10 12 16 18}2
1111100
01 11110
001 1 1 11

x:[ T1 Ty X3 Ty s :_56 X7 }t.

O modelo XPRESS para este exemplo é apresentado na figura 3.9.

Neste exemplo todas as tabelas de dados sao lidas através de arquivos armazenados no com-
putador, inclusive os parametros que definem as dimensdes do problema.

O arquivo contendo a matriz de restricbes pode ser digitada como foi mostrada no exemplo
anterior. O vetor de termos independentes das restrigoes (b) e o vetor de custos (c) deve ser

digitado como mostra a figura 3.10, utilizando o Bloco de Notas ou outro processador de textos

ASCII.
3.2.4 O Problema de Escalonamento de Motoristas

Um gerente de uma empresa de transporte urbano deseja determinar o escalonamento de seus
motoristas. Para isto ele divide o dia em 6 periodos de 4 horas. Cada motorista trabalha no
maximo 8 horas. A tabela a seguir mostra o nimero minimo de motoristas que devem estar

presentes em cada horario.

Horario 23-3 | 3-7 | 7-11 | 11-15 | 15-19 | 19-23
Motoristas 15 30 26 32 30 19
Custos 120 | 110 | 100 100 100 110
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TAELES
parametros ()
DISEDATA
parametros*parametros.dat
LET m=parametros 1)
j.rr n=parametros (2|
VARIAELES
® (m)
TAELES
a(m, n)
b (m)
cn)
BOUNDS
x|li=l:zn] .Vl
DISEDATA
a=a.dat
b=b.dat
c=c.dat
CONSTRAINTS
RESTR |i=1:m] : SUN ([j=l:m| ajd, 3] "=[i] >= b|i]
fo: SUN (j=1:m| c(3]1"=(31) &

lilm | ;’ﬂ

P Optimal MIN_[LnE,Col1 4

Figura 3.9: Modelo XPRESS para o exemplo da secao 3.2.3

Figura 3.10: Arquivos contendo o vetor de restri¢des(b) e o vetor de custos(c) e os pardmteros



Como o gerente deve escalar os motoristas, minimizando os custos?
O modelo de decisao para este problema é apresentado a seguir, onde z; é a quantidade de

motoristas necessarios para iniciar o trabalho no horario i = (23, 3, 7, 11, 15, 19).

min 1201’23 + 1101’3 + 100%7 + ].OOIM + 1001‘15 + 1101‘19
s.a To3 +z9 > 15
Z23 + x3 > 30
T3 + x7 > 26
7 +zn > 32
11 + z15 > 30
Z15 +r9 > 19
z23 , z3 , x7 T11 T15 , 9 =2 0

S Z+t

Consideraremos para este exemplo que: To3 = T1, X3 = T2, X7 = T3, 11 — T4, 15 = IT5 €
19 = Tg-

Outra forma de representar este PPL é:

n
min E Cj * T
J=1

S.a ZCLU*I]ZI)LVZ:L,’YTL
j=1
z;>0,Vj=1,2,....,6ex; € ZT

Onde:
n=6; m=6; c=| 120 110 100 100 100 110 J;
1000 0 1
110000
o1 1000
loo110 0]
000110
000011
b=[15 30 26 32 30 19 |';x—[ @ 2 @3 x4 x5 w6 ]

O modelo XPRESS para este exemplo é apresentado na figura 3.11.

Neste exemplo a matriz de restricao é uma matriz esparsa, ou seja, muitos de seu valores sao
iguais a zero. O Visual XPRESS permite ler este formato de dados de uma maneira muito simples
através do comando DISKDATA -s. O arquivo a ser lido deve ser colocado no formato mostrado
na figura 3.12. O 1° indice deve representar o nimero da linha ¢, 0 2° o nimero da coluna j e o 3°

o valor a;;.
3.2.5 O Problema da Mochila

Dado n objetos, cada qual com um peso w; e importancia p;, alocé-los em uma mochila de capaci-
dade b maximizando a importancia dos objetos colocados. Assumi-se que ha apenas uma unidade

de cada objeto.



LET =6
LET m=¢
TAELES
cn)
b (m)
a(m, n)
DISEDATA
c=c.dat
b=b.dat
DISEDATA -s=
- Itd-t
VARIAELES
® (m)
BOUNDS
x|li=l:zn] .Vl
CONSTRAINTS
RESTR (di=1:m)
FQ
END

14} |

SUR (j=l:n] ajd JIT" x[i] >= bli]
SUM (3=1:n) c(3) " x(3] &

MM Ln 11, Col 10
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Figura 3.11:

Modelo XPRESS para o exemplo da segdo 3.2.4

Arquive Editar  Formatar  Edbir  Ajuda
1,1,1
1’6’
2,1,1
i
3,2,1
3,3,1
4,3,1
4.4,1
3,4,1
5,5.1
6,53,1
6,6,1

Figura 3.12: Arquivo contendo a matriz esparsa usada no exemplo da secdo 3.2.4



A modelagem deste PPL é apresentado a seguir:
1; se o objeto i é alocado na mochila,

Seja x; = .
0; caso contrario.

n
max E s * T
i=1

n
s.a g w; xT; < b
K2

=1
z; €{0,1}Vi=1,..,n

Para este problema da mochila vamos considerar a seguinte tabela de dados:

Objeto(z;) 11234567 |8|9]10
Peso (w;) (emkg) |2 |3 (32|45 3
Importancia (p;) 11423412 |5] 4

[\]
o

Capacidade da mochila (b) = 20 kg

O modelo XPRESS para este exemplo é apresentado na figura 3.13.

e e e e ——— —
¥isual XPRESS - [C:Wseriloisio\Pesquisa Operacional\Bolsa\XPRESS\Exemplos BE x

& Fle Edit Options Run Window Help -8 x

D@ @& | |2 « | &£ 2|®|B)]| 5| topuchase authorisation found S
LET m=10 j
TAELES

e [n)
b n)
DISEDATA
c=inmp.dat
b=peso.dat
VARIAEBLES
® (m)
BOUNDS
x(i=1:m) .2
CONSTRAINTS
RESTR : SUR [j=1:m] bjiji] * =[3j] = 20
FQ : SUR [j=1:m]| =|3] ¥ =[i]
END

Jal | o

IF Oiptirnal MEx | Ln 11, Cal 17

Figura 3.13: Modelo XPRESS para o exemplo da secio 3.2.5

Uma diferenca deste problema para os anteriores é que aqui estamos trabalhando com variaveis
binarias. Para informar este fato ao Visual XPRESS basta introduzir a se¢ago BOUNDS com o

comando x(i=1:n).BV. onde .BV. significa "Binary Value".



3.2.6 Problema da Liga de Ferro

Uma liga especial constituida de ferro, carvio, silicio e niquel pode ser obtida usando a mistura
desses minerais puros além de 2 tipos de materiais recuperados:

Material Recuperado 1(MR1): Composicao: 60% de ferro, 20% de carvao e 20% de silicio.
Custo por Kg: $0,20.

Material Recuperado 2(MR2): Composicio: 70% de ferro, 20% de carvao 5% de silicio e
5% de niquel. Custo por Kg: $0,25.

A liga deve ter a seguinte composicdo final:

Matéria Prima | % Minima | % Maxima
Ferro 60 65
Carvao 15 20
Silicio 15 20
Niquel 5 8

O custo dos materiais puros sdo (por Kg): ferro: $0,30; carvao: $0,20; silicio: $0,28; niquel:
$0,50. Deseja-se produzir 1000 Kg desta liga. Qual deve ser a composicao da mistura em termos

dos materiais disponiveis, com menor custo por Kg?

O modelo de decisao para este problema é apresentado a seguir:

1= ferro
2= carvao
. L 3 = silicio - .
onde z; é a quantidade de material i = em Kg a ser utilizado na mistura.
4 = niquel
5= MRI1
6 = MR2
min 0,307 + 0,20z + 0,282z3 + 0,50z4 + 0,20z5 + 0,25z¢
s.a 0,40z; — 0,602 — 0,60x3 — 0,60z, + 0,10z¢ > 0
0,35z; —0,60z2 — 0,65z3 — 0,65z4 — 0,05z5 4+ 0,05z < 0
—0,15z7 + 0,852 —0,1523 — 0,1524 4+ 0,05z5 + 0,05x¢ > 0
—0,20z; 4+ 0,80z2 — 0,20z3 — 0,2024 < 0
—-0,152; — 0,152 4+ 0,852z3 —0,1524 + 0,0525 — 0,102¢ > 0
—0,20z; — 0,20z2 4+ 0,80x3 — 0,2024 — 0,152 < 0
—0,05z; —0,05z2 —0,052z3 + 0,952z4 — 0,0525 > 0
—O7 08331 — O7 08332 — O7 08333 + O7 92334 — O7 08335 — O7 03336 < 0
1 + X2 + x3 + x4 + x5 + x¢ = 1000
x1, T2, r3 Ty, s , e = 0

Outra forma de representar este PPL é:




n
min Ecj*:cj
Jj=1

n
s.a Zaij*achOVizl,...,ml
j=1

D bijxa; <0Vi=1,...,m2

=1
n

> a; =1000
j=1

z;>0,Yj=1,...,6

Onde:

n=6; m1=4; m2=4; c=[ 0,30 0,20 0,28 0,50 0,20 0,25 |;

0,40 —0,60 —0,60 —0,60 0 0,10
.| —0.15 0.8 015 -0,15 0,05 0,05 |
-0,15 —0,15 0,8 —0,15 0,05 —0,10 |’
0,05 —0,05 —0,05 0,95 —0,05 0
[ 035 —0.60 —0.65 —0.65 —0.05 0.05
b | 020 080 —0.20 -0.20 0 0
“| —020 —020 0.80 —0.20 0 —0.15 |’
| —0.08 —0.08 —0.08 092 -0.08 -0.03

¢
X:[ Tr1 T2 X3 T4 X5 Te } .
Neste exemplo, informamos trés parametros. O primeiro (n) informa o nimero de variaveis, o
segundo(m1l) o namero de restricdes do tipo > e o terceiro(m2) o nimero de restrigdes do tipo <.

O restante é idéntico aos demais problemas.



DISKDATA

c=c.dat

b=b.dat

a=a.dat
VARIABLES

X |r.‘
CONSTRAINTS

REST1 |i=1l:ml)

REST2 |i=1l:m2)

REST3

FO

III I » -
Optmal Wi [ni3 a8

Figura 3.14: Modelo XPRESS para o exemplo da se¢do 3.2.6

SUR [j*l:n| wm|i JI" =x|j] »= O
SUR [j=l:m| bji JI¥ =x|j] <= O
SUR [i=1:m| =[3i] = 1000
SUR [j=1:m) <(3] ¥ =[] 4




Capitulo 4

LINGO

4.1 O que é o LINGO?

O LINGO é uma ferramenta simples para utilizar o poder da otimizacao linear ou no-linear para
formular problemas grandes concisamente, resolvé-los e analisar a soluc¢do.

Neste curso aprenderemos algumas no¢oes bésicas de utilizagdo deste poderoso software, tra-
balheremos com modelos simples e modelos comlexos, onde a leitura dos dados podera ser feita

diretamente no LINGO ou num arquivo do bloco de notas e até mesmo em uma planilha do Excel.

4.2 Exemplos de como Modelar usando o LINGO

Para familiarizarmos com o uso do LINGO utilizaremos uma série de exemplos para a fixagao de

seus principais comandos.
4.2.1 Problema da Otimizacao de Padroes de Producao

Uma determinada fabrica produz panelas de metal médias e grandes a partir de elementos circulares
de didmetros circulares de didmetros de 0,25 e 0,40 metros, respectivamente. A primeira operagao
para obter as panelas é um corte desses elementos circulares sobre chapas de dimensao de 1,40
x 0,50 metros. Os elementos planos circulares sdo transformados em panelas em uma segunda
operacao de estamparia. Para o corte existem quatro tipo de matrizes conforme mostra a figura
4.1. A fabrica deseja uma producao diaria minima de 500 panelas médias (obtidas do elemento
circular 0,25) e 350 grandes (obtidas do elemento circular de didmetro 0,40). Os custos em reais
por chapa pelo uso de cada matriz de corte sao respectivamente: 1,2,3,2. Elaborar o modelo de
Programacao Linear que planeje a producao de modo a minimizar o custo com o uso de chapas.
Seja x; a quantidade de chapas cortadas de acordo com a matriz, ¢ = 1,...,4 a serem utilizadas

na producao.
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O modelo de decisao do problema é dado a seguir.

min Ty + To + r3 + T4
s.a 8r1 + 4z + 2x3
Zo + 21’3 + 31’4
z; >0,Vi=1,...4ex; € Z*

500
350

Outra forma de representar o modelo de decisao deste problema, é:

n
min E Cj * T
Jj=1

n
S.a Za”*%Zbl VZ:LQ
j=1
z; >0,Vj=1,...,dex; € Z*

T

L [& 4207, [500 e
A0 1 2 31777350 | O FT | ag

T4
Para este exemplo, usaremos uma modelagem simples, parecida muito com a modelagem uti-

8

onde: n=4; c=

N W N =

lizada pelo LINDO.

Primeiramente devemos abrir o LINGO, depois de aberto o LINGO mostrard uma tela em
branco, parecida com o da figura 4.2 onde sera digitado o modelo.

Um modelo LINGO é muito parecido com o LINDO, conforme podemos observar através da
figura 4.3.

Aqui neste modelo estamos declarando a Fungdo-Objetivo (FO) a qual deve ser minimizada, dai
o comando MIN. Caso este PPL fosse de maximizacao o comando a acompanhar a FO deveria ser
o comando MAX. Nas duas linhas abaixo estdao sendo declaradas as restricées do problema. Note
que no final de cada comando devemos colocar ";". Nao ha necessidade de digitar END ao final do
modelo. As quatro ultimas linhas estao informando ao LINGO que as variaveis sao do tipo inteiro,
o que é feito através do comando @GIN(nome da variavel). Os tipos de varidveis que podem ser
usadas com o LINGO sao apresentadas na tabela a seguir. Vale lembrar que os nomes das variaveis
tém que ser iniciados por letras e podem ser seguidos por qualquer caracter alfanumeérico.
Observagao:

1. Caso queira fazer algum comentéario basta digitar "!"seguido do comentéario.

2. Vocé pode dar nome as linhas das restricoes, para isto, basta digitar o nome da restrigao

entre colchetes. Ex.: [Rest]]

Tabela de tipos de varidveis do LINGO



Matriz 1 Matriz 2
C00C0e|00 .
c0CQ| 00

Matriz 3 Matriz 4

0.0 000

Figura 4.1: Padroes de Corte para o exemplo da sec¢ao 4.2.1

File Edit LINGO ‘Window Help - 8 %

Dica@ &= =] 2l=]o] BFm

e, press 1 [

Figura 4.2: Tela Inicial do LINGO

INGI INGD Model - Padioes]

PN = x1 + x2 + x3 + x4:
B*x1l + 4%x2 + Z*x3 >= 500;
%2 # 2%x3 4 3I'xq >= 350
BGIN(x1):

BGIN(xZ):

BGIN(%3):

BGIN(x4):

Figura 4.3: Modelo LINGO para o exemplo da secao 4.2.1



| COMANDO | EXPLICAGAO
@GIN(VAR) usado para designar variaveis inteiras
@BIN(VAR) usado para designar varigveis bindrias
QFREE(VAR) usado para designar que a variavel é livre

@BND(LI,VAR,LS) | usado para designar os valores pelos quais a variavel VAR é
limitada inferiormente e superiormente. Aqui temos que LI
é valor minimo da varidvel e LS é o valor méximo, ou seja,

LI < VAR < LS.

No nosso exemplo todas as varidveis sao inteiras, dai a necessidades da inclusao das ultimas
quatro linhas ao modelo. Agora so6 falta resolvé-lo, para isto basta clicar no menu "LINGO" e logo
em seguida em "SOLVE", ou simplesmente clique no botdao "SOLVE" na barra de ferramentas. Se

tudo estiver digitado corretamente aparecerd uma janela como a mostrada na figura 4.4.

-
| LINGO Solver Status [Padroes] w:
‘Wanables Constraints
Tzt ‘ Tatalk 3
Monlinear: (1 .
Monlinear 1
Integers: 4
Ciptimizer Status MHonzeros
State: Global Optimum Total: 10
Olbiective: 180 e s "
Irfeazibility: 0 Genetator Memary U sed K]
[herahians: £ 3
Branches: 1
Beazt 1P 180 Elapsed Runtime [Fkorana: 5]
IF B ound: 180 00:00:01

Update intervak |2

Figura 4.4: Janela de Resultados do LINGO

Clique no botao "CLOSE" para fechar esta janela, aparecerd na tela uma janela com os resul-
tados do problema obtidos pelo LINGO, conforme pode ser observado na figura 4.5.

Em um relatério de solu¢do do LINGO vocé encontrard uma parte denominada REDUCED
COST (custo reduzido) para cada varidvel do problema. Ela pode ser interpretada da seguinte
maneira:

O custo reduzido de uma varidvel do tipo real pode ser interpretado como a quantia de pena-
lidade (positiva ou negativa, dependendo do problema) que vocé teria que pagar para introduzir
uma unidade daquela varidvel na solu¢do. No nosso exemplo, a varidvel x2 (caso ela fosse do tipo
real) teria como custo reduzido 1, significando que se diminuirmos uma unidade do coeficiente da
variavel na FO, seu uso se tornaria interessante.

Ja a coluna SLACK or SURPLUS, indica o excesso em restri¢des do tipo > ou a folga em



restricoes do tipo <. No nosso exemplo podemos observar que temos uma folga de 4 unidades na
1¢ restricao e 1 unidade na 2° restricao.

A coluna DUAL PRICE pode ser interpretada como a quantia pela qual a fun¢ao objetivo FO
melhoraria (pioraria) quando o lado direito das restrigbes (constantes) ¢ aumentado (diminuido)
em uma unidade. Ele também pode ser entendido como o que estamos dispostos a pagar por
unidades adicionais de um recurso. Por isto ele também é chamado de SHADOW PRICE. Essas
informacoes, no entanto, s6 tem sentido se as varidveis envolvidas no modelo forem do tipo real e
essa andlise tem validade apenas em um certo intervalo de variacdo das restrigdes (vide final da

secao 4.2.3 sobre como proceder para fazer esta analise).
4.2.2 Problema da Agéncia de Propaganda

Uma agéncia de propaganda planeja uma campanha de publicidade em trés meios de comunicacao:
televisao, radio e revistas. O propésito da propaganda é de alcancar tantos "fregueses em poten-

cial"quanto possivel. Os resultados de um estudo de mercado estdo no quadro a seguir:

Meios de Comunicagao \ TV
Itens Horario | Horario | Radio | Revistas
Comum | Nobre
Custo de uma unidade 40.000 75.000 30.000 15.000

de propaganda
n° de fregueses em poten-
cial alengados por 400.000 900.000 | 500.000 | 200.000
unidade de propaganda
n° de fregueses do sexo
feminino alcancados 300.000 400.000 | 200.000 | 100.000
por unidade de propaganda

A empresa que encomendou a campanha nio quer gastar mais que $800.000 com propaganda.

Além disso, requer:
a) que pelo menos 2 milhdes de pessoas alcangadas sejam do sexo feminino;
b) que a propaganda vinculada pela TV seja limitada a um custo de $500.000;

¢) que pelo menos 3 unidades de propaganda sejam vinculadas no horario comum e pelo menos 2

durante horario nobre;

d) que o namero de unidades de propaganda no radio e na revista fique individualmente entre 5

e 10.

A modelagem para este PPL é apresentada a seguir:



max  400.000x
s.a 40.000x

40.000x
123 T2

+ 900.000z2 + 500.000z3
+  75.000z2 + 30.000z3
300.000z; + 400.000z2 + 200.000z3
+  75.000z2

>2 ; 5<Zr3<10

z; >0,Vj=1,..dex; € Z*

+ 200.000z4

+ 15.000x4 < 800.000

+ 100.000x4 > 2.000.000
< 500.000

;0 <2y <10

Onde z; = nimero de unidades de propaganda a serem veiculadas no meio de comunicacado

j=(1: horario comum na TV; 2: horario nobre na TV; 3: radio; 4: revista).

Outra forma de representar o modelo de decisao deste problema, é:

n

max E
j=1

n

S.a E
j=1

n

J=1

Cj *.13]'

aj;xx; < by Vi=1,2

d; % z; > 2.000.000

r123;222>22;5<23<10;5<mxy <10
r; >0,Vj=1,...,dex; € Z*

400.000
900.000
onde: n=4; c= 500.000 |’ a{
200.000
T
)
e x=
3
T4

40.000 75.000 30.000
40.000 75.000 0

15.000 1., [ 800.000 ] ,
0 |’”| 500.000 | ¢

300.000
400.000
200.000
100.000

Para modelarmos este PPL no LINGO, usaremos uma forma diferente da proposta no exem-

plo anterior. Usaremos neste problema o conceito de SETS (grupos de objetos relacionados) que

normalmente sao utilizados em problemas de grande porte. Em um modelo LINGO, uma secao

SETS ¢ definida da seguinte forma:

SETS:

setname [/ member list /] [: variable list];

ENDSETS

onde:

setname = é o nome que vocé escolhe para designar o grupo de objetos.

[/member_list/] = lista de membros que constituem o grupo de objetos.

Tabela de exemplos de lista de membros de um grupo de objetos

Lista de Membros Exemplo Membros do grupo

na forma implicita

1.n 1.5 1,2,3,4,5

StringM..StringN TR3..TR204 TR3, TRA4,..., TR204
dayM..dayN MON..FRI MON, TUE,WED,THU,FRI
monthM..monthN OCT..JAN OCT, NOV,DEC,JAN
monthYearM..monthYearN | OCT2001..DEZ2001 | OCT2001,NOV2001,DEC2001




[:variable_list] = lista de variaveis (ou constantes) que tem as mesmas caracteristicas do grupo
de objetos. Quando ha mais de uma variavel (ou constante), elas devem ser separadas por virgula.

Observagdo: os colchetes indicam que essas informages sdo opcionais.

Exemplo:

vli/1.4/:x,C, D

Neste exemplo estamos definindo um grupo de objetos com nome v1, cujos membros sao 1, 2,
3 e 4. x, C e D sdo varidveis (ou constantes) que tém esses membros em seu dominio de defini¢do
(x(1),...,x(4),C(1),...,C(4),D(1),...,D(4)).

Um grupo de objetos também pode ser derivado de outros grupos, como é o caso do exemplo
abaixo, onde temos o grupo Matriz que depende dos grupos vl e v2 e A é uma constante (no
caso, uma matriz) que tem como dominio o conjunto dos membros dos grupos anteriores(A(1,1),
A(1,2),...).

matriz(v2, v1): A;

Observacdo: Um SET pode ser entendido, fazendo uma analogia com a linguagem PASCAL,
como uma estrutura de dados do tipo vetor (SETS simples) ou matriz (SETS derivado), onde cada
posicao é um membro do grupo de objetos.

Também usaremos os comando @SUM e @QFOR, que sdo utilizados em conjunto com os grupos
de objetos definidos na secao SETS. @SUM ¢é utilizado para calcular um somatério e @QFOR. é um
comando de repeticao.

Usaremos também a secdo DATA para ler os valores das constantes definidas na se¢do SETS.

Exemplos dos comandos @FOR ¢ @QSUM e da secao DATA sao mostrados na figura 4.6, onde
é apresentado a modelagem LINGO para este PPL.

Vale notar que as variaveis x1 e x2 sdo limitadas apenas inferiormente. Neste caso, o limite
superior é representado por um ntimero arbitrariamente grande, por exemplo, 1E19 (1 x 10'9).

Para resolver o problema procede-se da mesma forma do exemplo da secao 4.2.1.
4.2.3 Problema da Carteira de Investimento

Um investidor possui $18.000 e tem a sua disposi¢ao trés opgdes para aplicar seu capital, além de
deixé-lo, todo ou em parte, no banco, rendendo 6% ao ano.

ALTERNATIVA 1: Comprar um lote de a¢des cujo prego unitario é de $4,50 e cuja rentabilidade
anual esperada é de 47%.

ALTERNATIVA 2: Comprar letras de cambio cujo preco unitario é $3,00 e cuja rentabilidade



¥ Ele Edt LWNGO Window Heb = ¥ 8
D@ (@ - || velof o) mal g&J_I 3
|Gloha1 optimal solution found at step:
Chjective value: 180, 0000
Branch count: |
Variable Value Reduced Cost
%1 £3,00000 1.000000
%z 0.0000000 1.000000
%3 0.0000000 1.000000
%4 117,0000 1.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 180.0000 0.0000000
2 4,000000 0.0000000
3 1.,000000 0.0000000
Help, press F1 [T m | ini,coi  319p |

Figura 4.5: Relatorio de Solu¢do do LINGO para o Exemplo da secdo 4.2.1

INGD Model - agencial

mmteiziv2, vi): A;
ENDSETS
DATA:
C = 400000 200000 SDOODD ZOOODODO;
i =
40000 75000 30000 15000
40000 75000 o o:
E = S000DD SoOOODODO;
I = 300000 400000 Z0DODDD 100000;
ENDDATA
HAX = fo:
fo = BSUM{v1(3):C(3) *x(3});
ESUMivii(i):D(3) *x(3))>=2000000;
BFOR(v2(3): BSUM{vi(i): A(3,1) * x(i)}<=B(3));
Brom(vi(i): BGIN(x(3})):
EEND(3,x(1),1E19);
EEND(Z,x(2),1E19);
BBND (5,%(3),10) ;
BBND (5,%(4),10) ;

Figura 4.6: Modelo LINGO para o exemplo da sec¢ao 4.2.2




anual é de 32%.

ALTERNATIVA 3: Comprar Obrigagoes do Tesouro, cujo preco unitario € $1,50 e cuja rentabil-

idade anual é de 8%.

Supondo que o investidor ndo desaja adquirir mais do que 1.750 agdes e/ou letras de cambio;
que seu corretor s6 possa conseguir até 1.000 agoes e 1.500 letras de cambio; que o investidor
queira - por medida de segurancga quanto A liquidez - deixar, pelo menos, $2.000 no banco; que o
investimento feito em obrigagoes do Tesouro ndo ultrapasse 1,7 vezes o depdsito deixado no banco,
que quantidades o investidor deve alocar a cada alternativa, considerando que o seu objetivo é

maximizar o seu capital no fim do ano? Formule um modelo de Programagao Linear para responder

esta pergunta.

A modelagem para este PPL é apresentada a seguir:

max 6,62x; + 3,96z,
s.a 4,501 + 3,00x9
2,12x1 + 0,96z,
r1 + T2

€
Z2

7,65z + 5,101,
x; > 0,Vj=1,...4

+
+

+

1, 62]‘3
1, 5013

0,127

4, 05.L3

+ 1,065[34
+ zg = 18.000
Ty > 2.000
— 0,06z, > 0
< 1.750
< 1.000
< 1.500
< 30.600

Onde z4 = total deixado no banco e z; = nimero de op¢des do tipo j=(1: agdes; 2: letras de

cambio; 3: obrigacdes do tesouro).

Outra forma de representar o modelo de decisao deste problema é:

j=1

j=1

n
max E Cj *SCJ'
j=1

sa Y aj*z; =18.000

n
> bjwa; >0
J=1

de‘*.ﬁj Sei V’LZLQ

21 < 1.000, 5 < 1.500, 24 > 2.000
2; >0,Vji=1,...,4

6,62 4,50
3,9 (| 3,00 | ,
onde: n=4; c= 162 ;a= 1,50 ; b=
1,06 1,00
T
Z2
e x=
T3

2,12
0,96
0,12

—0,06

i d

B 11 00
| 7,65 5,1 4,05 0

|

1.750
30.600

|



A diferenca da modelagem deste PPL para os anteriores, reside no fato de que aqui os paramet-
ros sdo lidos através do comando DATA em um arquivo de texto ja previamente digitado. Utiliza-se
para isto o comando @FILE(‘nome do arquivo’). O nome do arquivo deve estar entre aspas simples
e estar no diretério onde foi salvo o modelo. Caso contrario, deveré ser informado o caminho com-
pleto onde o mesmo se encontra (ex.: c=QFILE(‘C:\LINGO\SAMPLES\teste.txt’). Os valores
nestes arquivos devem ser digitados um em cada linha.

Na figura 4.7 é apresentado a modelagem LINGO para este PPL usando este comando.

2. LINGD - [LINGD Madel - carteira]
EP Gie Edit UNGD Window Help

Dizsaa | |a | pe|ol o

DATA:
n=4;:
o=
ENDDATA
JETS:
vl /i..m/: =, m, B, ®2
v fl..mf: e;
macrizi{va,vl): d;
ENDSETS
DATA:
a=@FILE{'a.txt'):
b=BFILE{'b.txt'):
c=@FILE('c.txt'):
d=@FILE('d.txt');
e=@FILE('®.txt');
ENDDATA
MAX = FO;
FO=HSUM{v1(j) :e(i) *x(3)):
ESUM{v1(j):a(j) *x(j))=18000;
ESUM{v1(3j):b(j) *x(3))>=0;
BFOR(v2 (i) :@SUM{vl(3) :d(i,3) *x(j))<=n(i});
EEND(D,x%(1),1000) ;
EEND(D,x%(Z),1500) ;
EEND (2000, (3),1E19);

[Ready [NUM

Figura 4.7: Modelo LINGO para o exemplo da secao 4.2.3

Para resolvé-lo, devemos proceder conforme foi explicado no exemplo da secao 4.2.1.

Neste exemplo mostraremos como fazer a anéalise de sensibilidade no LINGO. Inicialmente é
necessario ativar esta opg¢do. Para tanto, clique no menu LINGO e logo em seguida em OPTIONS.
Va até a aba GENERAL SOLVER e escolha a opc¢ao PRICES & RANGES no campo DUAL
COMPUTATIONS. A figura 4.8 ilustra tal procedimento.

Apo6s resolvido o modelo e ativada a op¢ao PRICES & RANGES para o LINGO apresentar
a analise de sensibilidade é necessario clicar no menu LINGO e em seguida em RANGE tendo
como janela ativa a janela do modelo. A figura 4.9 apresenta a tela com o resultado da anélise de

sensibilidade deste exemplo.



Figura 4.8: Janela de Opgoes de Configuracao do LINGO

Ranges in which the basis is unchanged:

dbjective Coefficient Ranges

Current Allowable Allowable

Variable Coetficient Increase Decrease

FO 1.000000 INFINITY 1. 000000

£ 1) 0.0 INFINITY 1.051111

X1 2) 0.0 1.051111 0.7422222

£ 3) 0.0 0.5894118 0. 3000000E-01

a0 0.0 0. 2000000E-01 INFINITY
Righthand Side Ranges

Row current Allowable Allowable

RHZ Increase Decrease

2 0.0 INFINITY 21656.67

3 153000 .00 52611.11 4166.667

4 0.0 3156.667 INFINITY

s 1750.000 TEO. 0000 TEO . 0000

3 30600 .00 11250.00 11025.00

Figura 4.9: Anélise de Sensibilidade para o exemplo da secio 4.2.3




Referéncias sobre analise de sensibilidade sdo encontradas no capitulo referente ao estudo do

software LINDO.

4.2.4 Problema da Mochila

Dado n objetos, cada qual com um peso w; e importancia p;, aloci-los em uma mochila de capaci-
dade b maximizando a importancia dos objetos colocados. Assumi-se que ha apenas uma unidade
de cada objeto.

A modelagem deste PPL é apresentado a seguir:
. {1; se o objeto i é alocado na mochila,
Seja x; =

0; caso contrario.

n
max E Pi * T4
i=1

n
s.a Zwi*xigb

i=1
z; €{0,1}Vi=1,...,n

Para este problema da mochila vamos considerar a seguinte tabela de dados:

Objeto(z;) 01 |02|03]04|05/|06|07|08|09]10
Peso (w;) (emkg) | 2 | 3 |4 |5 |1 |5 |42 |3 |7
Importancia (p;) 714146 |2 ]3|7]3]2]|8

Objeto(z;) 11 |12 |13 |14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20
Peso (w;) (emkg) | 3 | 4 | 8|9 | 2|4 |5 |5 |69
Importancia (p;) 4 12|98 (3|5 |6 |7|7]9

Objeto(z;) 91 [ 22 [ 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
Peso (w;) (emkg) | 1 | 2 |5 | 4|3 ]|7]9]2] 4
Importancia (p;) 113|532 |68 |3|3]1

Objeto(x;) 31 (3233|3435 (36|37|38|39]40
Peso (w;) (emkg) | 9 | 8 | 7|6 |5 |4 |3 |2]|1]|35
Importancia (p;) 4 | 7197 | 7| 7|53 |22

Objeto(z;) AT [ 42 [ 43 | 44 [ 45 | 46 | 47 [ 48 [ 49 | 50
Peso (w;) (emkg) | 2 | 3 |4 |5 |1 |5 |4 ]2 |37
Importancia (p;) 24|56 1|8|9]|5]|5 |8

Capacidade da mochila (b) = 150 kg

A modelagem LINGO deste PPL é apresentado na figura 4.10. Aqui podemos observar que
a unica diferenga é que os parametros usados nos SETS sdo lidos através de arquivos textos com
base no comando @FILE(‘nome do arquivo’) e as solugoes sao geradas em arquivo texto através do
comando @QTEXT (‘nome do arquivo’). Para ler os parametros m e n em um tnico arquivo, basta
separa-los por til, no caso, 50-~150.

Notamos que este PPL seria de dificil modelagem usando a forma apresentada no exemplo da

secdo 4.2.1, dai a comodidade da utilizacao da se¢do SETS em problemas deste porte.



4.2.5 Problema da Fabrica de Brinquedos

A companhia Coelho S.A. fabrica motores para brinquedos e pequenos aparelhos. O departamento
de marketing esta prevendo vendas de 6100 unidades do motor Roncam no préximo semestre. Esta
¢ uma nova demanda e a companhia terd que testar sua capacidade produtiva. O motor Roncam é
montado a partir de trés componentes: o corpo, a base e a blindagem. Alguns destes componentes
podem ser comprados de outros fornecedores, se houver limitacdes da Coelho S.A. Os custos de

produgao e os custos de aquisi¢io em R$/unidade estdo resumidos na tabela a seguir.

Componente | Custo de Aquisicdo | Custo de Produgao
(em RS$) (em R$)
Corpo 10 8
Base 20 20
Blindagem 16 10

A fabrica da Companhia Coelho S.A. tem trés departamentos. O requisito de tempo em minutos

que cada componente consome em cada departamento esta resumido na tabela a seguir. O tempo

disponivel na companhia para cada componente estd listado na tltima linha.

Componente Tempo de Preparagio | Tempo de molde | Tempo de fabricagéo
(em minutos) (em minutos) (em minutos)
Corpo 2 4 2
Base ) 2 4
Blindagem 4 5 )
Disponibilidade 49200 49200 49200

O modelo de decisao do problema é dado abaixo, onde z;; representa a quantidade de compo-
nentes i=(1=se o componente for o Corpo, 2=se o componente for a Base e 3=se 0 componente

for a Blindagem) a serem utilizados no modo j = (A=se o componente for adquirido e F=Se o

componente for fabricado).

min 8z + 20x2r + 1023p + 10214 + 20294 + 16234
sa 2y 4+  OSxerp +  Adxsp < 49200
dz1p + 229 +  Dxsp < 49200
2z 4+ 4xor +  Dzarp < 49200
T1F + T1A 2 6100
ToF + T2 A > 6100
T3F + Z3A > 6100
T, Top ) T3F , T1A ) Top ; T34 = 0

Outra forma de representar este modelo é apresentado abaixo:

n

min E Cj *Ij

j=1

Jj=1

sa Y ajxa; <49.200 Vi=1,2,3
j=1

> dijxa; > 6100 Vi=1,2,3

2, >0,¥j=1,...,6




8 T

?8 25400 0 100100 ii

onde: n=6; c= 10 |38 4 2 5 0 0 0{(;d=10 1 0 0 1 0 |ex= .
2 45 0 0 0 001001 4

20 Ts

16 Te

Para efeito de célculo, estamos adotando que x1p=x1, Top=Ts3, T3p==T3, TI4=T4, T2A=T5 €
T3A=Tg-

O modelo LINGO para este PPL é apresentado na figura 4.11.

A diferenca deste modelo para os outros estd no fato de estarmos lendo as constantes da
secdo SETS através de uma planilha do Excel e depois exportando o resultado para a mesma,
utilizando a secdo DATA. Tanto a leitura quanto a exportagdo dos dados para a planilha é feita
através do comando @OLE(‘nomearq.xls’,‘nome do conjunto de células’). Para a utilizagdo de uma
planilha do Excel, devemos definir um nome para cada conjunto de células referenciadas no modelo.
Considerando a planilha apresentada na figura 4.12, temos os seguintes conjuntos de células com

seus respectivos nomes:

Conjunto de células | Nome
B3 a G3 custo
15 a 17 Coefl
18 a 110 Coef?2
C16 FO
B5 a G7 Restl
B8 a G10 Rest2
Bl14 a G14 X




n = @FILE('parametros.cxt')
b = EFILE('parametros.cxt');
ENDDATA

JETS:
vatee / 1..8a /31 %, w, P2
ENDSETS

DATA:

w = @FILE('pesoS0.txt');

p = BFILE('beneficioS0.txt');
EMDDATA

HAX = fo;
fo = @ESUM({vetor(j): p(3)*x(3)):

ESUM(vetor(3): wi(j) *x{3)) <= b;

BFOR(vetor(j): EBBIN(x(3))):

DATA:
ETEXT('solucan.txt') = x, [@dual(x):
BTEXT('fo_otimo.txt') = fo;
ENDDATA
I I

Figura 4.10: Modelo LINGO para o exemplo da se¢io 4.2.4

INGD - [LINGD Model - fabrica)

=3
ENDDATA

SETS:
vl /lL..a/ : £, X}
v Jl..= : b, B
mliivZ,vi): a, d;
ENDSETS

DATA:

c,a,d,b,e =
BOLE('coelhos.xls', 'custo', 'Restcl’', 'Resci', 'Coefl’', 'Coefl') ;
ENDDATA

MIN = FO:
FO = BSUM(v1(3):e(3)*x(3));

BFOR (w2 (i) :BSUM(v1(3):a(i,3) *=x(3))<=b(i});
BFOR (w2 (i) :BSUM(v1(3) :d(i,3) "= () )>=a(i));

DATA:

BOLE('coelhos.xls','x"','FO') = x,FO;

ENDDATA

For Help. press F1. [T il

Figura 4.11: Modelo LINGO para o exemplo da secao 4.2.5



D~ N Wk -

A B - D E F G H I
Companhia Coelho S.A.
X1F X2F X3F X1A X2A X3A
Custo & 20 10 10 20 16
2 5 4 0 0 0 33750 49200
Disponilidade
£ 4 2 5 0 0 0 49200 49200
—— 2 4 5 0 0 0 39850 49200
T 1 0 0 1 0 0 £100 £100
?'; pr't - 0 1 0 0 1 0 6100 6100
0 0 1 0 0 1 £100 £100
Quantidade a ser Produzida e /ou Adquirida e Custo Total
X1F X2F X3F X1A X2A X3A
4675 0 6100 1425 6100 O
Fo I3 234.650,00

Figura 4.12: Planilha do Excel usada no Exemplo secao 4.2.5
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