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1 Introducao

Em muitas situagbes, conhece-se uma tabela de pontos (z;,y;), onde cada y; é obtido
experimentalmente, e deseja-se obter a expressio analitica de uma dada curva y = f(x)
que melhor se ajusta a esse conjunto de pontos. Por exemplo, sabe-se que o ntimero y
de bactérias, por unidade de volume, existente em uma cultura apés um determinado
nimero x de horas, cresce exponencialmente com o aumento de z. Neste caso, o ntamero
de bactérias cresce com o decorrer das horas na forma y = ae®®. O problema consiste,
entao, em determinar os valores mais apropriados dos pardmetros « e 3 desta exponencial.

2 Ajuste a uma reta
Mostremos, inicialmente, como ajustar um conjunto de pontos a uma reta y = a + bz,
onde a e b sdo parametros a serem determinados.

Neste caso, estamos interessados em minimizar a distancia de cada ponto (z;,y;) da
tabela & cada ponto (x;, a + bx;) da reta, conforme ilustra a figura 1.
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Figura 1: Distancia de um ponto (x;,y;) a reta y = a + bx

A distancia entre esses pontos € |y; —a — bx;| e a soma dos quadrados dessas distancias
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n

q=> (yi—a—bx;)’ (2.1)

i=1

Os candidatos a ponto de minimo da fungdo 2.1 sdo aqueles para os quais sdo nulos as
derivadas parciais de ¢ em relagao a cada um de seus parametros, isto é:

0q -

— = 2;1(% a—bx;) =0 (2.2)
% _ 2§ xi(yi —a—bx;) =0 (2.3)
9[) 3 yl K3

Tendo em vista que:
n n

Si—a—br) = Syi—da- by

i=1 i=1 i=1 i=1

e que:
n

n n n
Yowilyi—a—bxi) = X wiyi— (Z %) a— <Z %2) b
i=1 i=1 i=1 i=1

obtemos o seguinte sistema de equagdes, denominado “equacoes normais” do problema,

cujas incognitas sdo os parametros a e b da equagdo y = a + ba:

na + (ix>b — Z;y g
(£a)o + (S)0 = Sew .

i=1 i=1

Exemplo 1:
Dada a tabela de pontos (z;,y;) a seguir, determine pelo Método dos Quadrados Mi-
nimos a equagdo da reta que melhor se ajusta a esses pontos.

x; | -1.0 -0.1 0.2 1.0
y; | 1.000 | 1.099 | 0.808 | 1.000

Solugao:

Como s3o n = 4 pontos, szf(n Zx = 2.05, Zyl—3907e Zmlyzf00517
i=1 i=1
as equagoes normais do problema sdo, de acordo com 2. 4

4a + 0.106 = 3.9070
0.la + 2.05b = 0.0517
A solucdo deste sistema é a = 0.9773 e b = —0.0224. Assim, a reta que melhor se

ajusta a tabela de pontos dada é:

y = 0.9773 — 0.0224x
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3 Ajuste a uma exponencial

Mostremos, agora, como ajustar um conjunto de pontos (z;,y;) a uma exponencial do tipo
Y= aeba:

Esta funcao exponencial pode ser ajustada através da seguinte transformagcao:

Iny =1n (ae ) =Ina+ bx.

Fazendo Y = lny e a = Inq, reduzimos o problema de ajustar a tabela de pontos
(24,y;) referente a uma exponencial ao problema de ajustar a tabela de pontos (z;,Y;),

onde Y; = Iny;, & equacdo de uma reta Y = a + bz.

Exemplo 2:
Suponhamos que em um laboratoério obtivemos experimentalmente os seguintes valores
para f(z;) sobre os pontos x;:

z; -1.0 -0.7 -0.4 -0.1 0.2 0.5 0.8 1.0
yi | 36.547 | 17.264 | 8.155 | 3.852 | 1.820 | 0.860 | 0.406 | 0.246
Solugao:
Fazendo o diagrama de dispersdo dos dados acima, verifica-se que um ajuste do tipo

y = aeb® & 0 mais indicado. Efetuando-se as transformacoes Y = Iny;, obtemos a tabela

(24, Iny;) a seguir:

x; -1.0 -0.7 -04 -0.1 0.2 0.5 0.8 1.0
Iny; | 3.599 | 2.849 | 2.099 | 1.349 | 0.599 | -0.151 | -0.901 | -1.402

Como n = 8 pontos, lefO?) Zx = 3.59, Zy,*0041e2x7y7f78.646,as

i=1 =
equacoes normais do problema sdo, de acordo com 2. 4

8 4+ 0300 = 0.041
0.30a + 3.59b = —8.646
A solucao deste sistema é a = 1.099 e b = —2.5. Como a = Ina entdo a = e* =

e!099 = 3,001. Assim, a exponencial que melhor se ajusta & tabela de pontos dada é:

y = 3.001le"2:5¢

4 Ajuste a uma hipérbole

Para ajustar uma tabela de pontos (z;,y;), onde:

_ 1 (4.5)
y_al—i—agac )

basta fazer z = % = 1 + as.

5 Ajuste a uma curva exponencial y = o035

Para ajustar uma tabela de pontos (z;,y;), onde:

Y= a1aj (5.6)
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basta fazer as seguintes transformagoes, considerando y > 0:
z=Ilny=lna;+xlnas =a+ bx
~—~— —~—

a b

6 Ajuste a uma curva geométrica y = o™

Para ajustar uma tabela de pontos (z;,y;), onde:

y = a1x™? (6.7)

basta fazer as seguintes transformacoes, considerando y > 0 e x > 0:
z=lhy=lhaoa+ as lnx =a+bt
y \,.1/ \,2./\/

a b t
Neste caso, estamos minimizando as somas dos quadrados dos desvios nos logaritmos

de y, para os logaritmos dos desvios de .

7 Ajuste a um polinédmio

O objetivo, agora, é mostrar como ajustar os pontos de uma tabela com n pontos a uma
fun¢ao polinomial de grau m:
P(z)=ap+ a1z + asz? + -+ ama™ (7.8)

onde m < n — 1. Neste caso, a soma dos quadrados das distancias de y; & P(x;) é dada
por:

q=> (yi — P(z;))? (7.9)

e depende de m + 1 parametros ag, a1, - ,a,. Para minimizar essa funcdo, temos que
satisfazer ds m + 1 condigbes a seguir:

9q .
— —0.1.--- )
da, 0VvVi=0,1,---,m (7.10)

a qual fornece um sistema de m + 1 equagOes normais.
No caso de a funcao polinomial ser quadratica, isto é:

P(z) = ag + a1z + azz” (7.11)

as equagoOes normais sao:
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(7.12)
n n n 7‘?1/1
(Z xf) ag + ( xf’) a; + ( xf) ay = :E?yZ
i=1 i=1 i=1 i=1

Observe que este sistema é simétrico. Para resolvé-lo, isto é, para encontrar as incog-
nitas ag, a1, ,am, podemos aplicar qualquer um dos métodos numéricos apresentados
anteriormente.
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8 Qualidade do ajuste

A qualidade de um ajuste linear pode ser verificada em fungdo do coeficiente de determi-
nacio r2, dado por:

Zn: (a+ bx; — )2
P2 ==L (8.13)

Zn:(yi -9

n
sendo §y = % (Z yi>. Quanto mais préximo da unidade 72 estiver, melhor é o ajuste.

=1
Observe que o coeficiente de determinacao é uma medida da proporcao da variagao
total dos dados em torno da média. De fato, o numerador desta expressio representa a
soma dos quadrados dos desvios de cada ponto da reta de ajuste ao ponto médio ¥y dos
pontos dados. J& o denominador representa a soma dos quadrados dos desvios de cada
ponto dado ao ponto médio 7.
Tendo em vista que:

n n

Z(yi -9)? = Z(yi —a—bx;)?

=1 i=1

a—+ bx; —

||M:

a expressao 8.13 pode ser reescrita como:

Como:
n

S0P = LT utnL
- zyf—(zyz)

a expressdo para determinacio do coeficiente de determinacdo 72 pode ser simplificada
para:

r?=1- "= (8.14)



