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1 Introducao

Muitos problemas praticos sao modelados da seguinte forma: Dado um conjunto
S de variaveis discretas s (chamadas solugoes) e uma fungéo objetivo f : S + R,
que associa cada solugdo s € S a um valor real f(s), encontre a solugao s* € S,
dita 6tima, para a qual f(s) tem o valor mais favoravel (valor minimo, no caso
de o problema ter como objetivo a minimizagao de f, ou valor méximo, no caso
de o problema ter como objetivo a maximizacao de f.

Grande parte desses problemas sdo combinatoérios, sendo classificados na lite-
ratura como NP-dificeis, e assim, ainda nao existem algoritmos que os resolvam
em tempo polinomial.

Para citar um exemplo, seja o conhecido Problema do Caixeiro Viajante
(PCV). O PCV é descrito por um conjunto de n cidades e uma matriz de
distancia entre elas, tendo o seguinte objetivo: o caixeiro viajante deve sair de
uma cidade, dita cidade origem, visitar cada uma das n — 1 cidades restantes
apenas uma Unica vez e retornar a cidade origem percorrendo a menor distancia
possivel. Em outras palavras, deve ser encontrada uma rota fechada (ciclo
hamiltoniano) de comprimento minimo que passe exatamente uma Gnica vez
por cada cidade.

Para mostrar a dificuldade de solugao do PCV, assuma que a distancia de
uma cidade ¢ & outra j seja simétrica, isto é, que d;; = dj;. Assim, o nimero total
de rotas possiveis é (n — 1)!/2. Para se ter uma idéia da magnitude dos tempos
envolvidos na resolu¢ao do PCV por enumeracao completa de todas as possiveis
solucdes, para n = 20 tem-se 6 x 10'® rotas. Um computador que avalia uma
rota em 10~® segundos gastaria cerca de 19 anos para encontrar a melhor rota!
Mesmo considerando os rapidos avangos tecnologicos dos computadores, uma
enumeracao completa de todas essas rotas é inconcebivel para valores elevados
de n. Nos problemas da classe NP-dificil, ndo é possivel garantir que a rota de
custo minimo seja encontrada em tempo polinomial. Assim, no pior caso, todas
as possiveis solugoes devem ser analisadas.

E possivel dar uma certa “inteligéncia” a um método de enumeracao, utili-
zando, por exemplo, as técnicas branch-and-bound ou branch-and-cut, de forma
a reduzir o nimero de solugbes a analisar no espago de solugbes. Com isto,
pode ser possivel resolver problemas de dimensoes mais elevadas. Entretanto,
dada a natureza combinatoéria do problema, pode ser que, no pior caso, todas
as solugoes tenham que ser analisadas. Este fato impede o uso exclusivo desses
métodos, dito exatos, dado o tempo proibitivo de se encontrar a solu¢ao étima.

Portanto, em problemas desta natureza, o uso de métodos exatos se torna
bastante restrito. Por outro lado, na pratica, em geral, é suficiente encontrar
uma “boa” solugao para o problema, ao invés do 6timo global, o qual, para esta
classe de problemas, somente pode ser encontrado ap6s um consideravel esforco
computacional.

Este é o motivo pelo qual os pesquisadores tém concentrado esforcos na
utilizagao de heuristicas para solucionar problemas deste nivel de complexidade.
Definimos heuristica como sendo uma técnica inspirada em processos intuitivos
que procura uma boa solugao a um custo computacional aceitdvel, sem, no
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entanto, estar capacitada a garantir sua otimalidade, bem como garantir quao
proximo ela esta da solugao 6tima.

O desafio é produzir, em tempo reduzido, solucgoes tao proximas quanto pos-
sivel da solugao 6tima. Muitos esforgos tém sido feitos nessa dire¢ao e heuristi-
cas muito eficientes foram desenvolvidas para diversos problemas. Entretanto, a
maioria delas é muito especifica para um problema particular, ndo sendo eficien-
tes (ou mesmo aplicaveis) na resolugdo de uma classe mais ampla de problemas.

Somente a partir da década de 1980 intensificaram-se os estudos no sentido
de se desenvolver procedimentos heuristicos com uma certa estrutura teoérica e
com carater mais geral, sem prejudicar a principal caracteristica destes, que é a
flexibilidade.

Esta meta tornou-se mais realista a partir da reuniao de conceitos das areas
de Otimizagao e Inteligéncia Artificial, viabilizando a construcao das chamadas
melhores estratégias ou dos métodos “inteligentemente flexiveis”, comumemente
conhecidos como “meta-heuristicas”.

Esses métodos, situados em dominios tedricos ainda pouco explorados pela
literatura, possuem como caracteristica béasica estruturas com uma menor ri-
gidez que as encontradas nos métodos cléassicos de otimizagao sem, contudo,
emergir em uma flexibilidade caotica.

Dentre os procedimentos enquadrados como meta-heuristicas que surgiram
ao longo das ultimas décadas, destacam-se: Algoritmos Genéticos (AGs), Si-
mulated Annealing (SA), Busca Tabu (BT, Tabu Search), Greedy Randomized
Adaptive Search Procedures (GRASP), Busca Local Tterada (ILS, Iterated Local
Search), Busca em Vizinhanga Variavel (VNS, Variable Neighborhood Search),
Late Acceptance Hill-Climbing (LAHC), Colonia de Formigas (ACO, Ant Colony
Optimization), Busca Dispersa (SS, Scatter Search) e Otimizagdo por Nuvem
de Particulas (DPSO, Discrete Particle Swarm Optimization).

As duas primeiras meta-heuristicas fundamentam-se em analogias com pro-
cessos naturais, sendo que os AGs sao procedimentos inspirados em principios da
evolugdo natural. O SA explora uma analogia com a termodinamica, enquanto a
BT faz uso de estruturas de memoria para explorar o espago de solugoes. Como
serd visto mais adiante, cada meta-heuristica utiliza uma estratégia diferente
para explorar o espago de solugoes de problemas de otimizagao.

O restante destas notas de aula estao organizadas como segue. Na Segao
(2] sdo apresentadas as heuristicas construtivas, destinadas a geragdo de uma
solugdo inicial para um problema de otimizagao. Na Secao [3] sdo apresentadas
as heuristicas classicas de refinamento, destinadas & melhoria de uma solugao.
Na Segao [ sdo apresentadas as principais meta-heuristicas referenciadas na
literatura e na ultima segao, técnicas de intensificagao e diversificagao.
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2 Heuristicas Construtivas

Uma heuristica construtiva tem por objetivo construir uma solucao, elemento
por elemento. A forma de escolha de cada elemento a ser inserido a cada passo
varia de acordo com a fungao de avaliagao adotada, a qual, por sua vez, depende
do problema abordado. Nas heuristicas classicas, os elementos candidatos sao
geralmente ordenados segundo uma funcdo gulosa, que estima o beneficio da
inser¢ao de cada elemento, e somente o “melhor” elemento é inserido a cada
passo.

A Figura[l] mostra o pseudocodigo para a construgao de uma solugao inicial
para um problema de otimizagdo que utiliza uma fungio gulosa g(.). Nesta
figura, tmeinor indica o membro do conjunto de elementos candidatos com o
valor mais favoravel da fungao de avaliacao g, isto €, aquele que possui o menor
valor de g no caso de o problema ser de minimizagao ou o maior valor de g no
caso de o problema ser de maximizacao.

procedimento ConstrucaoGulosa(g(.),s);
s+ 0;
Inicialize o conjunto C de elementos candidatos;
enquanto (C' # () faga
9(tmetnor) = melhor{g(t) | t € C};
s sU {tmelhor};
Atualize o conjunto C' de elementos candidatos;
fim-enquanto;
Retorne s;
fim ConstrucaoGulosa;

0 O T Wi

Figura 1: Heuristica de construgao gulosa de uma solugao inicial

A forma de construir uma solugao varia conforme o problema abordado. Para
ilustrar o funcionamento de uma heuristica construtiva utilizaremos o Problema
da Mochila como exemplo. Neste problema, ha uma mochila de capacidade b e
um conjunto de n objetos que podem ser colocados na mochila. A cada objeto j
estéd associado um peso w; e um valor de retorno (beneficio) p;. Considerando
a existéncia de uma unidade de cada objeto, o objetivo é determinar o conjunto
de objetos que devem ser colocados na mochila de forma a maximizar o valor
de retorno respeitando a capacidade da mochila.

Seja, entao, uma mochila de capacidade b = 23 e os 5 objetos da tabela a
seguir, com os respectivos pesos e beneficios.

Objeto (5) 112131415
Peso (w;) 41571916
Beneficio (p;) |22 |3 |4 |4

Para construir uma solucao, adicionemos & mochila, a cada passo, o objeto
mais valioso que nao ultrapasse a capacidade da mochila. Em caso de empate,
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escolheremos o objeto com menor peso. Reordenando os objetos de acordo com
este critério, obtemos:

Objeto (j) |5 4|3 |12
Peso (w;) 619|745
Beneficio (p;) |4 |4 3|22

Representemos uma solugao s por um vetor binario de n posigoes.

Passo 1 : Adicionemos, primeiramente, o objeto 5, que traz o maior beneficio
pj, isto é, ¢ o mais valioso dentre todos os objetos
s = (00001)*
f(s) =4

Peso corrente da mochila = 6 < b = 23

Passo 2 : Adicionemos, agora, o objeto 4, que dentre os objetos remanescentes
ainda nao avaliados tem o maior valor de retorno p;
s = (00011)*
f(s)=8

Peso corrente da mochila = 15 < b = 23

Passo 3 : Seguindo a estrutura de construgao, adicionemos, agora, o objeto 3,
para o qual psz é o maior dentre os valores de retorno ps3, p2 € py
s = (00111)*
fls)=11

Peso corrente da mochila = 22 < b = 23

Passo 4 : O objeto a ser alocado agora seria o primeiro. No entanto, esta alo-
cagao faria superar a capacidade da mochila. Neste caso, devemos tentar
alocar o proximo objeto com o maior valor de p; ainda nao analisado,
que é o objeto 2. Como também a alocagao deste objeto faria superar a
capacidade da mochila e nao ha mais objetos candidatos, concluimos que
a solugao anterior ¢ a solugao final, isto é: s* = (00111)! com f(s*) = 11.

Uma outra forma muito comum de se gerar uma solugdo inicial é escolher
os elementos candidatos aleatoriamente. Isto é, a cada passo, o elemento a ser
inserido na solucao é aleatoriamente selecionado dentre o conjunto de elementos
candidatos ainda nao selecionados. A grande vantagem desta metodologia reside
na simplicidade de implementagao. Segundo testes empiricos, a desvantagem é
a baixa qualidade, em média, da solucdo final produzida, que, em geral, requer
um maior esfor¢co computacional na fase de refinamento.

A Figura[2] mostra o pseudocodigo para a construgao de uma solugao inicial
aleatoria para um problema de otimizagao.

Tlustremos, agora, aplicagoes de heuristicas construtivas para o Problema
do Caixeiro Viajante. Ser@o apresentadas trés heuristicas: (a) Heuristica do
Vizinho Mais Proximo; (b) Heuristica de Nemhauser e Bellmore e (c¢) Heuristica
da Inser¢ao Mais Barata.

As heuristicas serao ilustradas considerando um exemplo com 6 cidades e as
distancias dadas pela tabela a seguir:
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procedimento ConstrucaoAleatoria(g(.),s);
s« 0;
Inicialize o conjunto C' de elementos candidatos;
enquanto (C' # () faca
Escolha aleatoriamente tegcoinido € C;
s sU {tescolhido};
Atualize o conjunto C' de elementos candidatos;
fim-enquanto;
Retorne s;
fim ConstrucaoAleatoria;

0 g O Tk Wi

Figura 2: Heuristica de construgao aleatéria de uma solugao inicial

Cidade

1
0
2
1
4
9
1
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(a) Heuristica do Vizinho Mais Proximo:
Nesta heuristica, parte-se da cidade origem e adiciona-se a cada passo a
cidade k ainda nao visitada cuja distancia & ultima cidade visitada é a
menor possivel. O procedimento de construgdo termina quando todas as
cidades forem visitadas, situacdo na qual é feita a ligacao entre a ultima
cidade visitada e a cidade origem.

No exemplo considerado, considerando-se a cidade 1 como a cidade origem,
tem-se:

i)

ii)

iii)

iv)

Passo 1: Adicione a cidade 3 a rota, jA que sua distancia & cidade 1
¢ a menor (A cidade 6 dista de mesmo valor, e também poderia ser
escolhida).

Passo 2: Adicione a cidade 4 a rota, ja que sua distancia a cidade 3 é a
menor dentre as cidades ainda ndo visitadas (no caso, as cidades 2, 4,
5e€6).

Passo 3: Adicione a cidade 5 a rota, ja que sua distancia a cidade 4 é a
menor dentre todas as cidades ainda nao visitadas (no caso, as cidades
2,5¢€6)

Passo 4: Adicione a cidade 6 a rota, ja que sua distancia a cidade 5 é a
menor dentre todas as cidades ainda nao visitadas (no caso, as cidades
2e6)

Passo 5: Adicione a cidade 2 a rota, ja que esta é a tnica cidade ainda
nao visitada
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vi)

Passo 6: Faga a ligagdo da cidade 2 (tltima cidade visitada) a cidade 1
(cidade origem)

Ao final destes seis passos teremos produzido a solugdo s =(1 3 4 5 6 2).
Para esta solugao, a distancia total percorrida é:

dist =di3+dsg +dys +dsg +dgo+dog =14+34+24+24+24+2=12.

Complexidade da Heuristica do Vizinho Mais Proximo:

Iteragao # operacoes Observagoes
1 n—1 Ha n — 1 ligagoes para serem analisadas
2 n—2 Ha n — 2 ligagoes para serem analisadas
n—1 1 Ha apenas uma cidade ainda nao visitada

Total 1+2+--- + (n—1) = n(n—1)/2 operagdes

A soma anterior é uma progressdo aritmética cujo primeiro elemento a;

61,

daltimo elemento apelem € m — 1, a razao é igual a 1 e o nimero de

termos nelem é n — 1. A soma dos termos vale S = (%) nelem =

(W) (n—1) =n(n—1)/2. A heuristica do vizinho mais préximo tem,

portanto, complexidade O(n?).

(b) Heuristica de Bellmore e Nemhauser:
Nesta heuristica, adicionamos & rota corrente a cidade k ainda nao visitada
que esteja mais proxima dos extremos da subrota, isto é, a cidade k se
liga a uma cidade que esteja em uma extremidade da subrota ou a outra
extremidade.

No exemplo considerado, considerando-se a cidade 1 como a cidade origem,
tem-se:

i)

ii)

iii)

Passo 1: Adicione a cidade 3 a rota, jA que sua distancia a cidade 1
¢ a menor (A cidade 6 dista de mesmo valor, e também poderia ser
escolhida em lugar da cidade 3).

Passo 2: Das cidades ainda nao visitadas (2, 4, 5 e 6), a cidade 6 é a
que menos dista de um extremo da rota (cidade 1) e a cidade 4 é a que
menos dista do outro extremo da rota (cidade 3). Como a distancia
de1 = 1 < d34 = 3, entao a cidade 6 é a escolhida e deve ser conectada
a cidade 1, isto é, a rota corrente passa a ser: s = (6 — 1 — 3).

Passo 3: Das cidades ainda nao visitadas (2, 4 e 5), a cidade 2 é a que
menos dista de um extremo da rota (cidade 6) e a cidade 4 é a que
menos dista do outro extremo da rota (cidade 3). Como a distancia
dag = 2 < d34 = 3, entao a cidade 2 é a escolhida e deve ser conectada
a cidade 6, isto é, a rota corrente passa aser: s=(2—=6—>1—3). A
cidade 5 também poderia ter sido escolhida para se conectar a cidade
6, pois tem a mesma distancia da cidade 2 a cidade 6.
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iv) Passo 4: Das cidades ainda ndo visitadas (4 e 5), a cidade 5 é a que
menos dista de um extremo da rota (cidade 2) e a cidade 4 é a que
menos dista do outro extremo da rota (cidade 3). Como a distancia
d3qs = 3 < ds2 = 7, entao a cidade 4 é a escolhida e deve ser conectada a
cidade 3, isto &, a rota corrente passa a ser: s = (2 —>6 — 1 — 3 — 4).

v) Passo 5: A tunica cidade ainda néo visitada é a cidade 5. Ela dista
7 unidades de um extremo da rota (cidade 2) e 2 unidades do outro
extremo (cidade 4). Logo, a cidade 5 deve ser conectada a cidade 4,
isto é, a rota corrente passa aser: s=(2—>6—>1—3—4—5).

vi) Passo 6: Como todas as cidades ja foram visitadas, resta agora somente
conectar as duas extremidades (cidades 5 e 2) para formar um ciclo
hamiltoniano.

Ao final destes seis passos, teremos produzido a solugdo s = (2 6 1 3 4 5).
Para esta solugao, a distancia total percorrida é:

dist = dog +dg1 +di13 +dsg +dys +dso =24+14+14+34+2+7=16.

Heuristica da Inser¢cao Mais Barata:

Nesta heuristica, parte-se de uma subrota inicial envolvendo trés cidades e,
a cada passo, adiciona-se uma cidade k ainda nao visitada entre as cidades
i e j da subrota cujo custo de insercao si—“j dado pela Eq. seja 0 menor
possivel.

Sfj =d;; + dkj — dij (1)

As figuras a seguir ilustram a inser¢ao da cidade k entre as cidades i e j.

(a) Antes da insergdo (b) Depois da insergao

A subrota inicial pode ser formada por um procedimento construtivo qual-
quer. Por exemplo, parta da cidade origem e adicione & subrota a cidade
mais proxima dessa origem. A seguir, considerando as duas extremidades
(cidade origem e ultima cidade inserida), adicione a cidade ainda nao visi-
tada cuja soma das distancias as duas extremidades seja a menor.
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No exemplo considerado, considerando-se a cidade 1 como a cidade origem,
constroéi-se uma solucao com os seguintes passos:

i

ii

~—

iii)

iv)

Passo 1: Adicione a cidade 3 a rota, jA que sua distancia a cidade 1
é a menor (A cidade 6 tem a mesma distancia, e também poderia ser
escolhida).

Passo 2: Das cidades ainda nao visitadas (2, 4, 5 e 6), a cidade 2 é
a aquela cuja distancia as cidades extremas 1 e 3 é a menor, no caso,
doy +d3s = 2+ 5 = 7. Entao, a cidade 2 é a escolhida e deve ser
conectada as cidades 3 e 2, isto ¢, a subrota corrente é: s = (1 — 3 —
2), com a cidade 2 ligada a cidade 1. Com os passos 2 e 3 encerra-se a
construgao de uma subrota inicial envolvendo trés cidades. A distancia
total percorrida nessa solugdo parcial s é: d(s) = diz + ds2 + do1 =
1+5+2=8.

Passo 3: Das cidades ainda nao visitadas (4, 5 e 6), calculemos o custo
de insergao sfj entre todas as cidades 7 e j da subrota. A tabela a seguir
mostra os custos de insergao.

ik § sh=ditdy—dy
1 4 3 s13=4+3-1=6
1 5 3 s§3=9+8-1=16
1 6 3 8 =14+6-1=6
3 4 2 s3,=3+9-5=7
3 5 2 §3,=8+T7-5=17
3 6 2 s$=6+2-5=3
2 4 1 s3,=9+4-2=11
2 5 1 s =7+9-2=14
2 6 1 s =2+1-2=1*

Como o menor custo de insercao é s$;, entao a cidade 6 deve ser inserida
entre as cidades 2 e 1. Logo, a subrota corrente passa a ser: s =
(1 -3 — 2 — 6). A distancia associada a esta subrota é: d(s) =
d(s)anterior + 551 =8+1=09.

Passo 4: Das cidades ainda nao visitadas (4 e 5), calculemos o custo
de insercao entre todas as cidades i e j da subrota corrente. A tabela
a seguir mostra os custos de insercao.

ik j s =dit+dy —di
1 4 3 sj3=4+3-1=6"
1 5 3 s3;,=9+8-1=16
3 4 2 s3,=3+9-5=7
3 5 2 83, =8+7-5=7
2 4 6 shg=9+5-2=12
2 5 6 spg=T7+2-2=7
6 4 1 s =5+4-1=38
6 5 1 s =2+9-1=10
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Como o menor custo de insercio é s,, entdo a cidade 4 deve ser inserida
entre as cidades 1 e 3. Logo, a subrota corrente passa a ser: s =
(1 -4 —=3— 2 — 6). A distancia associada a esta subrota é:
d(s) = d(s) anterior si3 =9+6=15.

v) Passo 5: A unica cidade ainda néo visitada ¢ a cidade 5. A tabela a
seguir mostra os custos de insercao desta cidade entre todas as arestas
da subrota corrente.

Sfj:dik+dkj*dij
5, =9+2-4=T"
s33 =2 +8-3=7
$2, =8+ 7-5=10
S5 =T+2-2=7
8, =2+9-1=10

O N W | s
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Como o menor custo de insergao é s},, entao a cidade 5 deve ser inserida
entre as cidades 1 e 4. Logo, arotaresultanteé: s=(1 -5 —4 — 3 —
2 — 6). A distancia associada a esta rota é: d(s) = d(s)apterior + 514 =
154+ 7=22.

3 Heuristicas de Refinamento

As heuristicas de refinamento em problemas de otimizagao, também chamadas
de técnicas de busca local, constituem uma familia de técnicas baseadas na
nogao de vizinhanca. Mais especificamente, seja S o espago de pesquisa de um
problema de otimizacdo e f a funcdo objetivo a minimizar. A funcdo N, a
qual depende da estrutura do problema tratado, associa a cada solugao s € S,
sua vizinhanga N(S) C S. Cada solucao s’ € N(s) é chamada de vizinho de
s. Denomina-se movimento a modificacado m que transforma uma solugao s
em outra, s’, que esteja em sua vizinhanca. Representa-se esta operagao por
s’ sdm.

Em linhas gerais, esta classe de heurfsticas parte de uma solugao inicial
qualquer (a qual pode ser obtida por uma heuristica construtiva ou entao gerada
aleatoriamente) e caminha, a cada iteragdo, de vizinho para vizinho de acordo
com a defini¢ao de vizinhanca adotada.

Conforme [34], um método de busca local pode ser visto como um procedi-
mento que percorre um caminho em um grafo ndo-orientado G = (S, E), onde
S representa o conjunto de solugbes s do problema e E o conjunto de arestas
(s,s"), com s’ € N(s).

A defini¢ao de vizinhanca é crucial em uma heuristica de refinamento. De
uma solugao s do espago de solugoes deve ser sempre possivel atingir qualquer
outra solugao em um nimero finito de passos, utilizando um determinado tipo
ou tipos de movimentos. Por exemplo, considere no problema da mochila as
solugoes s = (01001)* e 52 = (11010)* do espaco de solucdes. Com o movi-
mento m = {trocar o valor de um bit} é possivel navegar no espago de solugoes
do problema de s(!) a s(2). De fato, com esse movimento m podemos percorrer
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o seguinte caminho: s(!) = (01001)* — (11001)* — (11011)* — (11010)* = 5.
No entanto, se definissimos o movimento m como sendo a troca de dois bits
simultaneamente, jamais conseguiriamos de s(!) chegar a s(2). Desta forma, a
exploracao do espacgo de solugoes ficaria prejudicada e, eventualmente, a solugao
6tima poderia nao ser alcangada.

Em muitos problemas combinatorios é também dificil até mesmo encontrar
uma solugao viavel. Nessas situagoes, pode ser uma ma idéia caminhar apenas
no espago das solugoes viaveis do problema considerado. Para tais problemas, o
espago de busca pode incluir solugoes invidveis, obtidas a partir do relaxamento
de algumas restricoes do problema original. Para tanto, basta acrescentar a
fungdo de avaliagdo componentes que penalizam violagbes as restrigoes. Um
exemplo tipico é o problema de programacao de horarios de cursos universita-
rios (Course Timetabling Problem). A restrigdo principal deste problema requer
que as aulas dadas pelo mesmo professor para turmas distintas nao se sobre-
ponham, isto é, que nao sejam realizadas no mesmo horario. Considerando
como movimento m a mudancga das aulas de um curso de um horario para ou-
tro, dificilmente gerariamos quadros de horarios sem situagoes de sobreposicao.
Relaxando-se estas restrigoes e penalizando-as na fungao de avaliagao, torna-se
muito mais eficiente a exploracdo do espago de busca [32].

Exemplifiquemos, agora, como gerar diferentes estruturas de vizinhanca.
Para tanto, consideremos o Problema do Caixeiro Viajante, para o qual re-
presentamos uma solucao s por um vetor de m posicoes, sendo que em cada
posicao ¢ tem-se a cidade s;.

Com o movimento m de troca de posicao entre duas cidades definimos a

estrutura de vizinhanga N(T). Assim, s = (s; s3 83 --- s,)' tem como vi-
zinhos em N(T)(s) as seguintes solucoes: s = (sg s1 s3 --- s5,)!, 5B =
(s3 5281 -+ sp)t, -+, g(n=1) — (Sn 52 83 -~ s1)%, s(n) — (51 83 82 -+ 5,)%,
con, sXm0/2) (g sy 5 e snosnq)

Por outro lado, considerando como movimento m a realocacao de uma cidade
de uma posicao na seqiiéncia de visita para outra, definimos a estrutura de vizi-

nhanca N, Nesta estrutura, sio vizinhos de s = (s1 82 83 -+ Sp_1 Sn)* as se-
guintes solugoes: s() = (5381 83 -+ 5,1 50), s = (528381 -+ S$,_1 5,)",
;5072 = (sp 83 - sp_1 81 sp)f, s = (5383 - sp_q sp s1)t, 50 =
(51 83 S2 -+ Sp_1 8p)%, s(VTD = (51 83 84 82 -+ Sp_1 Sp)t, -0, sZTY =
(183 54+ Sp—1 82 8u), 8" = (s1 8354 - Sp_y 8p S2)t, e, s2TY) =
(51838284 +* Sp_18n)%, -, s(n=2)*x(n=1) _ (81828384 **+ Sp Sp_1)".

Poderiamos, também, definir como vizinhanga de uma solu¢ao s o conjunto
de vizinhos gerados tanto por movimentos de troca quanto por movimentos de
realocacdo, isto &, N(s) = N (s) U N(F)(s).

H& outros movimentos mais elaborados, tal como o movimento k-Or, com
k > 2, que consiste em realocar um bloco contiguo de k£ cidades em outra
posi¢ao da seqiiéncia. Por exemplo, considerando a solugao s = (4 3 1 2)t e
blocos de tamanho k = 2, teriamos os seguintes vizinhos para s: s; = (14 3 2)*,
so = (423 1), s5 = (412 3)". Neste exemplo, o primeiro vizinho é gerado
pela inser¢do do bloco (4 3) entre as cidades 1 e 2, o segundo vizinho, pela
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insergao do bloco (3 1) entre as cidades 2 e 4 e, finalmente, o terceiro vizinho,
pela inser¢ao do bloco (1 2) entre as cidades 4 e 3.

Nas segoes a [3:4] apresentamos heuristicas classicas de refinamento, en-
quanto na Secao [3.5] ¢ apresentada uma heuristica de refinamento mais sofisti-
cada, que explora o espaco de solugoes de um problema de otimizagao por meio
de trocas sisteméticas de vizinhangas.

3.1 Método da Descida/Subida (Descent/Uphill Method)

A idéia desta técnica é partir de uma solucdo inicial qualquer e a cada passo
analisar todos os seus possiveis vizinhos, movendo somente para aquele que re-
presentar uma melhora no valor atual da fungdo de avaliacao. Pelo fato de
analisar todos os vizinhos e escolher o melhor, esta técnica é comumente refe-
renciada na literatura inglesa por Best Improvement Method (BI), ou Steepest
Descent method (SD). O método se encerra quando um 6timo local é encontrado.

A Figura [3] mostra o pseudocodigo do Método de Descida aplicado & mini-
mizagao de uma fungao de avaliagao f a partir de uma solugao inicial conhecida
s e considerando a busca em uma dada vizinhanca N(.).

procedimento Descida(f(.),N(.),s);

1V ={s e N(s) | f(s) < f(s)}:

2 enquanto (|V] > 0) faca

3 Selecione s’ € V, onde s’ = arg min{f(s') | ' € V'};
4 s 8 ;

5 V=A{seN(s)[f(s)<fls)}

6 fim-enquanto;

7 Retorne s;

fim Descida;

Figura 3: Método da Descida

Para o problema da mochila, representemos uma solugao s por um vetor
binario de n posicoes e consideremos como movimento m a troca do valor de
um bit. Assim, a vizinhanga de uma solugdo s, e se escreve N(s), é o conjunto
de todos os vizinhos s’ que diferem de s pelo valor de um bit. Formalmente,
representamos N(s) = {s’ : s’ + s ® m}, onde m significa a troca do valor de
um bit. E necessério, agora, definir uma funcao de avaliacdo para guiar a busca
no espago de solugbes do problema. Considerando que se deseja maximizar o
valor de retorno trazido pela utilizacao de cada item, h& duas possibilidades
para a escolha dessa funcao.

A primeira possibilidade é considerar a exploracdo apenas no espaco de so-
lugoes vidveis. Neste caso, a fungao de avaliacdo coincide com a propria fungao
objetivo do problema, isto é:

f(s) = ijsj (2)
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n
com s satisfazendo a condicao de que ) w;s; < b.
Jj=1
Outra possibilidade é permitir a geragao de solugoes inviaveis. Neste caso,
uma funcao de avaliacao apropriada seria:

f(s) = pjs; —axmax{0, > w;s; —b} (3)
j=1 =1

n
sendo o uma penalidade, por exemplo, o = > p; = 15.
=1
Observe que o objetivo da segunda parceia desta ultima funcao de avaliagao
é penalizar a colocagao na mochila de objetos que ultrapassam sua capacidade.
Como a fungao de avaliagao f deve ser maximizada, o sinal desta segunda parcela
é negativo de forma a nao incentivar a realizacdo de movimentos que gerem
solugoes inviaveis. O valor de « deve ser suficientemente grande para atender a
este objetivo.
Apliquemos esta heuristica & instancia do problema dado, considerando a
possibilidade de geragao de solugoes infactiveis.

Passo 0 : Seja uma solugao inicial qualquer, por exemplo:
s = (01010)*
f(s)=6

Peso corrente da mochila — 14

Passo 1 : Devemos, agora, analisar todos os vizinhos de s e calcular a fungao
de avaliacao deles por meio da funcao .

Vizinhos | Peso total dos | Beneficio total dos

de s vizinhos de s vizinhos de s f(s)
(11010)° 18 8 8
(00010)* 9 4 4
(01110)° 21 9 9
(01000)* 5 2 2
(01011)* 20 10 10

Melhor vizinho: s’ = (01011)*

7(5') = 10

Como s" & melhor que s, pois f(s') > f(s), entdo s < ', isto &, a nova
solugdo corrente passa a ser:

s = (01011)*
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Passo 2 : Determinemos, agora, o melhor vizinho de s = (01011)%:

Vizinhos | Peso total dos | Beneficio total dos

de s vizinhos de s vizinhos de s f(s)
(11011)* 24 12 -3
(00011)* 15 8 8
(01111)* 27 13 -47
(01001)° 11 6 6
(01010)* 14 6 6

Melhor vizinho: s’ = (00011)*

f(s") =8

13

Como f(s') é pior que f(s), pois f(s') < f(s), entdo PARE. A solu¢ao an-
terior ¢ um 6timo local, isto ¢, o método da subida retorna s* = (01011)?,

com f(s*) = 10 como solugao final.

No exemplo anterior, caso fosse utilizada a funcao de avaliagao , as solu-
¢oes anteriores que ultrapassaram a capacidade da mochila, isto ¢, (11011)?) e
(01111)*, sequer seriam avaliadas!

E importante observar que diferentes solucdes iniciais conduzem, na maioria
das vezes, a diferentes solugoes finais. A Figura[d] em que s indica um ponto
de partida e s* um 6timo local encontrado a partir da aplicagao do Método da
Descida a s, ilustra esta situagao.

s

Espaco de solucdes

Figura 4: Representagao esquematica do funcionamento do Método da Descida
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Uma outra fungao de avaliagao que poderia ser considerada em substituigao
a da Eq. é a seguinte:

f(S):ZPJSj*aXfl(S) (4)

n
1 se Y wjs;—b>0
sendo fi1(s) = 7=l
0 se ijSj—bSO
j=1
n
e o uma penalidade, definida como antes, por exemplo, & = ) p; = 15.
=1
Nesta formulacao néao se faz diferenca entre o nivel de ijnviabilidade, pois
qualquer que seja o excesso de peso na mochila, a penalizagao é a mesma. Esta
modelagem pode dificultar a exploragao do espago de solugoes, pois conduz a
regioes planas, ditas platos, regioes nas quais as heuristicas tém dificuldade para
escapar. Em [34] os autores argumentam que uma forma comum de evitar esta
topologia no espago de busca é adicionar componentes & fungao de avaliagao de
forma a discriminar solugbes que teriam o mesmo valor da fungdo custo origi-
nal. Assim, no exemplo mencionado da mochila, das duas fungoes de avaliagao
apresentadas, a mais adequada para guiar a busca é a da Eq. .

3.2 Meétodo de Primeira Melhora

O método de descida/subida requer a exploragao de toda a vizinhanga. Um
método alternativo, que evita esta pesquisa exaustiva e muito utilizado na li-
teratura é o Método de Primeira Melhora, ou First Improvement Method (FI),
na nomenclatura inglesa. Nesta variante, interrompe-se a exploracao da vizi-
nhanca quando um vizinho melhor é encontrado. Como toda a vizinhanga é
explorada ao nao se encontrar um vizinho melhor, entao, tal como no método
da Descida/Subida, este método fica preso no primeiro 6timo local encontrado.

E desejavel neste método que a ordem de exploracao das solucdes vizinhas
seja alterada a cada passo; do contrario, privilegia-se apenas um caminho deter-
ministico no espaco de solugoes. Por exemplo, em um problema de programagao
de tripulagoes, imagine que um movimento consista em realocar uma tarefa de
uma tripulagdo para outra tripulagao. Se a cada passo, a ordem de explora-
¢ao das solugoes vizinhas comecar com a movimentacdo da primeira tarefa do
primeiro tripulante para o segundo tripulante, depois para o terceiro, a seguir
para o quarto e assim sucessivamente, entao os tripulantes iniciais serao privile-
giados. Para evitar isso, uma alternativa é utilizar uma seqiiéncia diferente de
tripulagoes a cada iteragdo do método. Assim, na primeira iteragdo do método
poder-se-ia usar uma seqiiéncia de tripulantes, por exemplo, (1,2,3,4,- -+ ,n); ou-
tra seqliéncia diferente na segunda iteragao, por exemplo, (7,4,1,9,---) e assim
por diante. Observe que, desta forma, diferentes 6timos locais podem ser en-
contrados se forem realizadas varias aplicacoes do método. Esse resultado esté
coerente com o fato de que um caminho de busca diferente pode ser encontrado
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a cada aplicacao do método, conduzindo a um 6timo local diferente, em fungao
da ordem de exploragao da vizinhanga.

3.3 Método de Descida/Subida Randémica

Como dito anteriormente, o Método de Descida/Subida requer a exploragao de
toda a vizinhanca. Outro método alternativo, que evita esta pesquisa exaustiva
¢ 0 Método de Descida/Subida Randomica (Random Descent/Uphill Method).
Ele consiste em analisar um vizinho qualquer e o aceitar somente se ele for
estritamente melhor que a solugao corrente; nao o sendo, a solugao corrente
permanece inalterada e outro vizinho é gerado. O procedimento é interrompido
ap6s um namero fixo de iteragoes sem melhora no valor da melhor solugao obtida
até entao.

Como neste método nao é feita a exploragao de toda a vizinhanga da solugao
corrente, nao ha garantia de que a solugao final seja um 6timo local com relagao
a vizinhanga explorada.

Na Figura [5] mostra-se o pseudocodigo do Método de Descida Randomica
aplicado ao refinamento de uma solugdo s em um problema de minimizacao de
uma fungdo f(.), utilizando uma estrutura de vizinhanga N(.). Nesta figura,
IterMazx representa o ntimero méaximo de iteracoes sem melhora no valor da
solugao corrente, e é um parametro a ser calibrado.

procedimento DescidaRandomica(f(.),N(.),IterMaz,s);
1 TIter + 0; {Contador de iteragoes sem melhora }

2 enquanto ([ter < IterMaz) faca

3 Iter < Iter + 1;

4 Selecione aleatoriamente s’ € N(s);
5 se (f(s)) < f(5)) ento

6 Iter < 0;

7 s+ s ;

8 fim-se;

9 fim-enquanto;
10 Retorne s;
fim DescidaRandomica;

Figura 5: Método de Descida Randémica

3.4 Meétodo Nao Ascendente/Descendente Randémico

O método Nao Ascendente Randomico (RNA, Randomized Non-Ascendent me-
thod) (respectivamente, Método Nao Descendente Randomico - RND, Rando-
mized non-descendent method) é uma variante do método de descida randoémica
(respectivamente, método da subida), diferindo dele por aceitar o vizinho gerado
aleatoriamente se ele for melhor ou igual a solugao corrente. Este método para,
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também, ap6s um namero fixo de iteragées sem melhora no valor da melhor
solugao produzida.

Por este método é possivel navegar pelo espago de busca por movimentos
laterais [56]. Assim, ele tem condigdes de percorrer caminhos de descida/subida
que passam por regides planas. Ou seja, se a busca chega em um regido dessas,
o método tem condicoes de mover-se nela e sair dela por meio de uma solugao
diferente daquela que a ela chegou.

O método RNA/RND ¢, portanto, um procedimento que explora o espaco de
solugbes combinando movimentos de descida/subida com movimentos laterais.
Tal como no método de descida randoémica, nao ha garantia de que a solugao
final seja um 6timo local.

3.5 Descida em Vizinhanga Variavel

O Método de Descida em Vizinhanga Variavel ( Variable Neighborhood Descent,
VND), proposto por Nenad Mladenovié e Pierre Hansen [42], ¢ um método de
refinamento que consiste em explorar o espago de solugoes por meio de trocas
sistematicas de estruturas de vizinhanca, aceitando somente solu¢oes de melhora
da solugao corrente e retornando & primeira estrutura quando uma solu¢ao me-
lhor é encontrada.

Segundo os autores, o método VND baseia-se em trés principios basicos:

e Um 6timo local com relacao a uma dada estrutura de vizinhanga nao
corresponde necessariamente a um 6timo local com relacao a uma outra
estrutura de vizinhanca;

e Um 6timo global corresponde a um 6timo local para todas as estruturas
de vizinhanga;

e Para muitos problemas, 6timos locais com relagdo a uma ou mais estru-
turas de vizinhanga sao relativamente proximas.

Ainda de acordo os autores, o ultimo principio, de natureza empirica, indica
que um oOtimo local freqiientemente fornece algum tipo de informacgao sobre
o 6timo global. Este é o caso em que os 6timos local e global compartilham
muitas varidveis com o mesmo valor, o que sugere uma investigagao sistematica
da vizinhanga de um 6timo local até a obtencao de uma nova solu¢ao de melhor
valor.

O pseudocodigo deste método, em que se considera o refinamento de uma
solugao s utilizando uma fungao de avaliagdo f a ser minimizada e um conjunto
de r diferentes vizinhancas N = {N(l), N®@ ... N(’")}, ¢é apresentado pela
Figura [6]

A ordem de exploracio das r vizinhancas (N, N2 ... N()) deve ser ca-
librada por meio de um projeto de experimentos (Design of Experiments — DoE)
ou por ferramentas especificas para esse fim, como o Irace [37]. Entretanto, é
também muito comum ordenar as vizinhangas de acordo com a sua complexidade
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procedimento VND(f(.),N(.),r,s)
Seja r o ntmero de estruturas diferentes de vizinhanga;
k+1; {Tipo de estrutura de vizinhanga corrente}
enquanto (k < r) faca
Encontre o melhor vizinho s’ € N (s);
se (F(5) < (s))
entao
s ;
k<« 1,
senao
10 ke k+1;
11 fim-se;
12 fim-enquanto;
13 Retorne s;
fim VND;

CO J O UL s W N

©

Figura 6: Algoritmo VND

de exploragao. Isto é, vizinhangas que usam movimentos de menor complexi-
dade devem ser exploradas antes daquelas que utilizam movimentos de maior
complexidade, procedimento que é frequentemente utilizado na literatura [31].

Dependendo do problema abordado, a busca pelo melhor vizinho (linha 4
da Figura @ pode ser muito custosa computacionalmente. Nesta situacao é
comum fazer a busca pela primeira solugdo de melhora (vide o método Flirst
Improvement da Secao 4 pégina . Outra alternativa é considerar a
exploragao apenas em um certo percentual da vizinhanga, isto é, analisar apenas
um subconjunto V' da vizinhanca da solucio corrente, isto ¢, V C N®*)(s), e
retornar o melhor vizinho dessa vizinhanga.

Uma maneira de implementar essa tltima estratégia para um problema de
minimizagao esté ilustrada na Figura [7] Nessa figura, RDmax) é o nimero
méaximo de vizinhos analisados na k-ésima vizinhanga, que pode ser estimado por
RDmazy, = Percy, x SizeNeighborhood,,, sendo Percy, o percentual a ser analisado
da k-ésima vizinhanca e SizeNeighborhood;, o tamanho dessa vizinhanga. Dessa
forma, Percy é um parametro do método; por exemplo, Perc = 0,01 indica que
a busca local é feita apenas em 1% da k-ésima vizinhanga.

O parametro RDmax na Figura [7] deve ter seu valor fixado em um nimero
inferior ao de vizinhos da solugao corrente; do contrario, se o método estiver
em um Otimo local, seus vizinhos podem ser visitados mais de uma vez. Ao
contrario do VND tradicional, vide Algoritmo [6] o VND-RD nao garante que
a solugao final seja 6tima com relacdo as vizinhangas usadas para explorar o
espago de solugoes do problema.
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procedimento VND-RD(f(.), N(.), r, RDmaxy, s)

1 Seja r o numero de estruturas diferentes de vizinhanca;

2 Seja RDmazxy, o nimero maximo de iteragGes na k-ésima vizinhanga;
3 k<« 1 {Tipo de estrutura de vizinhanga corrente}
4 enquanto (k < r) faca

) iterRD + 1;

6 s« s;

7 enquanto (iterRD < RDmazxy,) faga

8 Selecione, aleatoriamente, um vizinho s” € N®*)(s');
9 se (f(s") < f(s')) entao

10 s+ s

11 fim-se;

12 iterRD <« iterRD + 1;

13 fim-enquanto;

14 se () < f(s))

15 entao

16 5+ §';

17 k <+ 1;

18 senao

19 ke k+1;

20 fim-se;

21 fim-enquanto;

22 Retorne s;

fim VND-RD;

Figura 7: Algoritmo VND usando descida randémica

4 Meta-heuristicas

As meta-heuristicas s@o procedimentos destinados a encontrar uma boa solu-
¢ao, eventualmente a 6tima, consistindo na aplicagao, em cada passo, de uma
heuristica subordinada, a qual tem que ser modelada para cada problema espe-
cifico [52].

Contrariamente as heuristicas convencionais, as meta-heuristicas sdo de ca-
rater geral e providas de mecanismos para evitar que se fique preso em 6timos
locais possivelmente distantes dos 6timos globais.

As meta-heuristicas diferenciam-se entre si basicamente pelo mecanismo
usado para sair das armadilhas dos 6timos locais. Elas se dividem em duas
categorias, de acordo com o principio usado para explorar o espaco de solugoes:
busca local (ou trajetoria) e busca populacional.

Nas meta-heuristicas baseadas em busca local, a exploragao do espago de so-
lugoes é feita por meio de movimentos, os quais sao aplicados a cada passo sobre
a solugao corrente, gerando outra solugao promissora em sua vizinhanga. Busca
Tabu, Simulated Annealing, Busca em Vizinhanca Variavel (Variable Neigh-
borhood Search) e Iterated Local Search sao exemplos de métodos que se enqua-
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dram nesta categoria.

Os métodos baseados em busca populacional, por sua vez, consistem em
manter um conjunto de boas solugoes e combina-las de forma a tentar produzir
solucoes ainda melhores. Exemplos classicos de procedimentos desta categoria
sao os Algoritmos Genéticos, os Algoritmos Meméticos e o Algoritmo Colonia
de Formigas.

Apresentamos, a seguir, algumas das principais meta-heuristicas referencia-
das na literatura.

4.1 Multi-Start

A meta-heuristica Multi-Start [40] consiste em fazer amostragens do espago de
solucgdes, aplicando a cada solucao gerada um procedimento de refinamento. As
amostras sdo obtidas por meio da geragdo de solugbes aleatérias. Com este
procedimento, ha uma diversificagdo no espago de busca, possibilitando nao
ficar preso em 6timos locais. A grande vantagem do método é que ele é de facil
implementagao.

Na Figura [§] apresenta-se o pseudocodigo de um procedimento Multi-Start
bésico para um problema de minimizagdo. Um ntmero méaximo de iteragoes ou
um tempo méaximo de processamento é normalmente utilizado como critério de
parada.

procedimento MultiStart(f(.),N(.),CriterioParada, s)

1 f*+ oo {Valor associado a s* }

2 enquanto (Critério de parada nao atendido) faca

3 s < ConstruaSolucao(); {Gere uma solucao s do espago de solugdes}
4 s < BuscaLocal(s); {Aplique um procedimento de melhora em s}
5 se(f(s) < f(s")) entdo

6 §* ¢ s;

7 [ f(s);

8 fim-se;

9 fim-enquanto;

10 s+ s*;

11 Retorne s;

fim MultiStart,

Figura 8: Pseudocodigo da meta-heuristica Multi-Start

Uma variagao comum no procedimento Multi-Start consiste em partir de
uma solucao inicial gerada por um procedimento construtivo guloso. Assim, na
Figura [§ cria-se uma linha 0 e substitui-se a linha 1, tal como se segue:

0 s* + ConstruaSolucaoGulosa(); {Melhor solugdo até entao}
U f(s%); {Valor associado a s* }
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O procedimento ContruaSolucaoGulosa() encontra-se descrito na Figurall]
& pagina [3] destas notas de aula.

4.2 Simulated Annealing

Trata-se de uma técnica de busca local probabilistica, proposta originalmente
por Kirkpatrick et al. [35], que se fundamenta em uma analogia com a ter-
modindmica, ao simular o resfriamento de um conjunto de &tomos aquecidos,
operagdo conhecida como recozimento [12].

Esta técnica comega sua busca a partir de uma solugao inicial qualquer. O
procedimento principal consiste em um loop que gera aleatoriamente, em cada
iteragdo, um unico vizinho s’ da solugao corrente s.

Considerando um problema de minimizagao, seja A a variagdo de valor da
funcdo objetivo ao mover-se para uma solugao vizinha candidata, isto é, A =
f(s")=f(s). O método aceita o movimento e a solugao vizinha passa a ser a nova
solugao corrente se A < 0. Caso A > 0 a solugao vizinha candidata também
poder4 ser aceita, mas neste caso, com uma probabilidade e 2/T, onde T é um
parametro do método, chamado de temperatura e que regula a probabilidade de
se aceitar solugoes de pior custo.

A temperatura T assume, inicialmente, um valor elevado Ty. Apds um nu-
mero fixo de iteragoes (o qual representa o nimero de iteragoes necessarias para
o sistema atingir o equilibrio térmico em uma dada temperatura), a tempe-
ratura é gradativamente diminuida por uma razao de resfriamento «, tal que
Tp < a X Tr_1, sendo 0 < o < 1. Com esse procedimento, da-se, no ini-
cio uma chance maior para nao ficar preso em minimos locais e, 4 medida
que T aproxima-se de zero, o algoritmo comporta-se como o método de des-
cida, uma vez que diminui a probabilidade de se aceitar movimentos de piora
(T —-0=e2/T—0)

A Figura [0 mostra a influéncia da variagdo da temperatura na fun¢ao de
probabilidade.

Para melhor entendimento desta funcao de probabilidade, considera-se que
a variacao de energia A é a mesma durante toda a busca, no caso, A é fixado
em uma unidade. Observe que no inicio do processo, quando a temperatura é
elevada, a fungao de probabilidade assume valores préximos a unidade, enquanto
que no final do processo, quando a temperatura se aproxima de zero, o valor da
funcao de probabilidade também se aproxima de zero.

O procedimento é interrompido quando a temperatura chega a um valor pro-
ximo de zero e nenhuma solugao de piora da solugao corrente é mais aceita, isto
é, quando o sistema esté estavel. A solucao obtida quando o sistema encontra-se
nesta situagao evidencia o encontro de um 6timo local.

Os parametros de controle do procedimento sdo a razao de resfriamento «, o
namero de iteragoes para cada temperatura (SAmaz) e a temperatura inicial Tp.

Apresenta-se, pela Figura o algoritmo Simulated Annealing basico apli-
cado a um problema de minimizagao.

Observamos que no caso de o problema ser de maximizacdo, as seguintes
modificagdes devem ser feitas na Figura [I0} Na linha 9, considerar que A > 0;
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exp(=1/T)

0.9 7
0.8 7
0.7 7
0.6 7
0.5 7
0.4 7
03 7
0.2 7

0.1 7 Temperatura T

0 10 20 30 40 50

Figura 9: Comportamento da fun¢ao de probabilidade

na linha 12, substituir pelo teste (f(s’) > f(s*)) e, finalmente, na linha 15,
substituir por (z < e®/T).

Dependendo do processo de resfriamento, pode ser mostrada a convergéncia
do método a uma solugdo que seja globalmente 6tima [I2]. Para tal, a tempe-
ratura na iteracao k do método, dada por T}, deve ser calculada com base na

expressao :
c
= — 5
In(1+ k) (5)

em que ¢ é da ordem do valor do 6timo local mais profundo (no caso de o
problema ser de minimizacdo) ou mais elevado (no caso de o problema ser de
maximizacao). A convergéncia é garantida quando k + oco.

Tal resultado, entretanto, é de utilidade pratica restrita, uma vez que o
resfriamento é muito lento, requerendo um nimero proibitivo de iteragoes do
método.

Ha varias outras formas de fazer o resfriamento, além do geométrico. Uma
alternativa é fazer o decaimento da temperatura por meio da expressao @:

T,

Th—1
Th=—*1  wp>1 (6)
T+ 9y/Tk-1

em que T} representa a temperatura na iteracao k do método, isto é, na k-
ésima vez em que ha alteragao no valor da temperatura e v uma constante tal
que 0 < v < 1. Valores de v proximos a zero indicam resfriamento muito lento.

Outra alternativa, usada em [43], consiste em fazer o resfriamento por meio
da expressao:
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procedimento SA(f(.),N(.),a,SAmaz,Ty,s)

1 s« s; {Melhor solugéo obtida até entao}
2 TIterT «+ 0 {Numero de iteragdes na temperatura T}
3 T+ Tp; {Temperatura corrente}
4 enquanto (T' > 0) faca

5 enquanto (IterT < SAmax) faca

6 ITterT < IterT + 1,

7 Gere um vizinho qualquer s’ € N(s);

8 A= f(s) = f(s)

9 se (A < 0)

10 entao

11 s §';

12 se (f(s") < f(s*)) entdo s* + s';
13 senao

14 Tome z € [0,1];

15 &(w<€_A/T)MS<—S’;

16 fim-se;

17 fim-enquanto;

18 T+—axT;

19 TterT <+ 0;

20 fim-enquanto;

21 s s*;

22 Retorne s;

fim SA;

Figura 10: Algoritmo Simulated Annealing

. BTr_1 se k=1 o
k= Ty 1
T+ T >° k22

To—Th_ o "
sendo v = G Okl Ty a temperatura inicial, T) a temperatura na k-ésima

—1)T6Tk—1
iteracao e (8 um)parémetro para corrigir a imperfeigao do resfriamento (0 < 8 <
1). Igualmente, valores de v proximos a zero indicam resfriamento muito lento.

Algoritmos baseados em SA normalmente incluem reaquecimento, seguido
de novo resfriamento, quando a quantidade de movimentos consecutivamente
rejeitados é alta [12]. E comum, também, trabalhar nas temperaturas mais
altas com uma taxa de resfriamento menor e aumenta-la quando a temperatura
reduzir-se.

A estimagao do ntimero méximo de iteragdes em uma dada temperatura, isto
é, SAmazx, normalmente é feita em fun¢do das dimensoes do problema tratado.
Por exemplo, em um problema de programagao de horarios em escolas (school
timetabling), envolvendo n turmas, m professores e p horarios reservados para
a realizacao das aulas, o valor de SAmax pode ser estimado em SAmar =
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k X p xm x n, sendo k uma constante a determinar. J4 em um problema de
programagao de tripulagoes (crew scheduling) envolvendo ntrip tripulantes e
ntarefas tarefas, SAmax é estimado em SAmax = k X ntrip X ntarefas.

Ha pelo menos duas prescrigoes para a determinagao autoadaptativa da tem-
peratura inicial: por simulacao ou pelo custo das solugoes.

A primeira delas consiste em determinar a temperatura inicial por simulagao.
Por este mecanismo, parte-se de uma solucao s e de uma temperatura de partida.
A seguir, contam-se quantos vizinhos desta solugao s sao aceitos em S Amax ite-
ragoes do método nesta temperatura. Caso esse niimero de vizinhos aceitos seja
elevado, algo como 95% dos vizinhos, entdo retorna-se a temperatura corrente
como a temperatura inicial para o processo de refinamento pelo método. Caso
o numero de vizinhos aceitos nao atinja o valor minimo requerido, aumenta-se
a temperatura segundo uma certa taxa, por exemplo 100% (o que equivale a
dobrar a temperatura), e repete-se a contagem do namero de vizinhos aceitos
naquela temperatura. O procedimento prossegue até que se obtenha o nimero
minimo de vizinhos aceitos. A temperatura na qual esta condi¢do ocorre repre-
senta a temperatura inicial para o método Simulated Annealing. A Figura
mostra o pseudocddigo para determinar a temperatura inicial por este método,
considerando um problema de minimizagao. Nesta figura, 8 é a taxa de au-
mento da temperatura (por exemplo, 8 = 2), v é a taxa minima de aceitagio de
solugoes vizinhas (por exemplo, v = 0,95) e Ty é uma temperatura de partida
para o método, que pode ser o valor da funcao de avaliagdo da solugao s usada
para determinar a temperatura, que pode ser uma solugao aleatoéria s, isto é,
To = f(s). Esse método tem a vantagem de determinar a temperatura inicial
mais apropriada para cada problema-teste, nao se dependendo da solugao ini-
cial. Experimente observar que se a solucao inicial tiver funcao de avaliagao
alta, entao a temperatura inicial seré baixa. Por outro lado, se a solucao inicial
for mais préoxima de um 6timo global, isto é, mais baixa, entao a temperatura
inicial seré alta.

Outra prescrigao para determinar a temperatura inicial consiste em partir
de uma dada solugao e gerar todos os seus possiveis vizinhos ou uma fragao
destes. Para cada um desses vizinhos, calcular o respectivo custo segundo a
fungao de avaliacao considerada. Repetir este procedimento para outros pontos
iniciais, ja que dependendo da solugao inicial o custo das solugoes vizinhas pode
ser diferente. O maior custo encontrado é uma estimativa para a temperatura
inicial.

Em teoria, a temperatura final deve ser zero. Entretanto, na pratica é su-
ficiente chegar a uma temperatura proxima de zero devido a precis@ao limitada
da implementacao computacional [58]. Um valor tipico é tomar Ty = 0,001.
Alternativamente, pode-se identificar o congelamento do sistema quando a taxa
de aceitagao de movimentos ficar abaixo de um valor predeterminado.

Observa-se, finalmente, como regra geral, que os pardmetros mais adequa-
dos para uma dada aplicagao do algoritmo s6 podem ser estabelecidos por ex-
perimentagdo [568]. Ferramentas especificas para este fim estdo disponiveis na
literatura, entre eles o pacote irace [37].
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procedimento Temperaturalnicial(f(.),N(.),8,7y,SAmax,Ty,s)
1 T+ To; {Temperatura corrente}

2 Continua < TRUE;

3 enquanto (Continua) faga

4 Aceitos + 0; {Numero de vizinhos aceitos na temperatura T}
5 para IterT =1 até SAmazx faga

6 ~ Gere um vizinho qualquer s’ € N(s);

7 A= f(s) - fls);

8 se (A <0)

9 entao

10 Aceitos < Aceitos + 1;

11 senao

12 Escolha um ntimero aleatério x € [0,1];

13 se (z < e=2/T) entdo Aceitos < Aceitos + 1;
14 fim-se;

15 fim-para;
16 se (Aceitos > v x SAmax)

17 entdo Continua < FALSE;
18 senao T+ B x T
19 fim-se;

20 fim-enquanto;
21 Retorne T7
fim Temperaturalnicial;

Figura 11: Determinagao autoadaptativa da temperatura inicial

4.3 Busca Tabu

Descrevemos, a seguir, de forma resumida, os principios basicos da Busca Tabu -
BT (Tabu Search, em inglés, ou Pesquisa Tabu, como referenciado em Portugal),
técnica originada nos trabalhos independentes de Fred Glover [I5] e Pierre Han-
sen [27]. Referenciamos a [15, 16} 17, 23] 20, 2T, 8, B3] para um detalhamento
mais aprofundado do método.

A Busca Tabu é um método de busca local que consiste em explorar o espago
de solugoes movendo-se de uma solugao para outra que seja seu melhor vizinho.
Esta estratégia, juntamente com uma estrutura de memoria para armazenar as
solugoes geradas (ou caracteristicas destas) permite que a busca nao fique presa
em um 6timo local.

Mais especificamente, comecando com uma solugao inicial sg, um algoritmo
BT explora, a cada iteragdo, um subconjunto V' da vizinhanga N(s) da solugao
corrente s. O membro s’ de V' com melhor valor nesta regiao segundo a fungao
f(.) torna-se a nova solucgao corrente mesmo que s’ seja pior que s, isto é, que
f(s") > f(s) para um problema de minimizagao.

O critério de escolha do melhor vizinho é utilizado para ndo ficar preso em um
otimo local. Esta estratégia, entretanto, pode fazer com que o algoritmo cicle,
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isto é, que retorne a uma mesma sequéncia de solugoes ji geradas anteriormente.

De forma a evitar que isto ocorra, existe uma lista tabu 7', a qual é uma lista
de movimentos proibidos. A lista tabu classica contém os movimentos reversos
aos tltimos |T'| movimentos realizados (sendo |T'| um parametro do método) e
funciona como uma fila de tamanho fixo, isto é, quando um novo movimento é
adicionado & lista, o mais antigo sai. Assim, na exploragao do subconjunto V'
da vizinhanga N (s) da solugdo corrente s, ficam excluidos da busca os vizinhos
s’ que sao obtidos de s por movimentos m que constam na lista tabu.

A lista tabu se, por um lado, reduz o risco de ciclagem (uma vez que ela ga-
rante o nao retorno, por |T'| iteragoes, a uma solugao ja visitada anteriormente);
por outro, também pode proibir movimentos para solugoes que ainda nao foram
visitadas [8]. Assim, existe também uma func¢io de aspira¢io, que é um me-
canismo que retira, sob certas circunstincias, o status tabu de um movimento.
Mais precisamente, para cada possivel valor v da fungao objetivo existe um nivel
de aspiracdo A(v): uma solucdo s’ em V pode ser gerada se f(s') < A(f(s)),
mesmo que o movimento m esteja na lista tabu. A funcdo de aspiragdo A é
tal que, para cada valor v da funcdo objetivo, retorna outro valor A(v), que
representa o valor que o algoritmo aspira ao chegar de v. Um exemplo simples
de aplicagao desta idéia é considerar A(f(s)) = f(s*) onde s* & a melhor solugao
encontrada até entao. Neste caso, aceita-se um movimento tabu somente se ele
conduzir a um vizinho melhor que s*. Esta é a chamada aspiragao por objetivo.
Esse critério se fundamenta no fato de que solu¢ées melhores que a solugao s*
corrente, ainda que geradas por movimentos tabu, nao foram visitadas anterior-
mente, evidenciando que a lista de movimentos tabu pode impedir nao somente
o retorno a uma solugao ja gerada anteriormente mas também a outras solucoes
ainda nao geradas.

Duas regras sdo normalmente utilizadas de forma a interromper o proce-
dimento. Pela primeira, para-se quando é atingido um certo niimero maximo
de iteragoes sem melhora no valor da melhor solucao. Pela segunda, quando o
valor da melhor solucdo chega a um limite inferior conhecido (ou proximo dele).
Esse segundo critério evita a execugao desnecesséria do algoritmo quando uma
solucdo 6tima é encontrada ou quando uma solucao é julgada suficientemente
boa.

Os parametros principais de controle do método de Busca Tabu sao a cardi-
nalidade |T'| da lista tabu, a fungao de aspiragdo A, a cardinalidade do conjunto
V' de solugoes vizinhas testadas em cada iteragao e BT max, o niimero maximo
de iteragoes sem melhora no valor da melhor solucao.

Apresenta-se, pela Figura o pseudocddigo de um algoritmo de Busca
Tabu basico para o caso de minimizacao. Neste procedimento, fu, € 0 va-
lor minimo conhecido da fungao f, informacao esta que em alguns casos esté
disponivel.

E comum em métodos de Busca Tabu incluir estratégias de intensificacao, as
quais tém por objetivo concentrar a pesquisa em determinadas regides conside-
radas promissoras. Uma estratégia tipica é retornar a uma solugao ja visitada
para explorar sua vizinhanca de forma mais efetiva. Outra estratégia consiste
em incorporar atributos das melhores solugoes ja encontradas durante o pro-
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procedimento BT (f(.),N(.),A(.),|V],fmin,|T|,BTmax,s)

s s; {Melhor solugao obtida até entao}

Iter < 0; {Contador do nimero de iteragdes}
MelhorIter + 0;  {Iteragao mais recente que forneceu s*}
T + 0 {Lista Tabu}

Inicialize a fun¢do de aspiragao A;
enquanto (f(s) > fmin e Iter — Melhorlter < BT'max) faga
Iter < Iter + 1;
Seja s' < s @ m o melhor elemento de V' C N(s) tal que
o movimento m nao seja tabu (m ¢ T) ou
s’ atenda a condigéo de aspiragéo (f(s) < A(f(s)));
9 Atualize a lista tabu T
10 5+ §';
11 se (f(s) < f(s")) entdo
12 §* + s;
13 MelhorlIter < Iter;
14 fim-se;
15 Atualize a fungao de aspiragao A;
16 fim-enquanto;
17 s+ s*;
18 Retorne s;
fim BT,

0 O U W N

Figura 12: Algoritmo de Busca Tabu

gresso da pesquisa e estimular componentes destas solugoes a tornar parte da
solucao corrente. Nesse caso, sao consideradas livres no procedimento de busca
local apenas as componentes nao associadas as boas solugoes, permanecendo as
demais componentes fixas. Um critério de término, tal como um namero fixo de
iteragoes, é utilizado para encerrar o periodo de intensificagdo. Na Secao [b.1]
péagina detalha-se um procedimento de intensificagao, a Reconexao por Ca-
minhos, mecanismo que é comumente associado a implementacoes de Busca
Tabu.

Métodos baseados em Busca Tabu podem incluir, também, estratégias de
diversificagao. O objetivo destas estratégias, que tipicamente utilizam uma me-
moria de longo prazo, é redirecionar a pesquisa para regides ainda nao sufici-
entemente exploradas do espago de solugoes. Estas estratégias procuram, ao
contrario das estratégias de intensificacao, gerar solugoes que tém atributos sig-
nificativamente diferentes daqueles encontrados nas melhores solucbes obtidas.
A diversificacao, em geral, é utilizada somente em determinadas situacoes, como,
por exemplo, quando dada uma solugao s, nao existem movimentos m de me-
lhora para ela, indicando que o algoritmo ja exauriu a anélise naquela regiao.
Para escapar desta regido, a idéia é estabelecer uma penalidade w(s, m) para
uso desses movimentos. Um numero fixo de iteragoes sem melhora no valor da
solugao 6tima corrente é, em geral, utilizado para acionar estas estratégias. Na
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Se¢ao[p.3] pagina[65] detalha-se um procedimento de diversificagao, a Relaxagao
Adaptativa.

Métodos de Busca Tabu podem incluir, também, listas tabu dinamicas [6]
59|, muitas das quais atualizadas de acordo com o progresso da pesquisa [4, [32].
A grande vantagem de se usar uma lista tabu de tamanho dindmico é que se
minimiza a possibilidade de ocorréncia de ciclagem. Em [23] os autores resolvem
um problema de roteamento de veiculos por meio de Busca Tabu utilizando
uma lista tabu dinAmica que varia no intervalo [tmin, tmax], sendo tmin = 0,91 e
tmax = 1,1n, com n representando o numero de cidades da instancia considerada.
Nesta aplicagao, depois que o tamanho da lista é escolhido aleatoriamente no
intervalo [tmin, tmax), ele € mantido constante por 2t.,., iteragoes. A idéia por
tras da utilizacao da lista dindmica é que, se com um dado tamanho de lista ha
ciclagem, entao aumentando-se ou diminuindo-se esse tamanho havera alteragao
da quantidade de movimentos tabu e, assim, diferentes solugoes vizinhas poderao
ser geradas. Com esta possibilidade de mudanga de trajetéria no espago de
busca, a ocorréncia de ciclagem fica reduzida.

Aspectos de convergéncia do método sdo estudados em [19] e [26], entre
outras referéncias.

De forma a ilustrar o método de Busca Tabu, apliquemos este método heu-
ristico & instancia do problema da mochila apresentado no inicio destas notas de
aula. Consideremos uma lista tabu T de cardinalidade |T'| = 1 e como atributo
tabu a posicao do bit alterado. Utilizemos o critério de aspiragao por objetivo
global, isto ¢, um movimento tabu somente seré realizado se a solucao produ-
zida melhorar a melhor solugao gerada até entao. O critério de parada seré
BTmax =1, isto é, apenas uma iteragao sem melhora.

Passo 0 : Seja uma solugao inicial qualquer, por exemplo:
s = (01010)*
f(s) =6
Peso corrente da mochila = 14
Lista tabu = T = ()
Melhor solugao até entao: s* = (01010)" e f(s*) =6
Iter = 0; Melhorlter = 0,

Passo 1 : Devemos, agora, analisar todos os vizinhos de s e calcular a fungao
de avaliacao deles por meio da expressao , definida & pagina

Vizinhos | Peso total dos | Beneficio total dos

de s vizinhos de s vizinhos de s f(s)
(11010)° 18 8 8
(00010)* 9 4 4
(01110)° 21 9 9
(01000)* 5 2 2
(01011)° 20 10 10
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Melhor vizinho: s’ = (01011)*, com f(s") = 10.

Como s’ ¢ o melhor vizinho de s, entdo s + s', isto é, a nova solugao
corrente passa a ser: s = (01011)".

Lista tabu = T = {5} (indicando que o bit da quinta posi¢do ndo pode
ser modificado, a néo ser que o critério de aspiracao seja satisfeito).
Melhor solugao até entao: s* = (01011)% e f(s*) = 10 (pois f(s) > f(s*)).
Iter = 1; Melhorlter = 1.

Como Iter — Melhorlter =1 —1 =0 % BTmazr = 1, entao o procedi-
mento de exploragao do espago de solugoes deve continuar.

Passo 2 : Determinemos, agora, o melhor vizinho de s = (01011)%:

Vizinhos | Peso total dos | Beneficio total dos

de s vizinhos de s vizinhos de s f(s)
(11011)t 24 12 -3
(00011)* 15 8 8
(Ollll)t 27 13 -47
(01001)* 11 6 6
(01010)° 14 6 6

Melhor vizinho: s’ = (00011)!, com f(s") = 8.

Como s’ é o melhor vizinho de s, entdo s < s (mesmo sendo f(s’) pior
que f(s)), isto ¢, a nova solugao corrente passa a ser: s = (00011)*.

Lista tabu = T' = {2} (observa-se que, como a cardinalidade da lista tabu
foi fixada em uma unidade, isto &, |T'| = 1, entdo o movimento proibido
anterior sai e entra o novo movimento proibido, isto é, o bit da segunda
posicao nao pode ser modificado, a nao ser que o critério de aspiracao seja
satisfeito).

Melhor solugao até entao: s* = (01011)% e f(s*) = 10.

Iter = 2; Melhorlter = 1.

Como [ter — Melhorlter =2 —1 =1 % BTmaz = 1, entdo o procedi-
mento BT continua.

Passo 3 : Determinemos, agora, o melhor vizinho de s = (00011)":

Vizinhos | Peso total dos | Beneficio total dos

de s vizinhos de s vizinhos de s f(s)
(10011)* 19 10 10
(01011)* 20 10 10
(00111)* 22 11 11
(00001)* 6 4 4
(00010)* 9 4 4

Melhor vizinho: s’ = (00111)*, com f(s') = 11.
Como s’ ¢ o melhor vizinho de s, entdo s « s', isto é, a nova solugao
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corrente passa a ser: s = (00111)%.

Lista tabu = T = {3} (indicando que o bit da terceira posi¢do nao pode
ser modificado, a ndo ser que o critério de aspiracao seja satisfeito).
Melhor solugao até entao: s* = (00111)% e f(s*) = 11 (pois f(s') > f(s*)).
Iter = 3; MelhorlIter = 3.

Como Iter — Melhorlter =3 —3 =0 % BTmax = 1, entdo prossegue-se
com o procedimento de exploragao do espago de solugoes.

Passo 4 : Determinemos, agora, o melhor vizinho de s = (00111)%:

Vizinhos | Peso total dos | Beneficio total dos

de s vizinhos de s vizinhos de s f(s)
(10111)t 24 13 -2
(01111)* 25 13 -17
(00011)* 15 8 8
(00101)* 13 7 7
(00110)* 16 7 7

Observe que o vizinho com o melhor valor para a funcao de avaliagao é
s’ = (00011)t, com f(s") = 8, mas esta solugao ¢ tabu, uma vez que o bit
da terceira posicao estd na lista tabu. Como o critério de aspiragao desta
solucdo nao é satisfeito, pois f(s') = 8 # f(s*) = 11, esta solugdo nao é
aceita. Desta forma, toma-se o melhor vizinho néo tabu, a saber:

Melhor vizinho: s’ = (00101), com f(s’) = 7 (Em caso de empate, como é
0 caso, a solugao vizinha escolhida é aquela que satisfaz a um determinado
critério, como por exemplo, aquela associada ao menor peso ou menor in-
dice).

Como s’ é o melhor vizinho de s (mesmo sendo de piora), entdo s < ¢/,
isto é, a nova solugdo corrente passa a ser: s = (00101)".

Lista tabu = T = {4} (indicando que o bit da quarta posigdo nao pode
ser modificado, a nao ser que o critério de aspiracao seja satisfeito).
Melhor solugao até entao: s* = (00111)* e f(s*) = 11.

Iter = 4; MelhorlIter = 3.

Como Iter — Melhorlter = 4 —3 = 1 % BTmaz = 1, entdo a busca
prossegue.

Passo 5 : Determinemos, agora, o melhor vizinho de s = (00101)%:

Vizinhos | Peso total dos | Beneficio total dos

de s vizinhos de s vizinhos de s f(s)
(10101)° 17 9 9
(01101)* 18 9 9
(00001)* 6 4 4
(00111)* 23 11 11
(00100)* 7 3 3
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Observe que o vizinho com o melhor valor para a funcao de avaliagao é
s’ = (00111)%, com f(s") = 11. Entretanto, esta solugao é tabu, uma vez
que o bit da quarta posigao esté na lista tabu. Como o critério de aspiragao
desta solug@o néo é satisfeito, pois f(s') = 11 ¥ f(s*) = 11, esta solugao
nao é aceita. Desta forma, toma-se o melhor vizinho nédo tabu, a saber (ja
aplicado um critério de desempate):

Melhor vizinho: s’ = (10101)*, com f(s") = 9.

Desta forma, a nova solugao corrente passa a ser: s = (10101)!, com
fls)=09.

Lista tabu = T = {1} (indicando que o bit da primeira posi¢do nao pode
ser modificado, a nao ser que o critério de aspiracdo seja satisfeito)
Melhor solugao até entao: s* = (00111)* e f(s*) = 11.

Iter = 5; Melhorlter = 3;

Como Iter — Melhorlter =5 —3 = 2 > BTmax = 1, entdo PARE. O
método de Busca Tabu retorna, entao, s* = (00111)! como solugao final,
com valor f(s*) = 11.

A aplica¢do deste método mostra que a soluc¢do final obtida é melhor que
aquela encontrada com a aplicagao do método da subida, apresentado & pagina
[1] Isto foi possivel devido & aceitagido de movimentos de piora, no caso, com
o passo 2 do método. Esta estratégia possibilitou escapar de um 6timo local,
atingindo uma outra regiao do espago de solugoes na qual uma solugao melhor
foi encontrada.

Da forma como apresentado, a consulta se um movimento é tabu ou nao em
uma lista 7" tem complexidade O(|T|), no pior caso. Essa consulta pode ser redu-
zida para complexidade constante, O(1), utilizando-se um vetor como estrutura
de dados. Seja, entao, T' um vetor com tantas posigoes quantos forem os objetos
candidatos a serem carregados na mochila, isto ¢, T = (Ty,Ts,--- , T, -+ , Tp).
Esse vetor T' é chamado de duracdo tabu e cada célula T dele armazena a
iteragao até a qual o movimento de alterar o valor de seu bit da posicao j
estd proibido. Exemplo: se considerarmos uma duragao tabu fixa, com va-
lor duracao=3, a iteracao atual igual a iter=1 e o movimento proibido é o de
alterar o j-ésimo bit, entao o vetor dura¢ao tabu dever ser atualizado como
segue: T = (0,0,--- ,iter + duracao,--- ,0, isto é, T = (0,0,--- ;1 +3,---,0)
=T =1(0,0,---,4,---,0). Desta forma, o movimento de alterar o j-ésimo bit
permanecerd tabu ativo até a quarta iteracao do método, ou seja, ele é tabu
se iter < Tj, sendo iter a iteragao atual. Assim, hd uma tnica atualizagao no
vetor duracdo tabu a cada iteracao do método, no caso, apenas na célula Tj.

No caso do problema do caixeiro viajante, seja o movimento proibido o de
realizar a troca das posigcoes i e j de visita entre as cidades s; e s;. Neste
caso, a lista tabu T' conteria os movimentos proibidos (s;, s;) e seria atualizado
da seguinte forma: T < T'U {(s;,s;)}. Tal como no problema da mochila, a
complexidade de consulta a essa lista é O(|T|). Essa complexidade pode ser
reduzida para O(1) utilizando-se uma matriz de durag¢io tabu. Neste caso,
cada célula (4,7) deve armazenar a iteragao atual iter e a duragdo de proibigao
estipulada. Por exemplo, se a iteragao atual é iter=1 e a duragao estipulada
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é duracao=3, entdo a célula T;; devera armazenar o valor 4 (= iter + duracao
= 1 + 3), para indicar que a troca das cidades s; e s; que estdo nas posicoes
1 e j de visita estd proibida até a quarta iteracao do método. Isto é, esse
movimento de troca é tabu se iter < Tj;, sendo iter a iteracao atual. Como
trocar ¢ com j é a mesma coisa que trocar j com %, entao basta utilizar uma
matriz triangular, p.ex., triangular superior, na qual apenas os elementos T;;,
com % > j sao atualizados e os demais elementos ¢ < j permanecem nulos, isto
é,Tij:OVi<j.

A Figura [£.3] ilustra uma matriz 7' de duragao tabu na qual a célula Th3
armazena a iteracao até a qual estd proibido o movimento de troca entre as
cidades so e s3 que estdo nas posicoes i = 2 e j = 3, respectivamente. Ou
seja, nesse exemplo, considerando que a iteracao atual é iter=1 e duracao=3,
o movimento de troca envolvendo as cidades s, e s3 permanece tabu até a
iteragdo 4. Apos a quarta iteragao, ele deixa de ser tabu.

1 2 3 e 5

4 )

4 C—a, iter + duracao

[ B S I N Y

Figura 13: Matriz de Duragao Tabu para o PCV

Ainda considerando o PCV, ao invés de considerar uma matriz de dura-
¢ao tabu envolvendo o movimento de troca de posi¢oes, poderiamos armazenar
apenas um atributo tabu desse movimento para proibir a troca. P.ex., se o
movimento a ser proibido é o de trocar as posi¢oes i e j, poderiamos consi-
derar como atributo tabu a proibigao de alterar a cidade que estd na posigao
1. Neste caso, teriamos um vetor T de duragao tabu que armazena na célula
T; a iteragao até a qual estao proibidas trocas que envolvam a cidade que esta
nessa posi¢ao. Observe que esse vetor de duragdo tabu é mais restritivo do que
a matriz de duragao tabu. De fato, enquanto uma matriz de duragao tabu im-
pede somente as trocas envolvendo as cidades i e j, um vetor de duragao tabu
impede qualquer outra troca que envolva a cidade que esta na posigao 7. Em
situagoes como essa, a duragao tabu deve ser reduzida porque essa metodologia
impede que muitas solugoes vizinhas da solucao atual sejam alcancadas. Um
estudo bem completo sobre regras de proibigao e limitantes para a duragao tabu
em problemas envolvendo permutagao, como é o caso do PCV, é detalhado em
[53]. Recomenda-se, como leitura complementar, o trabalho [57] para uma visao
mais ampla de aplicagoes, regras de proibicao, limitantes para a duragao tabu,
memoria de longo prazo, etc., em métodos de Busca Tabu.
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4.4 GRASP

GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure - Procedimento de
busca adaptativa gulosa e randdmica) é um método iterativo, proposto em
[13, 50], que consiste de duas fases: uma fase de construgdo, na qual uma so-
lugao é gerada, elemento a elemento, e de uma fase de busca local, na qual um
6timo local na vizinhanca da solucao construida é pesquisado. A melhor solugao
encontrada ao longo de todas as iteragdbes GRASP realizadas é retornada como
resultado. O pseudocddigo descrito pela Figura ilustra um procedimento
GRASP para um problema de minimizagao.

procedimento GRASP(f(.),q(.),N(.),GRASPmax,s)

1 f*+ oo

2 vpara (Iter =1,2,...,GRASPmax) faga
3 Construcao(g(.),a,s);

4 BuscaLocal(f(.),N(.),s);
5 se (f(s) < f*) entdo

6 §* + s;

7 [ f(s);

8 fim-se;

9 fim-para;

10 s < s™;

11 Retorne s;

fim GRASP

Figura 14: Algoritmo GRASP

Na fase de contrucao, uma solug@o € iterativamente construida, elemento
por elemento. A cada iteracao desta fase, os proximos elementos candidatos a
serem incluidos na solugao sao colocados em uma lista C' de candidatos, seguindo
um critério de ordenagao pré-determinado. Este processo de selegao é baseado
em uma fungdo adaptativa gulosa ¢ : C +— R, que estima o beneficio da
selecdo de cada um dos elementos. A heuristica é dita adaptativa porque os
beneficios associados com a escolha de cada elemento sao atualizados em cada
iteragao da fase de construcao para refletir as mudancas oriundas da selegao
do elemento anterior. A componente probabilistica do procedimento reside no
fato de que cada elemento é selecionado de forma aleatéria a partir de um
subconjunto restrito formado pelos melhores elementos que compdem a lista
de candidatos. Este subconjunto recebe o nome de lista de candidatos restrita
(LCR). Esta técnica de escolha permite que diferentes solugoes sejam geradas
em cada iteracio GRASP. O pseudocddigo representado pela Figura onde
a € [0,1] é um parametro do método, descreve a fase de construgdo GRASP.

Observamos que o parametro « controla o nivel de gulosidade e aleatoriedade
do procedimento Construcao. Um valor a = 0 faz gerar solugbes puramente
gulosas, enquanto « = 1 faz produzir solugoes totalmente aleatérias.

Assim como em muitas técnicas deterministicas, as solugoes geradas pela
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procedimento Construcao(g(.),,s);

1 s+ 0;

2 Inicialize o conjunto C' de candidatos;

3 enquanto (C # () faca

9(tmin) = min{g(t) [ t € C'};

9(tmaa) = max{g(t) | t € C};

LCR={t € C|g(t) < g(tmin) + a(9(tmaz) = 9(tmin))};
Selecione, aleatoriamente, um elemento t € LCR;
s+ sU{th

9 Atualize o conjunto C' de candidatos;

10 fim-enquanto;

11 Retorne s;

fim Construcao;

0~ O T

Figura 15: Fase de construgao de um algoritmo GRASP

fase de construgdo do GRASP provavelmente nao sdo localmente 6timas com
respeito & defini¢do de vizinhanca adotada. Dai a importancia da fase de busca
local, a qual objetiva melhorar a solucao construida. A Figura descreve o
pseudo-codigo de um procedimento basico de busca local com respeito a uma
certa vizinhanga N(.) de s para um problema de minimizacao.

procedimento BuscaLocal(f(.),N(.),s);
1V ={s'e N(s) | () < F5) b

2 enquanto (|V] > 0) faca

3 Selecione s’ € V;

4 s+ 8 ;

5 V=1{seNE) | f) < f)h

6 fim-enquanto;

7 Retorne s;

fim BuscaLocal;

Figura 16: Fase de Busca Local de um algoritmo GRASP

A eficiéncia da busca local depende da qualidade da solucao construida. O
procedimento de construcao tem entao um papel importante na busca local,
uma vez que as solugoes construidas constituem bons pontos de partida para a
busca local, permitindo assim aceleré-la.

O parametro «, que determina o tamanho da lista de candidatos restrita,
¢é basicamente o tnico pardmetro a ser ajustado na implementacao de um pro-
cedimento GRASP. Em [I3] discute-se o efeito do valor de « na qualidade da
solugao e na diversidade das solucoes geradas durante a fase de construgao.
Valores de a que levam a uma lista de candidatos restrita de tamanho muito
limitado (ou seja, valor de o préximo da escolha gulosa) implicam em solugoes
finais de qualidade muito proxima aquela obtida de forma puramente gulosa, ob-
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tidas com um baixo esfor¢o computacional. Em contrapartida, provocam uma
baixa diversidade de solugoes construidas. J& uma escolha de « proxima da sele-
¢ao puramente aleatéria leva a uma grande diversidade de solugoes construidas
mas, por outro lado, muitas das solu¢oes construidas sao de qualidade inferior,
tornando mais lento o processo de busca local.

O procedimento GRASP procura, portanto, conjugar bons aspectos dos al-
goritmos puramente gulosos, com aqueles dos procedimentos aleatérios de cons-
trugao de solugoes.

Procedimentos GRASP mais sofisticados incluem estratégias adaptativas
para o parametro a. O ajuste deste pardmetro ao longo das iteragbes GRASP,
por critérios que levam em consideragao os resultados obtidos nas iteragoes an-
teriores, produz solugoes melhores do que aquelas obtidas considerando-o fixo
[45], [46], 47]. Recomenda-se o livro [49] para conhecimento de avangos recentes
deste método.

4.5 Busca em Vizinhanga Variavel

A Busca em Vizinhanga Variavel, ou Método de Pesquisa em Vizinhanga Va-
riavel (Variable Neighborhood Search, VNS), proposta por Nenad Mladenovié
e Pierre Hansen [42], é um método de busca local que consiste em explorar o
espago de solugoes por meio de trocas sistematicas de estruturas de vizinhanga.
Contrariamente & outras meta-heuristicas baseadas em métodos de busca local,
o método VNS nao segue uma trajetéria, mas sim explora vizinhancas gradati-
vamente mais “distantes” da solucdo corrente e focaliza a busca em torno de uma
nova solugao se e somente se um movimento de melhora é realizado. O método
inclui, também, um procedimento de busca local a ser aplicado sobre a solugao
corrente. Esta rotina de busca local também pode usar diferentes estruturas
de vizinhanca. Na sua versao original, o método VNS faz uso do método VND
(descrito na Segao a pagina para fazer a busca local.

O pseudocodigo do método é apresentado pela Figura[I7 Detalhes adicionais
deste método podem ser encontrados em [42] 28] 29| [30].

Neste algoritmo, parte-se de uma solugao inicial qualquer e a cada iteragao
seleciona-se aleatoriamente um vizinho s’ dentro da vizinhanca N®*)(s) da so-
lucao s corrente. Esse vizinho é entao submetido a um procedimento de busca
local. Se a solugao 6tima local, s, for melhor que a solugdo s corrente, a
busca continua de s” recomecando da primeira estrutura de vizinhanca N (s).
Caso contréario, continua-se a busca a partir da proxima estrutura de vizinhanca
N+ (s). Este procedimento ¢ encerrado quando uma condicio de parada for
atingida, tal como o tempo méaximo permitido de CPU, o ntimero méximo de
iteragoes ou numero maximo de iteragoes consecutivas entre dois melhoramen-
tos. A solugao s’ é gerada aleatoriamente no passo 7 de forma a evitar ciclagem,
situagao que pode ocorrer se alguma regra deterministica for usada.

Se a busca local realizada no passo 8 for convencional (isto &, utilizar ape-
nas um tipo de movimento), o método recebe a denominagdo Basic Variable
Neighborhood Search [30]. Se, por outro lado, essa busca local for a Descida
em Vizinhanga Variavel (VND), descrita na Segao entao o método recebe a
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procedimento VNS()
Seja sy uma solugao inicial;
Seja r o numero de estruturas diferentes de vizinhanga;
$ 4+ 803 {Solugdo corrente}
enquanto (Critério de parada nao for satisfeito) faga
k+1; {Tipo de estrutura de vizinhanga corrente}
enquanto (k < r) faca
Gere um vizinho qualquer s’ € N (s);
s + BuscaLocal(s');
9 se (F(s") < £(s))
10 entao
11 s+ s";
12 ke 1;
13 senao
14 k+—k+1;
15 fim-se;
16 fim-enquanto;
17 fim-enquanto;
18 Retorne s;
fim VNS,

00 ~J O UL = W N~

Figura 17: Algoritmo VNS

denominagio General Variable Neighborhood Search (GVNS) [30]. Neste tltimo
caso, as vizinhancas usadas no algoritmo principal do VNS e na busca local
podem ser diferentes.

4.6 Iterated Local Search

O método Iterated Local Search (ILS) [38] [39] ¢ baseado na idéia de que um
procedimento de busca local pode ser melhorado gerando-se novas solugoes de
partida, as quais sao obtidas por meio de perturbacoes na solugao 6tima local.

Para aplicar um algoritmo ILS, quatro componentes tém que ser especifi-
cadas: (a) Procedimento GeraSolucaolnicial(), que gera uma solugdo inicial
so para o problema; (b) Procedimento BuscaLocal, que retorna uma solugao
possivelmente melhorada s”; (¢) Procedimento Perturbacao, que modifica a so-
lugdo corrente s guiando a uma solugdo intermediaria s’ e (d) Procedimento
CriterioAceitacao, que decide de qual solugao a proxima perturbagao sera apli-
cada.

Na Figura [I§ mostra-se o pseudocodigo de um algoritmo ILS basico.

O sucesso do ILS é centrado no conjunto de amostragem de 6timos locais,
juntamente com a escolha do método de busca local, das perturbagoes e do
critério de aceitacao. Em principio, qualquer método de busca local pode ser
usado, mas o desempenho do ILS com respeito a qualidade da solugao final e a
velocidade de convergéncia depende fortemente do método escolhido. Normal-
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procedimento /LS

so < GeraSolucaolnicial();

s < BuscaLocal(sp);

enquanto (os critérios de parada nao estiverem satisfeitos) faca
s’ « Perturbacao(historico,s);
§" + BuscaLocal(s');
s + CriterioAceitacao(s, s” historico);

fim-enquanto;

fim ILS;

CoO O Ul i W N+

Figura 18: Algoritmo Iterated Local Search

mente um método de descida é usado, mas também é possivel aplicar algoritmos
mais sofisticados, tais como Busca Tabu ou outras meta-heuristicas.

A intensidade da perturbacao deve ser forte o suficiente para permitir escapar
do 6timo local corrente e permitir explorar diferentes regides. Ao mesmo tempo,
ela precisa ser fraca o suficiente para guardar caracteristicas do 6timo local
corrente.

O critério de aceitagao é usado para decidir de qual solugao se continuara
a exploragao, bem como qual seré a perturbagao a ser aplicada. Um aspecto
importante do critério de aceitagao e da perturbagao é que eles induzem aos
procedimentos de intensificacdo e diversificacdo. A intensificacido consiste em
permanecer na regiao do espaco onde a busca se encontra, procurando exploré-
la de forma mais efetiva; enquanto a diversificagdo consiste em se deslocar para
outras regioes do espago de solugbes. A intensificagao da busca no entorno da
melhor solugao encontrada é obtida, por exemplo, pela aplicacao de “peque-
nas” perturbagoes sobre ela. A diversificacdo, por sua vez, pode ser realizada
aceitando-se quaisquer solugoes s” e aplicando “grandes” perturbagoes na solu-
¢ao 6tima local.

Um critério de aceitacao comumente utilizado é mover-se para o 6timo local
s” somente se ele for melhor que o 6timo local corrente s, isto é, somente se
f(s”) < f(s) em um problema de minimizacao, ou se f(s”) > f(s) em um
problema de maximizacao.

A Figura [I9] a pagina [37] ilustra o funcionamento do método ILS em um
problema de minimizacao. A partir de um 6timo local s, é feita uma perturbagao
que guia a uma solugdo intermediaria s’. Apo6s a aplicagao de um método de
busca local a s’ & produzido um novo 6timo local s”’. Considerando como critério
de aceitagao o fato de f(s”) ser melhor que f(s), entdo a busca prossegue a partir
de s”.

Para definir o que seria uma perturbagao no Problema do Caixeiro Viajante,
consideremos uma estrutura de vizinhanca que utilize movimentos de troca de
posicao de duas cidades para gerar vizinhos. Uma perturbagao poderia ser divi-
dida em varios niveis de intensidade. Assim, por exemplo, uma perturbacdo de
nivel 1 poderia consistir na realizacao de duas trocas aleatorias. A perturbagao
de nivel 2 consistiria na execucao de trés trocas aleatérias sobre uma mesma
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Perturbagao

e N

Espaco de solucdes

Figura 19: Representagao esquematica do funcionamento do ILS

solugdo e assim sucessivamente. O algoritmo entdo funcionaria da seguinte ma-
neira: Para cada nivel de perturbacao seria realizada uma busca local, a qual,
se bem sucedida, faria retornar ao nivel minimo de perturbagao; caso contrario,
seriam realizadas mais algumas buscas locais no mesmo nivel de perturbagao.
Em caso de insucesso destas buscas locais, o nivel de perturbagao seria gradati-
vamente aumentado. O método se encerraria apds um certo nimero de iteragoes
sem melhora ou quando um tempo limite fosse atingido.

Para o problema da mochila 0-1 tratado nestas notas, em que se considera
como movimento a troca no valor de um bit, uma perturbagao de nivel 1 poderia
ser a troca no valor de dois bits simultaneamente, a perturbacao de nivel 2 seria a
troca no valor de trés bits simultaneamente e assim sucessivamente. Igualmente
ao caso anterior, para cada nivel de perturbagao (nperturb) seriam executadas
varias buscas locais, digamos nbuscas. Esta estratégia se justifica uma vez que
sendo a perturbacao aleatoria, poderiam ser produzidos diferentes 6timos locais
em funcao da solugao intermediaria gerada em um mesmo nivel de perturbagao.

4.7 Guided Local Search

Guided Local Search ou Busca Local Guiada é uma meta-heuristica proposta
por Christos Voudouris [60]. Ela consiste em promover modificagoes na fungao
custo para evitar que se fique preso em 6timos locais. Essas modificagoes con-
sistem, basicamente, em valorar menos atributos dos 6timos locais encontrados
em iteragoes anteriores e, assim, estimular a busca em outras regioes do espaco
de solugoes. Por exemplo, no PCV, um arco (4,j) de uma solugéo vizinha nao
recebe o valor d;; como custo direto e, sim, o valor d;; + A X p;;, sendo A um pa-
rémetro e p;; um valor que mensura o ntmero de vezes que o arco (4,j) apareceu
ao longo da busca.
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4.8 Algoritmos Genéticos
4.8.1 Descricao genérica do método

Trata-se de uma metaheuristica que se fundamenta em uma analogia com pro-
cessos naturais de evolugao, nos quais, dada uma populagao, os individuos com
caracteristicas genéticas melhores tém maiores chances de sobrevivéncia e de
produzirem filhos cada vez mais aptos, enquanto individuos menos aptos ten-
dem a desaparecer. Foram propostos por John Holland nos anos 70 [25]. Refe-
renciamos a [25] 48] para um melhor detalhamento do método.

Nos Algoritmos Genéticos (AGs), cada cromossomo (individuo da popula-
¢ao) esta associado a uma solugdo do problema e cada gene estd associado a
uma componente da solugao. Um alelo, por sua vez, estd associado a um pos-
sivel valor que cada componente da solugao pode assumir. Um mecanismo de
reproducao, baseado em processos evolutivos, é aplicado sobre a populagao com
o objetivo de explorar o espago de busca e encontrar melhores solugoes para o
problema. Cada individuo é avaliado por uma certa funcao de aptidao, a qual
mensura seu grau de adaptacao ao meio. Quanto maior o valor da fungao de
aptidao, mais o individuo esta adaptado ao meio.

Um Algoritmo Genético inicia sua busca com uma populagao {s¢,s,...,s9},
normalmente aleatoriamente escolhida, chamada de populagao no tempo 0.

O procedimento principal consiste em um loop que cria uma populagao
{s§+1,s§+17 . ,sf{*‘l} no tempo ¢t + 1 a partir de uma populagao do tempo t.
Para atingir esse objetivo, os individuos da populagao do tempo t passam por
uma fase de reprodugao, a qual consiste em selecionar individuos para operagoes
de recombinagdo e/ou mutagao.

Ha varias formas de selecionar individuos para o processo de reprodugao.
Uma dessas formas é a Binary Tournament Selection. Nesse processo de selegao,
dois individuos sao selecionados aleatoriamente e aquele que tiver o maior valor
para a fungao de aptidao é escolhido para ser o primeiro pai. O segundo pai é
escolhido de forma analoga. Outra forma de selecionar os pais para o processo
de selegao é escolhé-los aleatoriamente.

Na operacao de recombinacao, os genes de dois cromossomos pais sao com-
binados de forma a gerar cromossomos filhos (normalmente dois), de sorte que
para cada cromossomo filho h4d um conjunto de genes de cada um dos cromos-
sSomos pais.

Por sua vez, a operacao de mutacao consiste em alterar aleatoriamente uma
parte dos genes de cada cromossomo (componentes da solugéo).

Ambas as operacoes sao realizadas com uma certa probabilidade. A operagao
de recombinagao é realizada normalmente com uma probabilidade mais elevada
(por exemplo, 80%) e a de mutagdo, com uma baixa probabilidade (de 1 a 2%,
em geral).

Gerada a nova populagao do tempo t+1, define-se a populagdo sobrevivente,
isto é, as m solugbes que integrarao a nova populagao. A populagao sobrevivente
¢é definida pela aptidao dos individuos. Os critérios comumente usados para es-
colher os cromossomos sobreviventes sao os seguintes: 1) aleatorio; 2) roleta (no
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qual a chance de sobrevivéncia de cada cromossomo é proporcional ao seu nivel
de aptidao) e 3) misto (isto é, uma combinagdo dos dois critérios anteriores).
Em qualquer um desses critérios admite-se, portanto, a sobrevivéncia de indivi-
duos menos aptos. Isto é feito tendo-se por objetivo nao ficar preso em 6timos
locais.

A Figura [20| mostra a estrutura de um Algoritmo Genético bésico.

Gere uma Avalie a Critérios de Sim  Liste os melhores
populagéo inicial populagio 5 parada individuos
satisfeitos?

‘Néo
¥

Selecione os pais

}

Crossover

}

Mutagao

}

Avalie a
populagdo

. Defina a populagéo
sobrevivente

Geragdo de uma nova populagéo

Figura 20: Estrutura de um Algoritmo Genético basico

Os critérios de parada mais comuns sao: quando um certo nimero de gera-
¢oOes é atingido, quando nao ha melhora apds um certo namero de iteragoes ou
quando o desvio padrao da populagdo é inferior a um certo valor (situagdo que
evidencia uma homogeneidade da populagio).

Os parametros principais de controle do método sao: o tamanho da popula-
¢do, a probabilidade da operagao crossover (peross), & probabilidade de mutagao
(Pmut), 0 namero de geragoes e o numero de iteragdes sem melhora.

O pseudocddigo de um Algoritmo Genético basico esta descrito na Figura

4.8.2 Representacao genética de solugoes

Normalmente uma solugao de um problema esta associado a um cromossomo
p representado na forma de um vetor (ou lista) com m posigoes, isto é, p =
(z1, X2, ..., Tm), sendo que cada componente x; representa um gene (ou uma
variavel da solugao).
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procedimento AG
t « 0;
Gere a populagao inicial P(t);
Avalie P(t);
enquanto (os critérios de parada nao estiverem satisfeitos) faca
t+—t+1,;
Gere P(t) a partir de P(t — 1);
Avalie P(t);
Defina a populagao sobrevivente;
fim-enquanto;
fim AG;

© 00 O U = W N+~

Figura 21: Algoritmo Genético
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Dentre os tipos de representacao de um cromossomo, os mais conhecidos sao:

representagao binaria zero-um e a representagao por inteiros.

A representacao binaria é a classica no contexto dos AGs. Contudo, existem
aplicacoes para as quais é mais conveniente o uso de representagoes por inteiros.

A seguir, alguns exemplos ilustram os dois tipos de representacao:

1. Representagao Binaria:

Na representagao binéria, uma solucao do problema é representada por

um vetor (ou lista) de 0’s e 1’s.

Para ilustrar esta representagao, considere o seguinte exemplo extraido de

[41], no qual deseja-se maximizar a fun¢ao:
f(z) = |11 * num(x) — 150|,
em que num(z) fornece o namero de “1s” do vetor cromossomo.

Por exemplo, se x = (101001) entao num(z) = 3.

Considere, agora, a representagao binaria de dois cromossomos compostos

de 30 genes:

p1 = (101010101010101010101010101010)
p2 = (110000001100001110000000000000)

Entao f(p1) = |11 x num(py) — 150] = |11 x 15 — 150| = 15 e f(p2)

111 x num(ps) — 150] = |11 x 7 — 150| = 73.

Observe que o cromossomo que fornece um ponto de méaximo local é dado

por:
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po = (000000000000000000000000000000), com f(py) = 150
Ja o maximo global de f é fornecido pelo cromossomo:
p* = (111111111111111111111111111111), com f(p*) = 180

2. Representagao por Inteiros:

Na representagao por inteiros, uma solucao do problema é representada
por um vetor (ou lista) de nameros inteiros. Por exemplo, considerando o
PCV, o cromossomo p= (13654279 8) pode representar exatamente
a ordem de visita do PCV, ou seja, a rota (tour) ¢t do PCV é idéntica a p:

t={136542798}

Em um problema de programacao de horéarios, um cromossomo pode ser
uma matriz de niimeros inteiros, em que cada componente x;; representa
o numero da turma para a qual o professor ¢ ministra aula no horéario j.

4.8.3 Operador crossover classico

A idéia do operador crossover classico é a de efetuar cruzamentos entre dois
ou mais cromossomos pais e formar cromossomos filhos (offsprings) a partir da
uniao de segmentos de genes de cada pai.

Inicialmente sao feitos cortes aleatérios nos pais. Por exemplo, considere
dois pais e um ponto de corte realizado na parte central dos cromossomos pais.

pr=(101[010)= (p1|p7)

po=(111]000)
/l\

ponto de corte

(T | p3)

A partir dos cortes, sao gerados dois filhos, cada qual formado a partir da
reuniao de partes de cada um dos pais.

O1=(pi |p3) =(101]000)
O2=(py | Pf) =(111]010)

4.8.4 Operador mutagao classico

Operadores mutagao consistem em alterar um ou mais genes de um cromos-
somo. Para ilustrar um operador mutacgao classico, seja o cromossomo p de 7
genes, dado por: p= (z; z2 23 ... z7)=(1010101).

Considerando como mutagao a alteracao de um gene de um valor 1 para um
valor 0 ou vice-versa, entao o cromossomo p’ = (1110 1 0 1) representa uma
mutacao de p, no qual o gene x5 foi alterado do valor 0 para o valor 1.
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4.8.5 Operadores crossover para o PCV

No caso especifico do PCV, a representagao por inteiros é considerada mais
adequada que a representagao binaria; primeiro por melhor se relacionar com
uma solugao (rota) do PCV, que consiste de uma lista de n nimeros inteiros
(cidades) e segundo porque a representacao por inteiros favorece a construgao
de cromossomos que representem solugoes viaveis para o PCV.

Infelizmente, o simples uso de operadores classicos conduzem freqiientemente
a solucoes inviaveis, sendo necessario, nesses casos, incorporar regras adicionais
para viabilizar tais solugoes.

Para ilustrar este fato, considere dois cromossomos pais:

p1=(123|456) associado arotat; ={1234561}
p2=(356|214)associadoarotat; ={1435621}

Neste caso, sao gerados dois cromossomos filhos O; e Os:

Or=(pi|p3) =(123]214)
O2=(py | pf) = (356]456)

As rotas associadas aos cromossomos filhos O; e Oy sao inviaveis porque em
0O, foi gerada uma rota contendo apenas as cidades 1, 2, 3 e 4 repetindo as
visitas as cidades i = 1 e ¢ = 2. Igualmente, em Os foram repetidas visitas em
i =05 e i =06 e ndo foram visitadas as cidades i =1 e i = 2.

A seguir, sdo mostrados alguns operadores crossover tipicos para o Problema
do Caixeiro Viajante, os quais geram filhos viaveis.

1. Operador Crossover PMX:

O operador Partial Mapped Crossover (PMX), proposto em [24], trabalha
da seguinte forma: considere dois cromossomos pais p; € ps. Selecione
dois cortes em p; e py aleatoriamente. No caso de serem gerados dois cro-
mossomos filhos O; e O, os genes localizados entre os dois cortes de p; e
p2 sao herdados integralmente por Os e O1, respectivamente, preservando
a ordem e a posicao de cada cidade.

Para ilustrar seu funcionamento considere o seguinte exemplo:

pr=(123]4567|89)
p2=(426[1859|37)

Entao:

O1=(XXX|1859]|XX)
Oy =(XXX|4567|XX)
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A seguir tenta-se preencher cada componente X de O; pela componente
correspondente de p; e as de Oy com ps, caso nao formem uma rota ilegal
para o PCV.

.
0,=(X23]1859|XX)
O,=(X2X|4567]|3X)

Considere agora o primeiro X de O; (que deveria ser X = 1, mas forneceria
uma rota ilegal, j4 que esta cidade ja se encontra presente na rota). Como
X =1 € p; nao é possivel, a cidade correspondente & posi¢ao em que esta
a cidade 1 de p; no segundo pai po, é a cidade 4. Assim, esta cidade é
alocada no primeiro X de O;.

X

|

!
p2:(4...

Obtém-se com isto:
0:=(423]|1859|XX)

Repete-se o procedimento para o proximo X € O; (X =8 € py)

X

I
pr=C(..1...18...)

1

Mas X = 3 ja esta presente em O, entao toma-se o n°® de py associado ao

n°® 3 de p;.
X
[
1

Como X = 6 ainda nao esta presente em O, substitui-se X por 6 em Oy,
obtendo-se:
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X
[
=0 ]9
0
pe=(.. | |0 )

0,=(423]1859|6X)

Repete-se o procedimento para o proximo X € O1 (X =9 € py)

Como X = 7 ainda néao esta presente em O1, substitui-se X por 7 em O1,
obtendo-se:

(01=(423[1859(67)]

Analogamente, preenchem-se os X’s de Os, obtendo-se ao seu final:

(0,=(128]4567[39)]

O operador PMX explora a conveniéncia ou nao de se reproduzir cromos-
somos localmente idénticos a um cromossomo pai. Esta propriedade é
atil, por exemplo, quando se tém rotas ja localmente otimizadas.

2. Operador crossover OX:

Proposto em [7], o operador Order Crossover (OX) constroi um offspring
(cromossomo filho) escolhendo uma subseqiiéncia de uma rota associado
a um cromossomo pai p; e preservando a ordem relativa das cidades do
outro cromossomo pai ps.

Exemplo: Considere dois cromossomos pais:

p=(123]4567]89)
po=(452]1876]93)

Os filhos O e O3 herdam a faixa entre os dois cortes de p; e ps, respecti-
vamente.

0;=(XXX|4567|XX)
0, =(XXX|1876]|XX)
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Agora, partindo-se do segundo corte de um pai po, copia-se em uma lista as
n cidades de ps. A seguir, remove-se desta lista as cidades contidas entre
os dois cortes do outro pai (p1). A subseqiiéncia resultante ¢ enxertada
no filho O; associado a p; a partir do segundo corte seguindo a ordem da
subseqiiéncia.

Assim, considerando o exemplo, partindo-se de ps tem-se a lista:
9-3-4-5-2-1-8-7-6

Removem-se 4, 5, 6 e 7 desta lista, uma vez que estas cidades ja foram
visitadas, resultando na subseqiiéncia: 9 —3 —2—1—8. Esta subseqiiéncia
é enxertada em O7, nesta ordem, a partir do seu segundo corte.

O1=(XXX[4567|XX)
ou
(01=(218[4567]93)]

Analogamente, partindo de p;, tem-se a lista8—9—-1-2—-3—-4—-5—-6—7.
Removendo-se 1, 8, 7 e 6 tem-se a subseqiiéncia: 9 —2 — 3 —4 — 5, a qual
é enxertada em Os a partir do segundo corte, obtendo-se:

(0,=(345[1876]92)]

O operador OX prioriza a ordem das cidades e nao suas posi¢oes na rota.
A posicao das cidades na rota ndo é importante no PCV e sim, a ordem
de visitas, ou seja, no PCV é importante saber quem sao os vizinhos de
uma dada cidade .

A irrelevancia das posi¢oes na rota pode ser vista no exemplo a seguir:

T,:5-3-1-2-4
T5:3—-1-2-4-5

Em T e Ty as cidades aparecem em posi¢oes diferentes, mas tanto a rota
T7 quanto a rota Th representam a mesma solucao.

3. Operador crossover CX:

Proposto em [44], o operador Cycle Crossover (CX) preserva a posi¢ao
absoluta das cidades nos cromossomos pais.

Para ilustra-lo, considere o seguinte exemplo com dois cromossomos pais:
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pr=(1234567809)
pp=(412876935)

O primeiro filho O; é obtido tomando-se, inicialmente, a primeira cidade
de p1, obtendo-se:

O1=1XXXXXXXX)

Com a 1* posigao de O ja preenchida, entao o elemento da 1* posicao de
p2 igual a 4 nao pode ser também alocado & 1* posicao de O;. Portanto, o
elemento da 1* posicao de ps, igual a 4, é herdado pelo filho O; na posigao
que ele ocupa em p;. Ou seja, o n® 4 esta na 4 posigdo de p1, logo estara
também na 4* posicao de O;.

0,=(1XX4XXXXX)

A seguir, estando o elemento da 4% posi¢ao do outro pai p; = 8, e o inteiro
8 em p; (na oitava posi¢do), aloca-se 8 na oitava posigdo de Oj.

0;=(1XX4XXX8X)
Seguindo esse procedimento, tem-se:
0;=(1234XXX8X)

O ultimo inteiro alocado foi 2, mas na 2* posigao em po esta o inteiro 1
que ja estd em O;. Neste caso, diz-se que foi completado um ciclo.

A partir dai, as cidades restantes de Oy sdo preenchidas do outro pai (p2),
obtendo-se:

0,=(123476985)

De forma semelhante, tomando inicialmente a 1* cidade do segundo cro-
mossomo pai pg, comega-se a construir o segundo cromossomo filho Oa,
que ao final seré da forma:

0,=(412856739)

Observe que o operador Cycle Crossover sempre preserva a posi¢ao de
elementos de um outro cromossomo pai.




Inteligéncia Computacional para Otimizagao 47

4. Operador crossover ERX:

O operador Edge Recombination (ERX) foi desenvolvido especialmente
para o PCV, ja que prioriza o fator adjacéncia. Outra caracteristica
principal do ERX é a de que um cromossomo filho deve ser construido
sempre que possivel a partir das arestas presentes em ambos os pais. Em
[61], os autores observaram que em média 95% das arestas dos pais sao
transferidas para os filhos, reduzindo consideravelmente o percentual de
arestas selecionadas aleatoriamente.

No ERX, o significativo niimero de arestas transferidas de cromossomos
pais para cromossomos filhos é uma conseqiiéncia do seguinte procedi-
mento:

Criar uma lista de arestas de ambos os pais. A lista de arestas
produz para cada cidade, todas as outras cidades a ela conecta-
das em pelo menos um dos cromossomos pais. Isto significa que
para cada cidade, existem no minimo duas e no maximo quatro
cidades conectadas.

Exemplo: Considere duas rotas do PCV, ou, equivalentemente, na re-
presentacgao por caminhos, dois cromossomos.

pr=(123456)
pp=(341625)

A lista de arestas seré:

cidade 1: (1, 2), (6, 1), (4, 1)
cidade 2: (1, 2), (2, 3), (6, 2), (2, 5)
cidade 3: (2, 3), (3, 4), (5, 3)
cidade 4: (3, 4), (4, 5), (4, 1)
cidade 5: (4, 5), (5, 6), (2, 5), (5, 3)
cidade 6: (5, 6), (6, 1), (6, 2)

Neste caso supoe-se que (4, ) = (4,19).
Construgao do Cromossomo Filho:

O operador ERX pode, a partir de dois cromossomos pais, gerar um ou
dois filhos. A versao para gerar um filho é a seguinte:

Selecione a cidade inicial de um dos pais (no caso, cidade 1 ou cidade
3). A cidade inicial é aquela associada ao menor ntimero de arestas, con-
forme sera justificado mais adiante. Como no exemplo considerado houve
empate, escolhe-se arbitrariamente a cidade 1.
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A cidade 1 esta diretamente ligada as cidades 2, 4 e 6. A préxima cidade
no cromossomo filho sera dentre estas cidades, aquela que possui o menor
namero de arestas (no exemplo, escolhe-se a cidade 4). A rota parcial sera,
entdo: 1 —4—...ou0; = (14X XX X).

Dentre as cidades conectadas diretamente & cidade 4, seleciona-se aquela
que possui o menor nimero de arestas e que ainda nao esteja na rota
parcial O;. Caso nao existam candidatos, a selecdo da proxima aresta é
feita aleatoriamente dentre as cidades nao pertencentes a rota parcial. No
exemplo, os vizinhos de 4 sao: 3, 5 e 1, mas a cidade 1 ja esta na rota,
entao escolhe-se entre 3 e 5. Como a cidade 3 possui menos arestas, ela é
selecionada, obtendo:

0;=(143XXX)
Seguindo o mesmo procedimento, escolhe-se a cidade 2:
0:1=(1432XX)
A préxima cidade a ser escolhida é a 6:
0:=(14326X)
Finalmente, a cidade 5 é incluida na rota:
0,=(143265)

Observe que o cromossomo filho O; foi, neste exemplo, construido intei-
ramente de arestas de um dos pais sem a necessidade de gerar arestas
aleatoriamente. Isso, em parte, se deve ao critério da escolha da proxima
cidade.

Escolhendo a cidade com o menor nimero de arestas na lista de arestas,
a tendéncia é obter uma rota com arestas herdadas de um dos pais.

A idéia de iniciar com cidades com poucas arestas, deixando-se para o
final as cidades com o nimero maior de arestas (vizinhos), é que o risco de
ter que gerar uma aresta aleatoriamente cresce apenas no final do proce-
dimento, devido ao maior ntimero de cidades j& incluidas na rota parcial.

Uma variante do ERX, chamada EERX (Enhanced Edge Recombination)
prioriza as arestas comuns aos dois pais, para ser herdada pelo cromossomo
filho. Para distinguir estes casos, basta notar que se uma cidade possui
duas arestas entao, necessariamente, as duas serdo comuns aos dois pais.
Se uma cidade possui trés arestas, uma destas arestas serd comum aos
dois pais e, finalmente, se uma cidade possui quatro arestas entao nao
existe nenhuma aresta em comum.
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4.9 Scatter Search

Scatter Search ou Busca Dispersa é um método de busca populacional que con-
siste em construir solugoes pela combinacao de outras solugoes, tendo sua origem
em estratégias originalmente propostas no contexto de programacao inteira.

A Busca Dispersa é projetada para trabalhar com um conjunto de solugoes,
denominado Conjunto de Referéncia, o qual contém boas solugoes obtidas ao
longo da busca preguessa. O conceito de uma solugao de boa qualidade vai além
do seu valor propriamente dito da funcao de avaliagao e inclui critérios especiais
tais como diversidade. O método gera combinagoes de solugbes de referéncia
para criar novas solucgoes do espago de busca.

O método é organizado para (1) capturar informagdes ndo contidas sepa-
radamente nas solugOes originais, (2) levar vantagem de métodos de solugao
heuristica auxiliares (para avaliar as combinagoes produzidas e gerar novas so-
lugoes) e (3) fazer uso de estratégias especificas ao invés de estratégias aleatorias
de busca. A Busca Dispersa envolve basicamente cinco procedimentos:

1. Um procedimento de Diversifica¢ao, para gerar um conjunto de solugoes
diversificadas, usando uma ou mais solucoes aleatérias como entrada;

2. Um procedimento de Refinamento, para transformar uma solugao em uma
ou mais solu¢oes melhoradas;

3. Um procedimento de Atualiza¢ao do Conjunto de Referéncia, para cons-
truir e manter o Conjunto de Referéncia, o qual contém as nbest melhores
solugbes encontradas (sendo o valor de nbest tipicamente pequeno, por
exemplo, ndo mais que 20 [22]). Varios critérios alternativos podem ser
usados para incluir ou remover solugoes do conjunto de referéncia.

4. Um procedimento de Geracao de Subconjuntos para operar o conjunto de
referéncia e escolher um subconjunto de suas solu¢ées como base para criar
combinagoes de solugées. O procedimento de geragdo de subconjuntos
mais comum consiste em gerar todos os pares de solugoes de referéncia,
isto é, todos os subconjuntos de tamanho 2;

5. Um procedimento de Combinac¢ao de Solugdes para transformar um dado
subconjunto de solugoes produzidas pelo procedimento Geragio de Sub-
conjuntos em uma ou mais solu¢oes combinadas. O procedimento de com-
binagéo é analogo ao operador crossover de Algoritmos Genéticos, embora
ele seja capaz de combinar mais do que duas solucoes.

O procedimento da Figura[22] que descreve o método, inicia com a criagao de
um conjunto de referéncia (RefSet). Para isso, o procedimento Diversificagdo é
usado para construir um conjunto P de solugoes diversificadas. A cardinalidade
de P, PSize, é tipicamente 10 vezes o tamanho de RefSet [22]. Inicialmente,
o conjunto de referéncia RefSet consiste de nbest solugoes distintas e bastante
diversas retiradas de P. As solugbes em RefSet sdo ordenadas de acordo com
sua qualidade, sendo a melhor colocada na primeira posi¢ao da lista. A busca
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procedimento ScatterSearch
1 P« 0
Use o procedimento Diversificagcdo para construir uma solugado z;
Se x ¢ P entdo adicione x a P, isto é, P <~ P U {z}; caso contrario, descarte x;
Repita este procedimento até que |P| = PSize;
Construa RefSet = {z1, - ,x”b“t}, com nbest solugdes diversificadas de P;
2 Avalie as solugoes em RefSet e ordene-as de acordo com a fung@o de avaliacao;
(Considere 2! a melhor solugdo e x5t a pior)
NewSolutions < TRUE;
enquanto (NewSolutions) faga
3 Gere NewSubsets, isto é, todos os pares de solugoes de RefSet
desde que haja pelo menos uma nova solugdo, isto é, que NewSolutions = T RUE;
NewSolutions + FALSE;
enquanto (NewSubsets # 0) faga

4 Selecione o préximo subconjunto s em NewSubsets;

5 Aplique Combinagao de Solugdes a s para obter uma ou mais solugoes x;
se (z & RefSet e f(x) < f(x"") entdo

6 x"best « g e reordene RefSet;

7 NewSolutions < TRUE;
fim-se

8 Remova s de NewSubsets;

fim-enquanto;
fim-enquanto;
fim ScatterSearch;

Figura 22: Algoritmo Scatter Search

é entdo iniciada atribuindo-se o valor TRUFE & variavel booleana NewSolutions.
No passo 3, NewSubsets é construido e NewSolutions é trocado para FALSE.
Considerando subconjuntos de tamanho 2, por exemplo, a cardinalidade de New-
Subsets (relativa ao conjunto de referéncia inicial) é dada por (nbest® — nbest)/2,
que corresponde a todos os possiveis pares de solugoes em RefSet. Os pares em
NewSubsets sdo selecionados um por vez em ordem lexicografica e o procedi-
mento Combina¢io de Solugdes é aplicado para gerar uma ou mais solugoes
no passo 5. Se uma nova solugao criada melhora a pior solu¢ao do conjunto
de referéncia RefSet corrente, entao ela a substitui e RefSet é reordenado no
passo 6. O flag NewSolutions é alterado para TRUF e o subconjunto s que foi
combinado é removido de NewSubsets nos passos 7 e 8, respectivamente.

4.10 Coloénia de Formigas

A meta-heuristica Otimizagao por Coloénia de Formigas, ou simplesmente Colo-
nia de Formigas (Ant Colony Optimization Metaheuristic - ACO), tem sua ori-
gem na tese de doutorado de Marco Dorigo [9], publicada mais tarde em [10].

O método simula o comportamento de um conjunto de agentes (formigas)
que se cooperam para resolver um problema de otimizacdo. A cooperagao entre
as formigas se da por meio do feromoénio depositado por cada formiga ao se
deslocar no espago de busca, permitindo que esse rastro possa ser usado como
informacao por outras formigas.

De acordo com [11], informalmente, o comportamento das formigas em um
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algoritmo ACO pode ser resumido como segue. Uma colénia de formigas move
de forma concorrente e assincrona construindo caminhos no espago de busca.
Elas movem aplicando uma politica de decisao local estocastica, que faz uso
das trilhas de feromonio e informagoes heuristicas. Ao se moverem, as formigas
constroem novas solugdes para o problema de otimizagdo. Construida uma solu-
¢ao, ou durante a construgdo de uma solugao, a formiga avalia a solugao (parcial
ou completa) e deposita uma trilha de feromonio apenas nas componentes ou
conexoes usadas durante o caminho. Esta informacao de feromonio é usada para
direcionar a busca das outras formigas.

Além das atividades das formigas, um algoritmo ACO inclui dois procedi-
mentos adicionais: evaporacao da trilha de feroménio e agbes daemon, sendo
esta ultima componente opcional. A evaporagao de feromonio é o processo pelo
qual o feromoénio depositado pelas formigas decresce ao longo do tempo. Do
ponto de vista prético, a evaporagao de feromonio é necessaria para evitar uma
convergéncia prematura do algoritmo em uma regiao sub6tima. Este procedi-
mento implementa uma forma util de esquecimento, favorecendo a exploragao
de novas regides do espago de busca. As agoes daemon podem ser usadas para
implementar agoes centralizadas, as quais nao seriam realizadas pelas formigas
tomadas isoladamente. Como exemplos destas agdes podemos citar a ativagao
de um procedimento de busca local ou uma colegao de informagoes globais que
podem ser usadas para decidir se € util ou ndo depositar feromoénio adicional
para guiar a busca sob uma perspectiva nao local. Como um exemplo pratico,
o daemon pode observar o caminho encontrado por cada formiga da colonia e
escolher para depositar uma quantidade extra de feroménio apenas nas com-
ponentes usadas pela formiga que construiu a melhor solu¢do. Atualiza¢oes
de feromoénio realizadas por daemon sao chamadas atualizagoes de feromoénio
off-line.

Apresenta-se, pela Figura uma implementacao basica da meta-heuristica
Coldnia de Formigas aplicada ao Problema do Caixeiro Viajante. Nesta im-
plementacao, m é a quantidade de formigas, @) é a quantidade de feromoénio
depositada por uma formiga apds concluir uma rota, I'g é a quantidade inicial
de feromoénio em cada arco, d;; ¢ a distancia entre as cidades ¢ e j, I';; é a
quantidade de feroménio em cada arco (3, j), Al"fj é a quantidade de feromoénio
depositada por cada formiga k em cada arco (i, 7), p é a taxa de evaporagao de
feromoénio e AI' é a quantidade de feromoénio depositada por todas as formigas
no arco (i, 7).

Para a obtencdo de uma rota para uma formiga (passo 3(b) da Figura, o
algoritmo pressupoe que a formiga lembra-se das cidades ja visitadas. Estando
na cidade ¢, a formiga k escolhe a cidade j, dentre as ainda nao visitadas, com
uma probabilidade dada pela expressao ({8)):

Db = [Cig]* < [n35)°
I 3 [Pal> x [nal?
lenk

Vj e nF (8)

em que Nf representa o conjunto de cidades ainda nao visitadas pela formiga
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procedimento ColoniaFormigas
1 Seja @ e 'y constantes;
I* o0
2 Faca AT';j <~ 0 eI;; < I'y para todo arco (i, j);
3 Para (cada formiga k =1,--- ,m) faga
(a) Selecione a cidade inicial para a k-ésima formiga
(b) Obtenha uma rota R* para cada formiga k
(c) Seja L* o comprimento da rota R*
(
(

d)se ( LF < f* ) entdo s* <+ RF e f* « f(s*)
e) Calcule a quantidade de rastro deixado pela formiga k:
se (arco (i, j) pertence & rota R")
entao AFZ — dij X Q/Lk
senio Affj «~0
fim-se
(f) Faga AD; < AD; + AL},
4 fim-para;
5 FagaI'yj < (1—p) x Ty + ALy V (i, ])
6 se (a melhor rota s* ndo foi alterada nas ultimas IterMaz iteragoes)
7 entdo PARE: s* é a melhor solugao
8
9

senao Retorne ao Passo 3
fim-se
fim ColoniaFormigas;

Figura 23: Algoritmo Colonia de Formigas

k, mi; = 1/d;; é uma informacao heuristica disponivel a priori e a e 3 sao
dois parametros que determinam a influéncia relativa da trilha de feromoénio e
da informacao heuristica, respectivamente. Se @ = 0 entao a probabilidade de
selecao é proporcional a [mj]ﬁ e as cidades mais proximas tém maiores chan-
ces de serem escolhidas. Neste caso, o algoritmo comporta-se como um método
guloso estocastico (diz-se estocastico porque as formigas sao inicialmente aleato-
riamente distribuidas entre o conjunto de cidades e, assim, ha miltiplos pontos
de partida). Se 8 = 0, entao somente a utilizagdo de feromonio tem influéncia,
induzindo a uma estagnagao rapida da busca, isto é, todas as formigas seguindo
o0 mesmo caminho e construindo as mesmas solugoes.

Observe, no passo 3(e) da Figura que a quantidade de feromonio deposi-
tada em cada arco (i, 7) visitado por uma formiga é proporcional ao comprimento
do arco, uma vez que a quantidade unitaria de feromoénio (Q/L*) depositada
pela formiga k£ é multiplicada pelo comprimento d;; do arco. Assume-se, tam-
bém, ao contrario do caso real, que a formiga s6 deposita o feromoénio apos
concluir a rota e nao durante o percurso. Nas implementagoes apresentadas em
[11], considera-se apenas AFZ « 1/L*, desprezando-se o comprimento de cada
arco e a quantidade ) de feromoénio depositada por cada formiga ap6s concluir
uma rota.

Uma extensdo interessante do algoritmo ACO apresentado na Figura [23]
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consiste em substituir o passo 5 pela expressao @:

Lyj 4 (L= p) x Tij + p x ATF Y (i, ) (9)
em que AF%&“ representa a trilha de feroménio deixada pela formiga que pro-
duziu a melhor solugdo (pode ser tanto a melhor solugdo de uma iteragio en-
volvendo m formigas ou a melhor solucao global). A atualizagdo da trilha de
feromonio é feita, neste caso, usando uma forte estratégia elitista, pois somente
o feromonio da formiga que produziu a melhor solugao é usado para proceder a
atualizacao da trilha de feroménio em todos os arcos.

Uma outra estratégia elitista consiste em ordenar os comprimentos das rotas
geradas pelas m formigas em cada iteracao e considerar que apenas as formigas
associadas as w — 1 melhores rotas (w < m) e a melhor rota global podem
depositar feromoénio. A r-ésima melhor formiga da colonia contribui com a
atualizagdo de feromonio com um peso dado por max{0,w — r} enquanto a
formiga que produziu a melhor solugao global contribui com um peso w. Nesta
situagao, o passo 5 da Fig‘ura é substituido pela expressao :

w—1
Dij (L—p) x Ty + Y ((w—7r) x AT}) +w x ATY ¥ (i, j) (10)
r=1

em que AFf;) indica a trilha de feroménio deixada pela formiga que produziu a
melhor solugao global até entao.

4.11 Algoritmos Meméticos

A meta-heuristica Algoritmos Meméticos (Memetic Algorithms) é uma variagdo
de Algoritmos Genéticos, consistindo no refinamento dos individuos antes de se
submeterem as operacoes de recombinacao e mutagao.

4.12 Annealing Microcanénico

Trata-se de uma variante do algoritmo Simulated Annealing, proposta em [1J.
Diferentemente do SA, que baseia-se na simulagao dos estados de um sistema
fisico a temperatura constante, o algoritmo Annealing Microcandnico simula
a variagao dos estados a energia constante. Utiliza, para esse proposito, uma
versao do Algoritmo de Creutz [5l [36], o qual introduz uma variavel, chamada
de demodnio, para modelar as flutuacgoes de energia.

A partir de uma solugao inicial arbitraria s, geram-se novas solugoes de
forma que E + D = constante, sendo D a energia do demoénio (0 < D < D,p44)
e F a energia do sistema (f(s)). O procedimento principal consiste em um loop
que gera, randomicamente, em cada iteracao, um tnico vizinho s’ da solugao
corrente.

Chamando de A a variagao de energia ao mover-se de s para s’, o método
aceita o movimento, e a solugao vizinha s’ passa a ser a nova solugao corrente,
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se A <0, com a condigao de que D — A < D4z, isto €, que a energia liberada
nao supere a capacidade do demoénio. Caso A > 0 a solugao vizinha s’ também
pode ser aceita, desde que A < D, isto é, que a energia necessaria possa ser
suprida pelo deménio. Em ambos os casos, se houver aceitacao, o demoénio D
recebe (ou libera, respectivamente) a variagdo de energia envolvida ao mover-se
de s para s, isto ¢, D < D —A. Desta forma, a energia total, £+ D, permanece
constante.

O demoénio assume, inicialmente, um valor D,,.,. Apds um certo nimero
de iteragoes (o qual representa o nimero de iteragoes necessarias para o sistema
atingir o equilibrio térmico numa dada configuragdo de energia), esse valor é
gradativamente diminuido até anular-se.

A vantagem de se usar o algoritmo AM é que pode-se estabelecer, com
precisdo, se o equilibrio térmico foi atingido [58]. Da fisica estatistica sabe-se que
o valor médio do deménio ¢ igual & temperatura (D = T') e no equilibrio térmico
tem-se D/a(D) = 1, onde o(D) é o desvio-padrao dos valores do demonio.
Entretanto, sob o ponto de vista pratico, é custoso avaliar computacionalmente
se tal equilibrio foi atingido. Assim, ao invés de avalid-lo durante o progresso
da pesquisa, prefixa-se um nimero méaximo de itera¢coes em um dado nivel de
energia, o qual passa a ser um paradmetro de controle do método.

Os parametros de controle do procedimento sao, pois, a taxa a de diminuic¢ao
da capacidade do demoénio, o niimero de iteragoes em um dado nivel de energia
(AMmaz), o valor D; do demoénio no inicio de cada fase e a capacidade inicial
do deménio D,,qz.

Apresentamos, pela Figura [24] o pseudocodigo de um algoritmo Annealing
Microcanonico bésico.



Inteligéncia Computacional para Otimizagao 55

procedimento AM (f(.),N(.),AMmaz,x,D;,Dpaz,S)
1 s*«s; {Melhor solugdo obtida até entao}
2 enquanto (D,,q. > 0) faca

4 para (IterE =1,2,..., AMmax) faca

5 ~ Gere um vizinho qualquer s’ € N(s);
6 A= () - £(5);

7 se (A <0)

8 entao

9 @(D_ASDmaw)m
10 s+ §';

11 D <+ D—A;

12 se (f(s') < f(s*)) entdo s* + ¢';
13 fim-se;

14 senao

15 se (D — A > 0) entdio

16 s+ 8;

17 D+ D-—A;

18 fim-se;

19 fim-se;

20 fim-para;

21 Dmaw —aX Dmaw;
22 fim-enquanto;

23 5« s*;

24 Retorne s;

fim AM,;

Figura 24: Algoritmo Annealing Microcandnico

4.13 Otimizagao Microcandnica

Trata-se de uma alternativa ao Annealing Microcandnico, proposta original-
mente em [59]. Referenciamos a [59, 36} 58] para uma descri¢ao mais detalhada
do método.

O algoritmo de Otimizagdo Microcanodnica (OM), descrito pela Figura
consiste de dois procedimentos, os quais sao aplicados alternadamente: iniciali-
zacao e amostragem.

Na fase de inicializagdo, OM realiza somente movimentos de melhora, gui-
ando a uma configuragdo de minimo local. Para tentar escapar desta confi-
guragao, executa-se a amostragem, fase na qual um grau extra de liberdade
(denominada demdnio) produz pequenas perturbagoes na solucao corrente. Em
cada iteracao desta fase, movimentos randémicos sao propostos, sendo aceitos
apenas aqueles nos quais o demoénio é capaz de absorver ou liberar a diferencga
de custo envolvida. Apos a fase de amostragem, uma nova inicializagao é reali-
zada e o algoritmo assim prossegue, alternando entre as duas fases, até que uma
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procedimento OM(f(.),N(.),OMmazx,s)

1 s« s {Melhor solugéo obtida até entao}

2 TIter < 0; {Numero de iteragoes}

3 MelhorIter + 0; {Iteragdo mais recente que forneceu s*}
4 enquanto (Iter — MelhorIter < OMmax) faga

5 ITter < Iter +1;

6 InicializacaoOM (f(.),N(.),Imax,s);
7 se(f(s) < [f(s7)) entao

8 §* <+ s;

9 MelhorIter < Iter;

10 fim-se;

11 AmostragemOM (f(.),N(.),D;,Dmaz,Amax,s);
12 fim-enquanto;

13 s+ s*;

14 Retorne s;

fim OM;

Figura 25: Algoritmo de Otimizagdo Microcandnica

condicao de parada seja satisfeita.

O demo6nio é definido por dois paradmetros: sua capacidade D,,.. € seu
valor inicial D;. A fase de amostragem gera uma sequéncia de estados cuja
energia é conservada, exceto para pequenas flutuacoes, as quais sdo modeladas
pelo deménio. Chamando de E; a energia (custo) da solugdo obtida na fase de
inicializacao, de D e E a energia do demoénio e da solugao, respectivamente, em
um dado instante da fase de amostragem, tem-se £+ D = E; + D; = constante.
Portanto, esta fase gera solugbes no intervalo [F; — Dyar + Di, E; + D;).

Os parametros principais de controle do algoritmo OM sdo o nimero maximo
OMmazx de iteragdes consecutivas sem melhora em OM, o nimero maximo de
iteragOes consecutivas sem melhora na fase de inicializaggo I'mazx, o nimero
maximo de iteragoes de amostragem Amax, o valor inicial D; do demoénio e a
sua capacidade maxima D, 4.

Apresentamos, pelas figuras [26] e [27] os pseudocodigos das fases de iniciali-
zagdo e amostragem, respectivamente, de um algoritmo de Otimizagdo Micro-
canonica basico.



Inteligéncia Computacional para Otimizagao 57

procedimento InicializacaoOM (f(.),N(.),Imax,s)

1 s s {Melhor solucao obtida até entao}
2 Iter + 0 {Ntmero de iteracoes}

3 MelhorIter < 0; {Iteracdo mais recente que forneceu s*}
4 enquanto (Iter — MelhorIter < I'max) faga

) Iter + Iter + 1;

6 Gere um vizinho qualquer s’ € N(s);

T A= f(s) - f(s);

8 se (A <0)

9 entao

10 s+ §;

11 se (f(s') < f(s7)) entdio

12 s* ¢

13 MelhorlIter < Iter;

14 fim-se;

15 sendo Ponha A na lista dos movs rejeitados;
16 fim-se;

17 fim-enquanto;

18 5 ¢ 57

19 Retorne s;

fim InicializacaoOM;

Figura 26: Fase de inicializacao do algoritmo de Otimizagao Microcanoénica
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procedimento AmostragemOM (f(.),N(.),D;,Dmaz,Amaz,s)

1 Seja s solugao advinda da fase de inicializagao;
2 Escolha D,,.. e Dy da lista de movimentos rejeitados;
3 D« Dy {Valor corrente do deménio}

4 para (Iter =1,2,..., Amaz) faga

5  Gere um vizinho qualquer s’ € N(s);

6 A= (s f(s)

7 se (A <0)

8 entao

9 se (D - A S DnLaac) M

10 s+ s

11 D+ D - A;

12 fim-se;

13 senao

14 se (D — A > 0) entao

15 s+ 8;

16 D+ D-—A;

17 fim-se;

18 fim-se;

19 fim-para;

20 Retorne s;
fim AmostragemOM,;

Figura 27: Fase de amostragem do algoritmo de Otimizagdo Microcanonica
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5 Teécnicas especiais de intensificacao e diversifi-
cacao

5.1 Reconexacao por Caminhos

A técnica Reconexao por Caminhos ou Religagdo de Caminhos, conhecida na
literatura inglesa como Path Relinking, foi proposta em [I8] como uma estratégia
de intensificacdo para explorar trajetorias que conectavam solugoes elite obtida
pelo método Busca Tabu ou Scatter Search [21].

Esta busca por solugoes de melhor qualidade consiste em gerar e explorar
caminhos no espago de solugoes partindo de uma ou mais solugoes elite e le-
vando a outras solugoes elite. Para tal finalidade, sao selecionados movimentos
que introduzem atributos das soluc¢oes guia na solucao corrente. Desse modo,
a Reconexao por Caminhos pode ser vista como uma estratégia que objetiva
incorporar atributos de solugoes de boa qualidade, favorecendo a selegao de
movimentos que as contenham.

A Reconexao por Caminhos pode ser aplicada segundo duas estratégias ba-
sicas [54]:

e Reconexao por Caminhos aplicada como uma estratégia de pos-otimizagao
entre todos os pares de solucoes elite;

e Reconexao por Caminhos aplicada como uma estratégia de intensificagao
a cada o6timo local obtido apés a fase de busca local.

A aplicacdo da técnica de Reconexao por Caminhos como um procedimento
de intensificacao a cada 6timo local é mais eficaz do que empregé-la como um
procedimento de pos-otimizagao [54]. Neste caso, a Reconexao por Caminhos é
aplicada a pares (s1, s2) de solugdes, onde s1 é a solugao corrente obtida apos
o procedimento de busca local e sy é uma solugao selecionada aleatoriamente
de um conjunto formado por um nimero limitado, TamConjFElite, de solugoes
elite encontradas durante a exploragao do espago de solugoes. Este conjunto
estd, inicialmente, vazio. Cada solugdo obtida ao final de uma busca local é
considerada como uma candidata a ser inserida no conjunto elite, desde que
ela seja melhor que a solucao de pior qualidade desse conjunto e apresente um
percentual minimo de diferenga em relacao a cada solugao do conjunto elite
(PercDif). Esta estratégia é adotada para evitar que o conjunto elite contenha
solugbes muito parecidas. Se o conjunto estiver vazio, a solu¢ao é simplesmente
inserida no conjunto. Se o conjunto elite ja possui TamConjElite solugoes e a
solucao corrente é candidata a ser inserida neste conjunto, entao esta substitui
a solugao de pior qualidade.

O algoritmo inicia computando a diferenga simétrica A(sy, s2) entre s1 e sg,
resultando no conjunto de movimentos que deve ser aplicado a uma delas, dita
solucdo inicial, para alcangar a outra, dita solucao guia. A partir da solugdo
inicial, o melhor movimento ainda nao executado de A(sq, s2) é aplicado a solu-
¢ao corrente até que a solugao guia seja atingida. A melhor solugao encontrada
ao longo desta trajetoria é considerada como candidata & inser¢ao no conjunto



Inteligéncia Computacional para Otimizagao 60

elite e a melhor solugao ja encontrada é atualizada. Diversas alternativas tém
sido consideradas e combinadas em implementagbes como as de [54]:

e Nao aplicar Reconexao por Caminhos a cada iteragao, mas sim periodica-
mente, para nao onerar o tempo de execucao do algoritmo;

e Explorar duas trajetorias potencialmente diferentes, usando s; como so-
lucao inicial e depois s3 no mesmo papel;

e Explorar apenas uma trajetoria, usando s; ou s como solugao inicial e

e Nao percorrer a trajetéria completa de s; até sp, mas sim apenas parte
dela (Reconexao por Caminhos Truncada).

Para a escolha da alternativa mais apropriada, deve-se ter um compromisso
entre tempo de processamento e qualidade da solugdo. Em [51] foi observado
que a exploracao de duas trajetérias potencialmente diferentes para cada par
(s1,82) de solugbes consome, aproximadamente, o dobro do tempo de proces-
samento necessario para explorar apenas uma delas, com um ganho marginal
muito pequeno em termos de qualidade de solugao. Também foi observado pelos
autores que, se apenas uma trajetéria deve ser investigada, melhores solugoes
tendem a ser obtidas quando a Reconexao por Caminhos usa como solugao ini-
cial a melhor solugao dentre s; e so (Esta ¢ a chamada Reconexao por Caminhos
Regressiva - Backward Path Relinking). Como a vizinhanga da solu¢do inicial
é explorada com muito mais profundidade do que aquela da solucao guia, usar
como solugao inicial a melhor dentre s; e so oferece mais chances ao algoritmo de
investigar mais detalhadamente a vizinhanga da solucao mais promissora. Pela
mesma razao, as melhores solugoes sao normalmente encontradas proximas da
solugao inicial, permitindo que o procedimento de Reconexao por Caminhos seja
interrompido ap6s algumas iteragoes, antes de a solucao guia ser alcancada.

Na Figura representa-se o pseudocédigo do procedimento de reconexao
por caminhos para um problema de minimizagao.

A Figura [28 mostra que o algoritmo de Reconexao por Caminhos unidireci-
onal inicia determinando o conjunto de movimentos A(s,g) que seré aplicado a
s (solugdo inicial) até chegar a g (solugdo guia) (linha 3). Cada iteragao do pro-
cedimento de reconexao por caminhos unidirecional possui os quatro seguintes
passos:

e aplicar & solugao corrente g o melhor movimento do conjunto de movi-
mentos (linha 5), obtendo a solucao g”;

e excluir o melhor movimento do conjunto de movimentos ainda possivel

(linha 6);
e atualizar a soluc@o corrente (linha 7); e

e testar se a solugao corrente, g, é melhor que a melhor solucao, ¢’, en-
contrada ao longo da trajetéria aplicada a s para chegar a g. Em caso
afirmativo, atribui-se g a ¢’ (linha 9). No inicio do método de reconexao
por caminhos, atribui-se a ¢’ a melhor solugao dentre s e g (linha 2).
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Procedimento Reconexdo-Caminhos
1: g < s;
2: Atribuir a ¢’ a melhor solugao entre s e g;
3: Calcular o conjunto de movimentos possiveis A(s,g);
4: while |A(s,g)| # 0 do
5. Atribuir a ¢” a melhor solugao obtida aplicando o melhor movimento de
A(s,g) a g;
6:  Excluir de A(s,g) este movimento;
g9
8. if f(g) < f(¢') then
9: 9 <G
10:  end if
11: end while
12: Retorne ¢';

Figura 28: Procedimento de Reconexao por Caminhos

Quando a solugao corrente chega a g, o algoritmo de Reconexao por Cami-
nhos se encerra (linha 4 da Figura[28) e retorna a solucdo ¢’ (linha 12).

A Figura ilustra o funcionamento da Reconex@o por Caminhos em um
problema de programacao de tripulagoes (Crew Scheduling Problem). Nesta
figura representa-se uma solu¢ao por uma matriz cujos elementos (1,...,9) sdo
tarefas a serem alocadas a jornadas de trabalho. Cada linha da matriz constitue
uma jornada de trabalho.

Para computar a diferenga A(s1,s2) entre as solugdes inicial e guia, verifica-
se, inicialmente, se cada jornada da solucao guia estd na solucao inicial. Para
tornar este passo mais otimizado, pode-se utilizar o seguinte esquema de com-
paragao entre jornadas:

1. Compara-se, inicialmente, a fungao de avaliacao de cada jornada envol-
vida. Se forem diferentes, conclui-se que as jornadas sao diferentes. Caso
contrario, passa-se para o passo seguinte;

2. Compara-se o numero de tarefas de cada jornada envolvida. Se forem dife-
rentes, conclui-se que as jornadas sao diferentes. Caso contrario, analisa-se
0 passo seguinte;

3. Compara-se tarefa por tarefa de cada jornada envolvida. Se houver alguma
tarefa diferente, conclui-se que as jornadas sao diferentes; caso contrario,
as jornadas sao iguais.

Apos ser computada a diferenca entre as solugoes inicial e guia, incorpora-
se na solugao inicial cada jornada presente na diferenca. A seguir é fixada a
jornada adicionada e feita a consisténcia da solugao, eliminando-se as tarefas
redundantes, confome ilustrado na Figura [29(a). Cada solugao intermediaria é
entao submetida a uma busca local mantendo-se fixa a jornada adicionada. O
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Figura 29: Mecanismo de intensificagdo Reconexdo por Caminhos aplicado ao
PPT

procedimento Reconexao por Caminhos prossegue com a melhor solugao inter-
mediéria (Figura b)) Como a solugéo intermediaria desse exemplo incorpo-
rou a segunda jornada da solugao guia, entao sao analisadas a incorporacao a
solucao corrente da primeira e terceira jornadas da solugao guia. Excluida a re-
dundancia das solugoes e aplicada a busca local (mantendo-se fixas as jornadas
incorporadas), o procedimento é encerrado, retornando a melhor das solugoes
intermediarias encontradas.

Ilustremos, agora, a aplicacdo do procedimento RC em uma instancia do
PCV. Seja sC = (1,3,5,2,4) a solugdo corrente e sG = (4,5,1,3,2) a solugdo
guia. Vamos supor que f(sC) = 100 e f(sG) = 120, isto é, que estamos
aplicando a Reconexao por Caminhos Regressiva.

Inicialmente, devemos definir qual é o atributo da solugao guia que deve ser
inserido na solugao corrente a cada iteracao. Uma opgao é definir como atributo
a ordem (posi¢ao) de visita de uma cidade. Neste caso, a cidade 4 é a primeira
a ser visitada na solugao guia, a cidade 5 é a segunda e assim por diante.

Assim sendo, vejamos como inserir esses atributos na solugdo corrente. A
primeira iteracao da RC consiste em escolher, dentre os cinco possiveis atributos
(cidade 4 na primeira posigao, cidade 5 na segunda posicao, cidade 1 na terceira
posigao, cidade 3 na terceira posi¢do e cidade 2 na quinta posigao), qual deles
traz um melhor valor para a fungao de avaliagao.

1. Inser¢ao do primeiro atributo da solucao guia: Inserindo a cidade 4 na
primeira posi¢ao de sC no lugar da cidade 1, entao esta ultima cidade

deve ocupar o lugar da cidade 4, isto é, a quinta posi¢ao de sC, isto é,
sCt = (4,3,5,2,1).
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2. Insergao do segundo atributo da solugao guia: Inserindo a cidade 5 na
segunda posi¢ao de sC' no lugar da cidade 3, entao esta ultima cidade
deve ocupar o lugar da cidade 5, isto é, a terceira posicao de sC, isto é,
sC? = (1,5,3,2,4).

3. Insergao do terceiro atributo da solugao guia: Inserindo a cidade 1 na
terceira posicdo de sC' no lugar da cidade 5, entdo esta ultima cidade
deve ocupar o lugar da cidade 1, isto é, a primeira posigao de sC, isto &,
sC® = (5,3,1,2,4).

4. Inser¢ao do quarto atributo da solugao guia: Inserindo a cidade 3 na
quarta posigao de sC' no lugar da cidade 2, entao esta tultima cidade deve
ocupar o lugar da cidade 3, isto ¢, a segunda posicao de sC, isto ¢, sC* =
(1,2,5,3,4).

5. Insergao do quinto atributo da solugao guia: Inserindo a cidade 2 na quinta
posigao de sC no lugar da cidade 4, entao esta ultima cidade deve ocupar o
lugar da cidade 2, isto ¢, a quarta posicio de sC, isto ¢, sC° = (1, 3,5, 4, 2).

Suponhamos que a melhor dessas solucdes intermediarias seja sC*, isto é, o
valor de f(sC*) = min{f(sC’) Vj =1,---,5}. Entdo, sobre essa solugao inter-
mediaria sC* aplicamos um procedimento de busca local com a condicdo de que a
quarta cidade a ser visitada (ou seja, a cidade 3) néo seja alterada dessa posigao.
Essa condicao é necesséria pois esse é um atributo da solugao guia e que deve
ser alcancado. Ao aplicar a busca local, a ordem de visita das demais cidades
pode ser alterada. Vamos supor que ap6s a busca local sobre sC* a solucio
resultante seja o 6timo local sC” = (5,1,2,3,4). Esse 6timo local passa a ser a
nova solugao corrente, isto ¢, sC < sC”.

O préximo passo é definir qual o segundo atributo da solugao guia a ser inse-
rido na solugao corrente sC. Observe que, agora, s6 hé quatro atributos a serem
analisados, a saber: (cidade 4 na primeira posigao, cidade 5 na segunda posigao,
cidade 1 na terceira posigao e cidade 2 na quinta posi¢ao). Evidentemente, a
quarta posi¢ao nao pode ser modificada e permanece fixa durante todo o proce-
dimento. O atributo escolhido é aquele que produz a solugao intermediaria com
a melhor avaliacao e sobre a qual sera aplicada busca local.

Prosseguindo com este procedimento, fica claro que em n — 1 passos, sendo
n o numero de cidades, alcanca-se a solugao guia. Ao incorporar atributos da
solugao guia na solugao corrente em cada passo, o procedimento RC pode gerar
solugoes ainda melhores.

Apresenta-se na Figura [30] o pseudocodigo dos principais blocos de um al-
goritmo Busca Tabu com intensificacao por Reconexao por Caminhos para um
problema de minimizagao.

Na Figura[30} IterAtivRC é um parametro que representa o nimero de itera-
¢oes sem melhora da Busca Tabu a partir do qual deve-se acionar o procedimento
Reconexao por Caminhos e IteracoesRC indica quantas vezes o procedimento
RC' sera acionado.
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Algoritmo BTRC

Entrada: f(.),N(.), A(.), |V, fmin, |T|, BTmaz, s, Iter AtivRC, IteracoesRC
§* +— s
Iter <+ 0;
Melhorlter < 0;
T+ ©;
ConjuntoElite + @
IterSemMelhora < 0;
Inicialize a func@o de aspiragio A;
while Critério de parada nao satisfeito do
Iter « Iter+1;
Seja s’ + s @ m tal que o movimento m nao seja tabu (m ¢ T) ou
f(s') < A(f(s));
Atualize a lista tabu;
s« §';
if s deve pertencer ao conjunto de solugoes elite then
Insira s no ConjuntoFElite;
end if
if  (IterSemMelhora wmod IterAtivRC < IteracoesRC) e (Iter > IterAtivRC)
then
Escolha aleatoriamente g € ConjuntoElite com probabilidade uniforme;
Atribua a g’ a melhor solugdo obtida aplicando reconexdo por caminhos ao
par (S,g);
s+ g';
end if
if ¢’ deve pertencer ao conjunto de solugoes elite then
Insira ¢’ no ConjuntoFElite;
end if
if f(s) < f(s*) then
§* + s
Melhorlter < Iter;
IterSemMelhora < 0;
else
IterSemMelhora < IterSemMelhora + 1;
end if
Atualize a fungao de aspiragao A;
end while
S+ s
Retorne s;

Figura 30: Algoritmo Busca Tabu com Reconexao por Caminhos
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5.2 Principio da Otimalidade Préxima

Pelo Principio da Otimalidade Proxima (Proxzimate Optimality Principle), boas
solugoes em um nivel estao préximas de boas solugoes em um nivel
adjacente [2]].

Uma implementagao deste principio no contexto de uma heuristica constru-
tiva consiste em refinar a solug@o parcial periodicamente durante o processo de
construgao.

Por exemplo, considerando o Problema do Caixeiro Viajante, imagine que
uma solugdo parcial envolvendo 6 cidades seja s = (1 3 4 5). Entédo, antes
de prosseguir com a escolha das duas cidades ainda nao visitadas, a saber, as
cidades 2 e 6, esta solugao parcial deve ser refinada por um método qualquer,
por exemplo, o método da Descida. Assim, a construgao s6 prossegue apos o
refinamento, que, no caso, pode alterar a ordem de visita das cidades previa-
mente visitadas. Inserida a préxima cidade, é feito outro refinamento e assim
sucessivamente. Como o refinamento apés cada inser¢do pode ser custoso com-
putacionalmente, também é comum aplica-lo a cada IterPOP insercoes, sendo
IterPOP um parametro para o procedimento. Outra estratégia comumente ado-
tada consiste em prosseguir com o refinamento até que um percentual méximo
de insergoes seja atingido. Por exemplo, no caso do PCV, far-se-iam as insergoes
seguidas de refinamento até que 75% das cidades fossem inseridas. Apos esse
percentual, a construgao seguiria sem a fase de refinamento.

5.3 Relaxacao Adaptativa

A Relaxacao Adaptativa (também conhecida como Oscilagido Estratégica) esta
intimamente ligada as origens da Busca Tabu [2I]. Esta técnica prové um meio
de se alcancar uma combinagao entre intensificacao e diversificacao. Ela consiste
em orientar movimentos em relagdo a um nivel critico, que pode ser identificado
por um estagio de construgao ou um intervalo escolhido de valores para uma
fungdo. Tal nivel critico (ou fronteira de oscilagdo) freqiientemente representa
um ponto onde o método normalmente seria interrompido. Em vez de parar
quando esta fronteira é alcangada, as regras para selecionar movimentos sao
modificadas para permitir que a regiao definida pelo nivel critico seja atraves-
sada. Esta abordagem entdo continua até uma dada profundidade além da
fronteira de oscilagdo. Encontrado este limite, retorna-se na direcao oposta, e
assim por diante.

A Figura [31] ilustra o comportamento deste procedimento.

O processo de repetidamente abordar e atravessar o nivel critico a partir
de diferentes diregoes cria um comportamento oscilatorio, o qual da o nome
ao método. O controle sobre esse comportamento é estabelecido por meio da
geragao de avaliacOes e regras modificadas para os movimentos, dependendo
da regido navegada e da diregdo da busca. A possibilidade de percorrer uma
trajetoria ja visitada é evitada por mecanismos tabu padroes, tais como aqueles
estabelecidos pelas fungoes da memoéria de curto prazo.

Em [55] apresenta-se um mecanismo de relaxagdo adaptativa onde os pesos,



Inteligéncia Computacional para Otimizagao 66

ANANAN

Fronteira de Oscilagao

epeprpunjoid

Nivel ou Valor Funcional

| | | | | >
0 1 2 3 Iteragoes

Figura 31: Oscilagao Estratégica

para cada fonte de inviabilidade da funcao de avaliagao, sao ajustados dinami-
camente como proposto por [I4]. Para cada fonte de inviabilidade ¢ o peso w; é
multiplicado por um fator «; que varia de acordo com o seguinte esquema:

1. No inicio da busca «; < 1.
2. A cada k£ movimentos:

e setodas as k solugoes visitadas sao factiveis em relacao a inviabilidade
i entdo a;  «;/7;

e se todas as k solugoes visitadas sdo infactiveis em relagao a inviabi-
lidade ¢ entao «; < a; X 7;

e se algumas solugoes sao factiveis e algumas outras sao infactiveis
entao «; permanece inalterado.

O valor do pardmetro 7 neste esquema é randomicamente selecionado, a
cada vez, no intervalo [1,8;2,2]. Em [I4], v é deterministicamente fixado no
valor 2. Em [55] optou-se por randomizar tal valor para evitar que escolhas
deterministicas pudessem guiar a busca.

Cada valor de a; é limitado por duas constantes o, min € @i, max- 1550 implica
que se oy; assumir um valor superior a o;, max, €ntao ele recebe o valor a;, max. De
maneira semelhante, se o; assumir um valor inferior a o; min, ele recebe o valor
@, min- A limitac@o do valor de ; tem como objetivo ndo perder o referencial de
avaliagao das solugoes, fato que ocorreria apos uma longa seqiiéncia de solugoes
infactiveis ou factiveis, em decorréncia de valores muito altos ou muito baixos,
respectivamente, para esse parametro.
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A Figura[32] apresenta o pseudocodigo de um algoritmo Busca Tabu que faz
uso de um procedimento de Relaxacao Adaptativa.

O método de Busca Tabu implementado interrompe a busca do melhor vi-
zinho da solugdo corrente em duas situagdes: (1) quando o vizinho gerado é
melhor que a melhor solugdo gerada até entdo (linha 11) e (2) quando um
vizinho nao tabu é melhor que a solu¢do corrente (linha 15). Nesta figura,
IteracaoAtualizacao() indica quando os pesos dinAmicos devem ser atualizados.
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Algoritmo BTRA

1: s < GerarSolucaolnicial();

2: ¥+ s;

3: ListaTabu < 0;

4: repeat

5. Selecione um subconjunto V' da vizinhanga corrente N, com V C N;
6:  melhorMovimento <— movimentoRandomico(V');

7. melhorCustoDinamico < oo;

8. for all Movimento m € V' do

9: if ( f(s@®m) < f(s*)) then

10: melhorMovimento < m;

11: interromper;

12: else

13: if (m ¢ ListaTabu) then

14: if ( f(s®m) < f(s)) then

15: melhorMovimento < m;

16: interromper;

17: else

18: if (CustoPorPesosDinamicos(s @ m) < melhorCustoDinamico)

then

19: melhorMovimento < m;
20: melhorCustoDinamico < CustoPorPesosDinamicos(s ® m);
21: end if
22: end if
23: end if
24: end if

25:  end for

26: s < s @ melhorMovimento

27: if f(s) < f(s*) then

28: §* + s

29:  end if

30:  AtualizarListaTabu();

31:  se IteracaoAtualizacao() entdo AtualizarPesosDinamicos();
32: until Critério de parada seja alcangado;

33: s+ s,

34: Retorne s;

Figura 32: Algoritmo de Busca Tabu com Relaxacao Adaptativa
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