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Resumo

O Problema de Cobertura de Conjuntos (PCC) tem um importante papel dentro da Pesquisa
Operacional e surge em muitos problemas praticos. O objetivo deste artigo € apresentar um algoritmo
heuristico baseado em Algoritmos Genéticos para a resolugdo do PCC. O algoritmo ¢ inicializado com
uma populagdo gerada por um algoritmo guloso randomizado. Um novo operador de cruzamento € um
novo operador de mutagdo adaptativo foram incorporados ao algoritmo para intensificar a busca. O
algoritmo foi testado com uma classe de problemas de custos ndo unitarios da OR-Library, sem aplicar
técnicas de reducdo do problema, o qual apresentou resultados melhores que os encontrados na
literatura.
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Abstract

The Set Covering Problem (SPC) plays an important role in Operational Research since it can be
found as part of several real world problems. In this work we report the use of a genetic algorithm to
solve SCP. The algorithm starts with a population chosen by a randomized greedy algorithm. A new
crossover operator and a new adaptive mutation operator were incorporated into the algorithm to
intensify the search. Our algorithm was tested for a class of non-unicost SPC obtained from OR-
Library without applying reduction techniques. The algorithms found solutions better than the ones
found in the literature.
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1 O Problema de Cobertura de Conjuntos (PCC)
O Problema de Cobertura de Conjuntos (PCC) - ou Set Covering Problem - € um problema de
otimizagdo definido como segue. Denote-se = {1,2, ..., m} e J={1, 2, ..., n} conjuntos de indices.

Sejal'={ P, I, j € J}, tal que, [ = UPJ . Seja ¢; € um custo associado ao conjunto P;. Define-se de
jeJ

cobertura um subconjunto J*cJ tal que [ = UP/ com custo C* = ch . O PCC consiste em encontrar
jeJ* jeJ*
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uma cobertura de custo minimo. Tal problema pode ser formulado como um problema de
programacao matematica da seguinte forma:

Minimizar Zc X (D)
j=1

Sujeito a Zai/.xj >1 i=1,2,...m 2)
Jj=1
x, €{0,1} j=1,2,...n (3)

Onde A ¢ uma matriz-(0,1) mxn, tal que, a;=1 se e somente se i€ P; e a;=0 em caso contrario. A
variavel x; € a variavel de decisdo do problema que indica se a coluna j foi selecionada (x; = 1) ou ndo
(x; = 0). Note que / e J representam os conjuntos de indices de linhas e colunas, respectivamente, da
matriz A. Além disso, P, representa o vetor da coluna j da matriz A.

E conhecido que o problema de decisio do PCC ¢ da classe NP-completo (Garey e Johnson,
1979). Varias aplicagdes de PCC podem ser encontradas na literatura, tais como: escalonamento de
condutores de empresa de transporte (Desrochers e Soumis, 1989), locagdo de unidades emergenciais
(Toregas et al, 1971), balanceamento em linha de montagem (Salveson, 1955), entre outras. Além da
complexidade teorica, nessas aplicagdes, € muito comum que o problema tenha centenas de linhas e
milhares de colunas. Portanto, por essas caracteristicas ¢ perfeitamente recomendado o uso de
algoritmos heuristicos para a resolucdo do PCC. Na literatura podem ser encontrados varios trabalhos
explorando algoritmos heuristicos para a solu¢do do problema de cobertura de conjunto. Chvatal
(1979) foi um dos primeiros trabalhos utilizando algoritmos gulosos (greedy). Balas ¢ Ho (1980)
também propuseram um algoritmo guloso baseado em cinco novas fungdes gulosas. Posteriormente,
surgiu o trabalho de Vasco e Wilson (1984) que explorou as heuristicas de Chvatal e Balas e Ho,
adicionando novas fungdes gulosas ¢ um procedimento de remogao de colunas redundantes da solugdo
viavel. Feo e Resende (1989) propuseram uma variagdo nio-deterministica da heuristica de Chvatal
conjugando com busca local. Beasley (1990a) e Haddadi (1997) desenvolveram algoritmos baseados
em heuristicas lagrangeanas. Jacobs e Brusco (1993) investigaram a aplicagdo de simulated anneling.
Mais recentemente, Bealey e Chu (1996) e Al-Sultan et a/ (1996) desenvolveram algoritmos baseados
em Algoritmos Genéticos, dos quais o primeiro foi o que apresentou os melhores resultados entre
todos trabalhos encontrados na literatura. Neste trabalho, foi desenvolvido um algoritmo heuristico
baseado em Algoritmos Genéticos que sera apresentado em detalhes na se¢do seguinte.

2 O algoritmo
A seguir serdo apresentadas as implementagdes dos operadores genéticos, assim como
representagdo computacional da populagido e dos cromossomos.

2.1 Funcio de aptidao

Em algoritmos genéticos ¢ comum considerar a medida de aptiddo de um individuo como sendo
um valor positivo. Todos as instidncias do problema utilizadas neste trabalho possuem somente custos
positivos. Assim, a funcdo de aptiddo deste trabalho corresponde exatamente a fungdo objetivo de cada
PCC.

2.2 Esquema de Codificacao

Uma forma natural e bastante utilizada na literatura é a codificacdo da estrutura (solugdo) na
forma de um vetor binario, cujo tamanho ¢ igual ao nimero de colunas da matriz de coeficientes do
PCC (Lopes, 1995; Al-Sultan et al 1996) onde a posicdo j assume valor 1 se a coluna j fazer parte da
solugdo, e 0 em caso contrario. Essa codificacdo ¢ ineficiente considerando que o nimero de colunas
de uma solucdo raramente ultrapassa a metade do ntimero total de colunas da matriz de coeficientes.
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Dessa forma, optou-se por utilizar uma codificacdo na forma de conjunto cobertura ScJ contendo os
indices das colunas pertencentes a solucdo, cuja codificacdo computacional foi através de lista
dinamica.

2.3 Estrutura de dados

Na literatura e nas aplicagdes praticas é bastante comum encontrar problemas de cobertura de
conjunto de baixa densidade (matriz esparsa). Dessa forma, optou-se por uma codificacdo compacta ¢
mais eficiente através de um vetor M=[m;], onde m=P;, j € J. Neste caso, a implementa¢do
computacional de m; também foi através de lista dindmica.

Quanto a representacdo da populacdo, também, utilizou-se de uma implementagdo em lista
dinamica contendo todas as solugdes (estruturas) em ordem decrescente de seu custo (aptiddo). Aqui a
populagdo sera denotada por um conjunto Pop={S; <J, I=1,2, ..., Npop}, onde Npop=|Pop|.

2.4 Populacgao Inicial.

A populagdo inicial na maioria dos casos de aplicagdo de algoritmos genéticos é gerada de
maneira totalmente aleatoria. Neste trabalho, foi utilizado um algoritmo de construcdo aleatorizado,
baseado em um algoritmo guloso (greedy), para gerar cada estrutura da populagdo. Dessa forma, a
populagdo gerada serda constituida somente de solugdes viaveis. Experiéncias com esse processo
demonstraram melhores resultados ao invés de gerar a cada individuo aleatoriamente. O algoritmo
para gerar a populacdo inicial ¢ formalmente descrito a seguir:

o, = o conjunto de colunas que cobrem a linha i,i € [ ;

p ;= o conjunto de linhas cobertas pelo colunaj, j € J;

Funcio GerarIndividuo;

S« ¢; //§¢éo conjunto de colunas na solugéo
U «1;// Ué o conjunto de linhas ndo cobertas
w, «0,Viel;// w, éoniumero de colunas em S que cobrem a linha i, ie §
Enquanto (U # ¢) faca
Selecione aleatoriamente uma linha i e U ;

Selecione uma coluna j € @, que minimize ¢,/ ‘U Np,
S« Su{j} ;

w, < w, +1,Vie B ;

U«<U-p;;

Retorne S.

b

Ao final da construgdo, na solugdo encontrada pode haver colunas redundantes, cuja remogao
ndo afeta a viabilidade da solu¢do. O procedimento de eliminagdo de redundancias ¢ dado a seguir.

Funcio EliminarRedundancia(S);

T« S
Enquanto (7 # ¢ ) faca

Selecione aleatoriamente uma colunaj, j €7 ;
T« T-{j};
Se (w;22,Vie f3,) entio
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S« S-{j};
w, < w,—LVie §;

Retorne S.

Ao final desse processo teremos um individuo (solugdo) que deve ser avaliado e inserido na
populacdo inicial. A constru¢do da populacéo inicial consiste na repeti¢do desses passos até terem sido
gerados NPop individuos.

Funcio GerarPopulacaolnicial;

Pop < ¢; // populagdo do algoritmo genético
t < 0; // numero de individuos na populagao
Repetir
S <« Gerarlndividuo;
S « EliminarRedundancia(S);
Pop < Pop L {S } mantendo a ordenacao dos individuos;
t<t+1;
até (t> NPop).

2.5 Selecao

O principio de seleg@o dos individuos para participarem do cruzamento ¢ baseado no método de
classificacdo (ranking). Dada a populacdo com Npop individuos, a probabilidade de sele¢do de um
individuo para participar do cruzamento ¢ proporcional a sua posicao relativa na populagdo, ou seja, a
probabilidade de selecdo de um cromossomo S; € Pop € dada por:

! 21
p(Sl) = o N 1
Sk pop(Npop +1)

k=1

(4)

Dessa forma, o individuo menos apto (o primeiro da populacao) terd a menor probabilidade de
ser selecionado. Observe que o valor da equacdo 4 é muito simples e rapido de ser calculado e ndo
necessita ser atualizado a cada vez que a populacdo for modificada (supondo um tamanho fixo da
populag@o) como ¢ feito no método da roleta.

2.6 Cruzamento

Esse operador consiste em selecionar dois individuos, unindo as estruturas de ambos, criando
uma terceira estrutura (solugdo). Entdo, o algoritmo de eliminac¢do de redundancia é aplicado. Assim,
gera-se um individuo filho.

Func¢ao Cruzamento;

X < Selecionar; // Selecionar o primeiro individuo pai
Y « Selecionar; // Selecionar o segundo individuo pai
Z+—XUY;

Z < EliminarRedundancia(Z);

Retorne Z. // novo individuo

2.7 Mutacao Variavel

O objetivo ¢ implementar um operador de mutacdo com taxa variavel para evitar estagnacao
da populagdo de solugdes, ou seja, que todas as solugdes sejam iguais e, com isso, intensificar a busca
pela melhor solugao.
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O objetivo na mutacdo ¢ dar a oportunidade de inserir caracteristicas ndo presentes nas
estruturas pertencentes a populacdo e, também, evitar a convergéncia prematura da populacdo de
solucdes. O procedimento de mutagdo consiste em selecionar um nimero, proporcional ao tamanho da
solucdo, de colunas de J e inseri-las na solugdo. Posteriormente, o algoritmo de eliminagdo de
redundancia ¢ aplicado. Tal procedimento é resumido abaixo.

Fun¢ao Mutac¢io(S);

Selecione aleatoriamente A, A € [0,1] ;
Para k <1 to l*|S| faca
Selecione uma colunaj, j € J;
S < Suij};

S <« EliminarRedundancia(S);
Retorne S.

Similarmente ao que ocorre no processo natural, a mutagdo nao ocorre em todos os individuos,
mas existe uma probabilidade de ocorrer chamada de taxa de mutagdo (TxM). Tradicionalmente, ¢é
utilizada nos algoritmos genéticos uma taxa de mutagdo constante, mas aqui foi proposto o uso de uma
taxa de mutacdo variavel que aumente de acordo com a convergéncia da populacdo. Assim, utilizou-se
uma taxa de mutacao variavel calculada da seguinte forma:

TxMinM
=(e1(D=Cypy (D)1 (1)

)

TxM(t) =
l—e(

Onde:
TxMinM = a taxa minima de mutacao (parametro);

q (t) = 0 custo do individuo menos apto da populagdo na iteragdo (ou geragao) f;

Crpop (t) = 0 custo do individuo mais apto da populagao na iteragdo ¢.

Como se pode perceber, a taxa de mutagdo cresce conforme o custo do individuo menos apto na
populagdo se aproxima do custo do melhor individuo fazendo com que as mutacdes sejam mais
freqiientes, possibilitando uma intensificagdo da busca.

2.8 Atualizacio da Populacio

De acordo com os operadores de cruzamento ¢ mutagao apresentados, a populagdo sempre sera
constituida de solugdes viaveis. Cada novo individuo gerado ¢ inserido ou néo na populacdo de acordo
com o seu custo, se este for melhor que o custo do individuo menos apto, ento, ele entra na populacéo
saindo o menos apto, caso contrario, ele ¢ descartado. Dessa forma, o algoritmo genético desenvolvido
¢ baseado na abordagem steady-state, pois cada novo individuo gerado pode imediatamente substituir
um outro individuo da populagdo atual. Ao contrario da abordagem geracional na qual a populacdo
inteira pode ser substituida por uma nova populagio.

2.9 O algoritmo genético desenvolvido

Apos ter sido feita uma descrigdo dos operadores principais do algoritmo genético, esta se¢ao
apresenta o algoritmo que resume todo o processo. Além dos parametros NPop, TxMinM, o algoritmo
também utiliza um outro parametro denominado de NMax, que estabelece um critério de parada
baseado no numero maximo de iteragdes sem que a populacdo tenha sofrido alteragdoes. Nos
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experimentos realizados foram utilizados os seguintes valores: NPop= 500, TxMinM= 5%,
NMax =1000.

Funcio AlgoritmoGenetico;

GerarPopulacaolnicial;
t<0;
Repetir
S «— Cruzamento;
Escolha aleatoriamente um p, p € [O,l] ;
Se (o <TxM(?)) entao S <« Mutacao(S);
Faca R receber a solu¢do com o maior custo em Pop;
Se (Avaliar(S)<Avaliar(R)) entdo
Pop < Pop - {R} ;
Pop < Pop v {S } ; // mantendo a ordenagdo da populagdo
Se (foram feitas modifica¢des na populago)
entdo 1< 0;

senao <« 1r+1;
Até (t > NMax).

3 Resultados Computacionais

O algoritmo apresentado neste artigo foi codificado em Pascal e testado em um Pentium III
900 MHz. Os testes foram conduzidos sobre com uma cole¢do de dados ( 65 problemas) de varios
tamanhos e densidades obtidos da OR-Library (Beasley, 1990b). Os resultados dos testes estdo
resumidos na Tabela 1. Para cada problema foram executados 10 testes. Para cada teste a tabela
informa o custo da fun¢@o objetivo do melhor individuo da populacgao (célula com ‘-¢ significa que o
custo da solucdo foi igual ao da coluna ”Melhor Solu¢do”). As colunas AG B ¢ AG P informam os

desvios ¢ médios do algoritmo de Beasley e Chu (1996) e do proposto por este trabalho,
10

respectivamente. O desvio o médio € calculado da seguinte forma: o = Z(S,. -§,)/(10S,), onde S; € o
i=1

valor da solugdo do i-ésimo teste e S, ¢ o valor da melhor solucdo conhecida segundo Beasley e

Chu(1996). Salientando que, para os problemas de 4 a 6 ¢ A a D os valores da solugdo 6tima sao

conhecidos, enquanto que para os problemas de E a H o valor 6timo ainda é desconhecido.

Tabela 1. Resultados Computacionais.

Problema A melhor solugdo de cada teste Melhor AG B AG P Tempo de
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Solugio® o 6 execugio’

4.1 - - - - - - - - - - 429 0,16 0,00 18

4.2 - - - - - - - - - - 512 0,00 0,00 16

4.3 - - - - - - - - - - 516 0,00 0,00 21

44 495 495 495 495 495 495 - 495 495 495 494 0,00 0,18 22

4.5 - - - - - - - - - - 512 0,00 0,00 16

4.6 - - - - - - - - - - 560 0,00 0,00 21

4.7 - - - - - - - - - - 430 0,05 0,00 15

4.8 - - - - - - - - - - 492 0,02 0,00 17

4.9 - - - - - - - - - - 641 0,33 0,00 17

4.10 - - - - - - - - - - 514 0,00 0,00 16

5.1 - - - - - - - - - - 253 0,00 0,00 19

5.2 - - - - - - - - - - 302 0,50 0,00 20

5.3 - - - - - - - - - - 226 0,88 0,00 20

5.4 - - - - - - - - - 243 242 0,04 0,04 25

5.5 - - - - - - - - - - 211 0,00 0,00 21
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Tabela 1. Continuagdo

Problema A melhor solucdo de cada teste Melhor AG B AG P Tempo de
I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Soluho' o o execugio’

5.6 - - - - - - - - - - 213 0,00 0,00 19
5.7 - - - - - - - - - - 293 0,00 0,00 21
5.8 - - - - - - - - - - 288 0,28 0,00 26
59 - - - - - - - - - - 279 0,00 0,00 18
5.10 - - - - - - - - - - 265 0,00 0,00 19
6.1 - - - - - - - - - - 138 0,00 0,00 9
6.2 - - - - - - - - - - 146 0,14 0,00 10
6.3 - - - - - - - - - - 145 0,00 0,00 9
6.4 - - - - - - - - - - 131 0,00 0,00 11
6.5 - - - - - - - - - - 161 0,19 0,00 10
Al 255 254 254 254 254 254 254 254 254 254 253 0,12 0,43 36
A2 - - - - - - - - - - 252 0,00 0,00 39
A3 - 233 233 233 - 233 233 233 233 233 232 0,22 0,34 41
A4 235 - - - - - - - - - 234 0,00 0,04 35
AS 237 237 237 237 237 237 237 237 237 237 236 0,00 0,42 28
B.1 - - - - - - - - - - 69 0,00 0,00 30
B.2 - - - - - - - - - - 76 0,00 0,00 31
B.3 - - - - - - - - - - 80 0,00 0,00 27
B.4 - - - - - - - - - - 79 0,00 0,00 25
B.5 - - - - - - - - - - 72 0,00 0,00 27
C.1 - - - - - 229 - 228 228 228 227 1,00 0,22 71
C2 221 220 222 - 223 220 222 - 223 220 219 0,46 0,87 64
C3 - - - - - - - 245 - - 243 1,40 0,08 56
C4 - - - - - - - - - - 219 0,05 0,00 62
Cs5 - - - - - - - - - - 215 0,05 0,00 41
D.1 - - - - - - - - - - 60 0,00 0,00 48
D.2 - - - - - - - - - - 66 0,00 0,00 51
D.3 - - - - - - - - 73 73 72 0,28 0,28 43
D.4 - - - - - - - - - - 62 0,00 0,00 48
D.5 - - - - - - - - - - 61 0,00 0,00 47
E.1 - - - - - - - - - - 29 0,00 0,00 4
E.2 - - - - - - - - - - 30 0,00 0,00 4
E3 - - - - - - - - - - 27 2,00 0,00 7
E4 - - - - - - - - - - 28 2,60 0,00 9
E.5 - - - - - - - - - - 28 0,00 0,00 7
F.1 - - - - - - - - - - 14 0,00 0,00 236
F2 - - - - - - - - - - 15 0,00 0,00 202
F.3 - - - - - - - - 15 - 14 0,00 0,71 203
F.4 - - - - - - - - - - 14 0,00 0,00 201
F.5 13 13 13 13 13 13 - - - 13 14 -2,14  -5,00 219
G.1 178 176 178 178 - 177 178 178 176 177 179 -0,73  -0,84 152
G.2 155 156 155 156 155 155 156 155 156 156 158 -1,08  -1,58 167
G3 168 170 168 168 170 170 167 170 - 168 169 -0,65 -0,12 179
G.4 171 170 170 171 170 170 - - 169 171 172 -0,99  -0,81 162
G.5 - - - 169 - - 169 - 169 - 168 0,83 0,18 165
H.1 - - 65 - - - - 65 - 65 64 0,00 0,47 244
H.2 - - - - - - - - - - 64 0,00 0,00 219
H.3 61 59 - 61 - 5 - - - 59 60 -1,50  -0,17 260
H.4 58 58 58 - - - - 58 - - 59 -0,17  -0,68 275
H.5 - - - - - - - - - - 55 0,18 0,00 252

Soma 4,52 -4,92 4.453

* Solugdo 6tima ou a melhor solugdo conhecida obtida de Beasley e Chu (1996) para fins de comparagio.
® Tempo médio de execugdo em segundos.
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Convém salientar que nestes problemas ndo foram aplicadas técnicas de reducdo do problema
como sugere Garfinkel ¢ Nemhauser (1972). Tomou-se essa decisdo a fim ter o mesmo padrio de
comparacao com o trabalho de Beasley e Chu (1996).

4 Analise e Conclusao

A soma dos desvios médios de AG B e AG P s30 4,52 ¢ —4,92, respectivamente. Isso significa
que, em média, o algoritmo proposto neste trabalho foi melhor que o algoritmo proposto por Beasley ¢
Chu (1996). Ademais, o tempo total do experimento foi de 4.453 segundos em um computador
Pentium III 900MHz, enquanto que o AG_B foi executado em Silicon Graphics (R4000, 100MHz) em
95.572 segundos de tempo total. A comparagdo de performance entre diferentes arquiteturas de
computador nio ¢ uma tarefa simples (Dongarra, 1992). Porém, a Silicon Graphics' mostra que um
computador R4000 100MHz tem performance aproximadamente equivalente ao Pentium 66MHz
usando SPEC Benchmark. Através de experimentos com o AG P em computadores com
processadores Pentium 66MHz, 166MHz, 233MHz e Pentium III 900MHz, pode-se concluir que este
ultimo ¢ aproximadamente 15 vezes mais rapido que o primeiro. Dessa forma, se considerar essa
medida como Benchmark, tem-se que 4.453x15= 66.799 segundos ¢ ainda 30% inferior ao tempo
consumido por AG_B. Portanto, o algoritmo AG_P mostrou ser ligeiramente superior ao algoritmo
AG_ B em dois aspectos: na qualidade das solugdes e no tempo total de execugao.
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