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OTIMIZAGAO NAO-LINEAR




Problema de Otimizagao

Um problema de otimizacdo, pode descrito por um modelo geral

como segue:
min f(x) € R
sujeito a:
gilx)<0Vi=1,..m
hi(x)=0Yj=m+1,..,/
xekX

-
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Problema de Otimizagao

A escolha da técnica de otimizagdo depende da natureza das
fungdes f(x), g(x), h(x).

N3o ha uma técnica de otimizacdo que seja universal.

Como fazer a escolha certa?



Conjuntos Convexos

Um conjunto X C R" é dito convexo se, Vxi,xo € X e 0 < X <1,
tem-se que
Ax1 + (1 — )\)XQ eX

-
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Conjuntos Convexos
Um conjunto X C R" é dito convexo se, Vxi,xo € X e 0 < X <1,

tem-se que
Ax1 + (1 — )\)XQ eX

1. C={(xix): xf+x2 <4} CR?
2. C={x:Ax<b}



Conjuntos Conexos

Seja o conjunto X C R". Esse conjunto é dito conexo se, dados
quaisquer dois pontos x1, xo € X, existe uma curva continua finita
gtalquex1 €q, xx€q,eqC X.

Conexo

O
R

Hio conexo




Uma funcdo é uma relacdo que associa a um elemento de um
conjunto A a um dnico elemento de um conjunto B, ou seja,

acA—b=f(a)eB



Uma funcdo é uma relacdo que associa a um elemento de um
conjunto A a um dnico elemento de um conjunto B, ou seja,

acA—b=f(a)eB

Se f(.) : X C R" — R, dizemos que f(.) é um funcional.



Uma funcdo é uma relacdo que associa a um elemento de um
conjunto A a um dnico elemento de um conjunto B, ou seja,

acA—b=f(a)eB

Se f(.) : X C R" — R, dizemos que f(.) é um funcional.

Uma fungdo f(.) : X — Y é dita uma fungdo convexa sobre
X CR"se, Vxi,x0 € X e 0 <\ <1, tem-se que

f()\Xl + (]_ = )\)X2) < )\f(Xl) + (]_ = )\)f(X2)

-
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Superficie de nivel e regido subnivel

Dada uma fungdo f(.) : X C R" — R, o conjunto
R(f,a) ={x € X : f(x) < a} é denominada regido de subnivel.

-

9/73




Superficie de nivel e regido subnivel

Dada uma fungdo f(.) : X C R" — R, o conjunto
R(f,a) ={x € X : f(x) < a} é denominada regido de subnivel.

» Se f(.) é convexa entdo R(f,«) é um conjunto convexo.
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Superficie de nivel e regido subnivel

Dada uma fungdo f(.) : X C R" — R, o conjunto
R(f,a) ={x € X : f(x) < a} é denominada regido de subnivel.

Se f(.) é convexa entdo R(f,a) é um conjunto convexo.

A superficie de nivel (ou curva de nivel) é definida como
S(f,a) ={xe X:f(x)=a}
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Superficie de nivel e regido subnivel
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Modalidades de Funcoes

Uma fungdo f(.) : X C R" — R é dita unimodal, se R(f,a) é um
conjunto conexo para todo « € R.



Modalidades de Funcoes

Uma fungdo f(.) : X C R" — R é dita unimodal, se R(f,a) é um
conjunto conexo para todo « € R.

Uma fungdo f(.) : X C R” — R ¢é dita multimodal, se R(f, «) é
um conjunto desconexo para algum a € R.

-
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Modalidades de Funcoes
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Um exemplo de multimodalidade.



Modalidades de Funcoes

Note que uma funcdo unimodal pode possuir mdltiplos minimos,
desde que o conjunto destes forme um conjunto conexo (segundo
esta defini¢do).

A funcio

=x =[5 5] [ 3]

0s minimos ocorrem sobre o eixo x; = 0.




Modalidades de Funcoes

Note que uma funcdo unimodal pode possuir mdltiplos minimos,
desde que o conjunto destes forme um conjunto conexo (segundo
esta defini¢do).

A funcio

=x =[5 5] [ 3]

0s minimos ocorrem sobre o eixo x; = 0.

Bacias de atracao

Sejam f(.) : X C R" — R e x* € X um minimo local de f(.).
Seja R(f, a, x) o maior subconjunto conexo de R(f, a) que
contém x. A bacia de atragdo de x*, B(x*) é definida como a
maior regido conexa de subnivel R(f,«) associada x*, sendo a* o
nivel correspondente, tal que a fung3o restrita a essa regido:

f(.):R(f,a",x*) = R, ¢é unimodal.



A convexidade de fun¢des pode ser relacionada com as regides de
sub-nivel, superficies de nivel e bacias de atrac3o.

1. Todas as regides de sub-nivel de uma func¢ao convexa num
dominio convexo sdo conjuntos convexos.

2. Uma fungdo convexa em um dominio convexo possui uma tnica
bacia de atracdo, a qual é um conjunto convexo.
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Continuidade e Diferenciabilidade

Uma fungdo f(.) : X C R” — R é dita continua se Vxg € X :
» f(x0) estd definido;

> g, = o)
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Continuidade e Diferenciabilidade

Uma fungdo f(.) : X C R” — R é dita continua se Vxg € X :
f(xo) estd definido;
lim = f(x
X—>X0 ( 0)
Uma funcdo continua é aquela para a qual uma pequena
variacdo no dominio gera uma pequena variagdo na imagem (no
resultado da fung3o).




Continuidade e Diferenciabilidade

Uma fungdo f(.) : X C R — R é dita diferencidvel em x € X se
existe o limite:

() = lim f(x+ h/)7 — (x)

Uma fungdo f(.) : X C R” — R é dita diferencidvel de segunda
ordem em x € X se existe f(x).

-
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Continuidade e Diferenciabilidade

Uma fungdo f(.) : X € R” — R é dita diferencidvel em x € X
se existe o vetor gradiente:

of of of
Vf(X)— <8X]-,8X2,...,8xn>,

e além disso as derivadas parciais 3 af , I=1,...,ns30
continuas.

Uma fungdo f(.) : X C R" — R ¢é dita diferencidvel de segunda
ordem em x € X se existe a matriz Hessiana:

o o°f
0x? T 0x10xp
H(x) = : 5, :
>°f *f
OxnOx1 """ Ox?




Continuidade e Diferenciabilidade

Significado geométrico

Esta reta tangente tem
coeficiente angular fv (v, 1) ‘

\3)‘& 1(xg, ¥0))

Acurva z=f(x, 39 )

noplanox = x, AN
vy

Esta reta tangente tem
coeficiente angular fx (xg 1y

\ Acurva z=f(x, 3y
\/no planoy = y,
2= flx.y)

o

S

e/

("'(y Yo x¥=xg




Direces factiveis e direcbes minimizantes



Direces factiveis e direcbes minimizantes

Diz-se que d € R" é uma direcao factivel a partir de um ponto
xo € X, se existe um @ > 0, tal que (x + ad) € X, Va € [0,a].




Direces factiveis e direcbes minimizantes

Diz-se que d € R" é uma direcao factivel a partir de um ponto
xo € X, se existe um @ > 0, tal que (x + ad) € X, Va € [0,a].

Sejam f(.) : X C R" — R diferencidvel e Vf(x) o gradiente de
f(.) em x. Seja d € R”, se

d.Vf(x) <0

entdo existe € > 0 tal que f(x + ed) < f(x).
Diz-se que d é uma diregdo minimizante de f(x) a partir de um
ponto x.

-
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Exemplos




Exemplos




Exemplos




Exemplos




Otimalidade para Problemas Irrestritos

Um problema de otimizacdo irrestrito, pode descrito por um
modelo geral como segue:

min f(x) €eR, x€ X CR"




Condicoes de Otimalidade

(Condicdo necesséria de 12 Ordem)
Seja x* € X um minimo local da fungdo f(.): X CR" —R. O
vetor gradiente em x* é nulo.



Condicoes de Otimalidade

(Condicdo necesséria de 12 Ordem)
Seja x* € X um minimo local da fungdo f(.): X CR" —R. O
vetor gradiente em x* é nulo.

(Condigdo necesséria de 22 ordem)
Seja x* € X um minimo local da fungdo f(.) : X C R" - R. A
matriz Hessiana em x* é semi-definida positiva.

-
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Condicoes de Otimalidade

(Condigdes suficientes)

Seja f(.) : X € R" — R duas vezes diferencidvel em x* € X. Se
Vf(x*) =0 e H(x*) > 0 (definida positiva), entdo x* é um
minimo local de f(.)

-
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Condicoes de Otimalidade

(Condigdes suficientes)

Seja f(.) : X € R" — R duas vezes diferencidvel em x* € X. Se
Vf(x*) =0 e H(x*) > 0 (definida positiva), entdo x* é um
minimo local de f(.)

(Observagio:)

As condi¢Oes necessarias devem ser verdadeiras para todo étimo
local. Entretanto, um ponto que satisfaca estas condi¢Ges nao
precisa ser um étimo.



De forma geral, uma matriz H é:
positiva definida < todos os autovalores s3o positivos
positiva semi-definida < todos os autovalores sdo ndo-negativos
negativa definida < todos os autovalores sdo negativos
negativa semi-definida < todos os autovalores sdo ndo-posititos

indefinida < possui autovalores positivos e negativos




Otimalidade para Problemas Irrestritos

Seja o problema restrito a seguir:

min f(x) = x? + x2

-
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Otimalidade para Problemas Irrestritos

Seja o problema restrito a seguir:
min f(x) = x? + x2

Otimo em (0, 0)
Vif(x) = (2x1,2x2)

w=[3 3

-
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Otimalidade para Problemas Restritos

Um problema de otimizacdo, pode descrito por um modelo geral

como segue:
min f(x) € R
sujeito a:
gilx)<0Vi=1,..m
hi(x)=0Yj=m+1,..,/
xeXCR"



Otimalidade para Problemas Restritos

Seja o problema restrito a seguir:
min f(x) = x2 + x3

sujeito a:
h(x)=(a—4)°+x3 —4=0

Como determinar as condicoes de otimalidade?

-
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Otimalidade para Problemas Restritos

(x 42+ 4 = 0 _‘
\




Otimalidade para Problemas Restritos

Graficamente:
» O minimo global de f(x) sobre a curva h(x) =0 é x* = (2,0).

» Os vetores Vf e Vh satisfazem:

VF(x*) = —\*Vh(x")




Otimalidade para Problemas Restritos

Graficamente:
» O minimo global de f(x) sobre a curva h(x) =0 é x* = (2,0).
» Os vetores Vf e Vh satisfazem:
Vi(x*) = =A"Vh(x")
V[f(x) + A h(x)]x=x= =0

ViL(x*,A*) =0
Fazendo L(x,\) = f(x) + Ah(x).




Otimalidade para Problemas Restritos

A soluc3o do problema restrito
min f(x) sujeito a: h(x) =0
é o ponto critico da fungdo
L(x,X) = f(x) + Ah(x)
Implicando em:

Vel
[VAL]_O

-
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Otimalidade para Problemas Restritos

Com relagdo a uma restricao de desigualdade, podemos converter
g(x) <0em g(x) + z2 = 0, sendo z uma varidvel de folga:

min f(x) sujeito a: {g(x) < 0 ou g(x) + z> = 0}
A func3o Lagrangiana é dada por:
L(x,z, ) = f(x) + plg(x) + 2°]

O ponto critico:

VL V(x*)+ p*Vg(x*) =0
VL | =0= prg(x*) =0
Vul g(x*) <0

-
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Otimalidade Karush-Kuhn-Tucker

Dado o problema de otimizagao:
min f(x) € R
sujeito a:

{ g(x)<0Vi=1,...m
:0 [

x* é étimo se existem multiplicadores de Lagrange p* > 0 e A\* tais que:

V(') + S0 1 Vgi(x*) + i MV A(x*) =0
wigi(x*)* =0

gi(x*) <0

hj(x*) =0 e
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Problema Exemplo

Considere o problema:
min f(x) = (x1 — 3)? + 2(xo — 3)?

sujeito a:
h(x):x1+x—-5=0
g(x):3x1 +2x < 12
0<x1<60<x<6

-
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Problema Exemplo




Método de Penalidade

Infelizmente, o Método de Lagrange n3o é muito pratico, pelas
seguintes razoes:

A construcao do sistema de equacgdes pressupde acesso as
expressdes analiticas de f(x), gi(x), hj(x);



Método de Penalidade

Infelizmente, o Método de Lagrange n3o é muito pratico, pelas
seguintes razoes:
A construcao do sistema de equacgdes pressupde acesso as
expressdes analiticas de f(x), gi(x), hj(x);
A resolucdo do problema de otimiza¢do n3o linear original requer
a solucdo de um sistema de equacdes nio lineares;




Método de Penalidade

A abordagem dos Métodos de Penalidades consiste na
transformacdo do problema restrito original num problema
irrestrito equivalente (dois problemas sdo ditos equivalentes se
possuem a mesma solugdo);



Método de Penalidade

A abordagem dos Métodos de Penalidades consiste na
transformacdo do problema restrito original num problema
irrestrito equivalente (dois problemas sdo ditos equivalentes se
possuem a mesma solugdo);

Métodos indiretos para otimizag3o restrita.



Métodos de Penalidade

Nos métodos de Penalidade, penalidades sdo adicionadas a
funcdo-objetivo:
Métodos de penalidade interior ou métodos Barreira:
pontos gerados devem ser sempre vidveis e qualquer tentativa de
sair da regido factivel é penalizada.



Métodos de Penalidade

Nos métodos de Penalidade, penalidades sdo adicionadas a
funcdo-objetivo:
Métodos de penalidade interior ou métodos Barreira:
pontos gerados devem ser sempre vidveis e qualquer tentativa de
sair da regido factivel é penalizada.

Métodos de penalidade exterior ou métodos de
Penalidade: qualquer violacdo de alguma restricdo é penalizada
no valor da fung¢do-objetivo.



Métodos de Penalidade

Em geral, em problemas restritos a solugdo reside na fronteira da
regiao factivel:

Nos métodos de penalidade interior, a solucdo étima é
aproximada internamente por uma sequéncia de solucdes do
problema irrestrito transformado;



Métodos de Penalidade

Em geral, em problemas restritos a solugdo reside na fronteira da
regiao factivel:
Nos métodos de penalidade interior, a solucdo étima é
aproximada internamente por uma sequéncia de solucdes do
problema irrestrito transformado;
Nos métodos de penalidade exterior, a solucdo 6tima é
aproximada externamente por uma sequéncia de solugdes do
problema irrestrito transformado;
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Método de Penalidade Exterior

Funcdo de Penalidade

Uma func3o de penalidade deve atender as seguintes condicdes:

p(x) >0, sex¢ X
p(x) =0, sexe X

-
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Método de Penalidade Exterior

Funcdo de Penalidade

1. No caso de um problema com uma restricao de igualdade:

min f(x)
sah(x)=0 = minf(x)+ ulh(x)]?

-

43 /73




Método de Penalidade Exterior

Funcdo de Penalidade

1. No caso de um problema com uma restricao de igualdade:

min f(x)
sah(x)=0 = minf(x)+ u[h(x)]?

2. No caso de um problema com uma restricdo de desigualdade:

min f(x)
sag(x)<o0 = min f(x) + umax[0, g(x)]?

-
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Método de Penalidade Exterior

Funcdo de Penalidade
De forma geral temos::

p(x, u) =u {Z [h,‘(X)]2 + Z max[O, gJ(X)]Z}
i=1

j=1



Método de Penalidade Exterior

Exemplo
Seja o problema min f(x), com f(x) = x, sujeito a g(x) = —x+3 <0.

Solugao
Usando p(x) = max|0, g(x)]?, tem-se:

~J0, X>3
pix) = (8-x)? x<8

Para x < 3, f(x) + p(x, u) = x + u(3 — x)?. Assim:

df . 1
571—211(3—)()70 — X 73—5

Com u — oc, temos x* — 3.
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Método de Penalidade Exterior

Algoritmo 1: Método de Penalidade Exterior
Input: X, € X, Uy > 0, fungéo-objetivo f(-) e restrigdes g(-) e h(-)
k + 0;
while - critério de parada do
Comegando de X, encontre X, + arg miny f(x) + p(x, ux);
Uki1 ¢ alg, coma > 1;
K+—k+1,;
end

@ 0 koW N =




Método de Penalidade Interior

No método de barreira, deve-se construir uma fungcdo que penaliza
tentativas de sair da regido factivel.

Funcdo de Barreira

Uma func3o de barreira deve atender as seguintes condicoes:

b(x) = 0o, se x — 90X
b(x) -0, sexedX



Método de Penalidade Interior

Funcdo de Barreira

1. Uma possivel funcdo barreira é:

min f(x)
sag(x)<0 = minf(x)+ (—u)log[—g(x)]




Método de Penalidade Interior

Funcdo de Barreira

1. Uma possivel funcdo barreira é:

min f(x)

sag(x) <0 = minf(x)+ (—u)log[—g(x)]
2. Outra opcao:

min f(x)
sagx)<0 = minf(x)+ (—u)m




Método de Penalidade Interior

b(x) é uma fungdo barreira ndo negativa e continua em F e
tende a infinito a medida que aproximamos da fronteira.



Método de Penalidade Interior

b(x) é uma fungdo barreira ndo negativa e continua em F e
tende a infinito a medida que aproximamos da fronteira.

Formulando o problema como a minimizacao de f(x) + b(x, u),
com u — 0T, gera-se uma sequéncia de solucdes no interior de
X que converge para x*.



Método de Penalidade Interior

Funcdo de Barreira

De forma geral temos::

1
b(x,u) = —u JZ:; 50

Observe que n3o é possivel definir uma funcdo barreira para
restricdes de igualdade.

-

50 / 73




Método de Penalidade Interior

Exemplo
Seja o problema min f(x), com f(x) = x, sujeito a g(x) = —x + 3 < 0.

Solugao
Usando a fungao barreira, tem-se:

1
xX—3

fx)+b(x.u)y=x+u
Assim:

d 1 1 .
a(X-FUm)"—UWo — X —3+\/E

Com u — 0™, temos x* — 3.




Método de Penalidade Interior

Algoritmo 2: Método de Penalidade Interior
Input: xo € X, tg > 0, funcéo-objetivo f(-) e restricdes g(-) e h(-)
k «+ 0;
while - critério de parada do
Comecando de X, encontre X, « argminy f(X) + b(X, ux);
Ukt +— alg,com0<a <1
k+ k+1;
end

o A ON =




Método de Penalidade

Consideracoes

A teoria prevé que a solucdo converge para a solucdo étima
quando ux — oo (ou ux — 0),porém:

A Hessiana da fung3o-objetivo penalizada depende de uy e pode
apresentar ma-condicionamento numérico;



Método de Penalidade

Consideracoes

A teoria prevé que a solucdo converge para a solucdo étima
quando ux — oo (ou ux — 0),porém:

A Hessiana da fung3o-objetivo penalizada depende de uy e pode
apresentar ma-condicionamento numérico;

A variacdo de uy, deve ser gradual;



Método de Penalidade

Consideracoes

A teoria prevé que a solucdo converge para a solucdo étima
quando ux — oo (ou ux — 0),porém:

A Hessiana da fung3o-objetivo penalizada depende de uy e pode
apresentar ma-condicionamento numérico;

A variacdo de uy, deve ser gradual;

A precisao final fica bastante limitada.



Método de Penalidade

Consideracoes

A teoria prevé que a solucdo converge para a solucdo étima
quando ux — oo (ou ux — 0),porém:

A Hessiana da fung3o-objetivo penalizada depende de uy e pode
apresentar ma-condicionamento numérico;

A variacdo de uy, deve ser gradual;
A precisao final fica bastante limitada.

Usar termos de penalidade distintos para cada restricao evitando
problemas de escala;
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Método de Penalidade

Consideracoes

A teoria prevé que a solucdo converge para a solucdo étima
quando ux — oo (ou ux — 0),porém:

A Hessiana da fung3o-objetivo penalizada depende de uy e pode
apresentar ma-condicionamento numérico;

A variacdo de uy, deve ser gradual;
A precisao final fica bastante limitada.

Usar termos de penalidade distintos para cada restricao evitando
problemas de escala;

Penalizar apenas a restricdo mais violada.
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METODOS DETERMINISTICOS




Métodos Deterministicos

Geram uma sequéncia deterministica de possiveis solucdes.



Métodos Deterministicos

Geram uma sequéncia deterministica de possiveis solucdes.

Métodos baseados em derivadas:
Método do Gradiente;
Método de Newton;
Métodos Quasi-Newton;
Métodos de Gradientes Conjugados;
Métodos sem derivadas:

Método Nelder-Mead Simplex;
Método Hooke-Jeeves.



Métodos de direcao de busca

Estrutura geral
A estrutura geral de métodos baseados em direcao de busca
obedece a seguinte forma:

Xk41 < Xk + auyedy



Métodos de direcao de busca

Estrutura geral
A estrutura geral de métodos baseados em direcao de busca
obedece a seguinte forma:

Xk41 < Xk + auyedy

Os métodos variam na forma como o passo ay e a direcdo di
sdo escolhidos.



Método do Gradiente

O Método do Gradiente ou Método da Descida Mais ingreme
(Steepest Descent Method) é o método mais simples entre os
métodos de direcdo de busca.

dk = —Vf(Xk)

-
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Método do Gradiente

O algoritmo gera uma sequéncia monotdnica {x, f(xx)} tal que
Vf(xx) — 0 quando k — oc.

O passo ay € um escalar ndo negativo que minimiza f(xx + ady),
ou seja, representa um passo dado na direcdo minimizante dy.




Método do Gradiente

Avaliacao numérica do gradiente
Para avaliar o vetor gradiente numericamente, podemos usar a
férmula de diferencas finitas:

of
ox;

N f(X -+ 5,'6,') — f(X)
dj

, I=1,...,n

X

Uma férmula mais precisa é a diferenca finita central:

of

or| f(X—I—(S,'e,') - f(X - (5,’6,’)
ox; |~

26; 0

X

-
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Método do Gradiente

Algoritmo 2: Método do Gradiente
Input: xo € X, fungao-objetivo f(-)
k +—0;
while - critério de parada do
Calcule VF(xk);
dk — —Vf()(k);
ag <+ argmin,, f(X, + ady);
Xkt ¢ Xi + oy
k—k+1;
end

0w N o e W NN =

-
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Algoritmo 2: Método do Gradiente
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0w N o e W NN =

Na pratica, ak é obtido com um método de minimizagdo
unidirecional.
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Método do Gradiente

Método de busca unidirecional
Busca irrestrita;
Busca exaustiva;
Busca por bissecao;
Busca dicotémica;
Método de Fibonacci;

Método da Secdo Aurea;

Métodos baseados em reducdes sucessivas de intervalos, exigem
fun¢des unimodais, porém n3o exigem diferenciabilidade



Método de busca unidirecional

Definicao
a* =minf(a) € R, a € [0, 0]
0(a) = f(xk + ad), xk,d € R"

Exemplo

Determinar z; que minimiza f(x) = 2x? + x3 partindo de
zp = [1,1] na diregdo d = —Vf(xp).

-
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Método de busca unidirecional

Busca por Bissecao
Exclui metade do intervalo de busca a cada iteracao.

Especifica trés pontos, x1, m e x», igualmente espacados no
intervalo inicial (a; b);
Assumindo unimodalidade, tem-se:
Se 0, < 0 < 0O,,, deleta (m; b), e faz-se b=m, e m = xy;
Se Oy, > 01 > 0,,, deleta (a; m), e fazse a=m, e m = x;
Se O, > 0, e 0y, > 0, deleta (a;x1) e (x2; b), e fazse a=x, e
b = xo;
Especifica novos pontos x; e x», € continua o processo até
bk — dk <e.



Método de busca unidirecional

Busca dicotomica
Representa uma busca sequencial onde os testes realizados
influenciam na escolha dos testes subsequentes.

Assume que o intervalo (a; b) que cerca u* seja conhecido.
Escolhe dois pontos préximos ao centro do intervalo
_b+a I _b+a o

X1 = 5 XR=5 +§a

> T 0>0

Baseado na avaliagdo de 6(.) nestes dois pontos, exclui-se quase
metade do intervalo.

O processo se repete até atingir a precisdo desejada, ou seja,
b — ax < e.



Método de busca unidirecional

Método da Fibonacci ou Secdo Aurea
Assume unimodalidade de 6. e o conhecimento do intervalo
[a; b] que contém o Stimo.
Define dois pontos, x1 € x2, no intervalo inicial [a; b];
Se 0y, < 0y,, minimo estd em [a; x2];
Se 0y, > 0y,, minimo estd em [xq; b];
Apenas um novo ponto precisard ser especificado nas iteragcoes
subsequentes.

O nidmero de avaliagdes de 0 (ou a precisdo desejada) deve ser
especificado.



Método de busca unidirecional

Método da Secio Aurea
Para uma iteragdo i qualquer (i = 0;1;...), tem-se:

X]l: = a; + A(b; — aj), X£ = b; — \(bj — a;)

Onde o fator \ é dado pela sequéncia de sec3o durea;
Se A = (3—+/(5))/2 = 0,382, temos:

O comprimento do intervalo apds k iteragles é:
bk — dk = 0, 618k(b0 - 30)

Os métodos de Fibonacci e secdo durea sdo os mais eficientes,
porém o segundo € mais pratico




Método de Newton

Se f(x) é duas vezes diferencidvel, usando a expansdo em séries de
Taylor em torno de xi, temos:

Ao = ) == Db — ) %(x — ) H(xe) (% = x¢) + O

Assumindo a aproximacdo de 2a ordem, derivando e igualando a
zero, obtemos:

Vi (xk) + Hx)(Xkr1 — xx) = 0

Xk+1 = Xk — Hfl(Xk)Vf(Xk)

-
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Método de Newton

Se f(.) for quadratica, o método de Newton determina a solugdo
6tima em um passo.

A matriz H=1(x) pode ser interpretada como uma “corregio”
aplicada a diregdo Vf(xk), levando em conta a curvatura da
funcio.

Para casos gerais, com fungdes n3o quadraticas, deve-se

determinar o passo 6timo ak: Xkt1 — Xk + auxdy,
de, = —Hfl(Xk)Vf(Xk)



Método de Newton

Algoritmo 3: Método de Newton
Input: x € X, fungaoc-objetivo f(-)
k — 0;
while — critério de parada do
Calcule Vf(Xk);
Calcule H(xk);
dr — —H_1(Xk}Vf(Xk);
ak + argmin,, f(Xx + adk);
Xk+1 + Xk + axdg;
k— k+1;
end

© o N o g W RN =

-
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Método de Newton

O método apresenta convergéncia quadratica;

A convergéncia do método de Newton ¢é atendida sob duas
premissas:
1. que H(xk) seja ndo singular, ou seja, possua inversa;
2. que H(xx) seja definida positiva, para garantir que
dk = —H1(xc)Vf(x«) seja uma diregio minimizante.



Método de Newton

Dificuldades:
Necessita do célculo da matriz inversa;
Mal-condicionamento numérico da matriz Hessiana dificulta o
calculo de sua inversa;
Derivadas numéricas: maiores erros numéricos e muitas
avaliagdes de funcdo para a aproximagdo por diferencas finitas.
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Métodos Deterministicos

Métodos baseados em derivadas:
Método do Gradiente;
Método de Newton;
Métodos Quasi-Newton;
Métodos de Gradientes Conjugados;
Métodos sem derivadas:

Método Nelder-Mead Simplex;
Método Hooke-Jeeves.
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