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O problema da mochila

O desafio de encher uma mochila com capacidade limitada,
otimizando o valor carregado.



Motivacao

O problema da mochila

O desafio de encher uma mochila com capacidade limitada,
otimizando o valor carregado.

Considere o seguinte problema da mochila:

max f(x) =3x1 + 3x2 + 2x3 + 4xq + 2x5 + 3x6 + 5x7 + 2x3
sujeito a:
5x1 + 4xp + 7X3 =+ 8X4 =+ 4X5 + 4X6 + 6X7 =+ 8X8 < 25

xj € {0,1}



Problema de Programacao Linear Inteira

Um problema de otimizacdo linear inteira, pode descrito por um
modelo geral como segue:

min(ou max) f(x)
sujeito a: ¢ hi(x) =b; Vj=m+1,..

Onde:
x € Zt é o vetor de varidveis de decis3o;
A fung3o objetivo f(x) é linear;

As restrigées do problema gi(x), hj(x) sdo lineares.

4 /47




Forma Candnica

Um Problema de Programagdo Linear inteira (PLI), forma
candnica:

maximizar f(x) = ¢’ x

sujeito a: PRS2
J | xeZt

Observagio: Q = {x € Z"|Ax < b} é a intersecio de um nimero
finito de semi-espacos. A regido vidvel é chamada de poliedro.



Considere o seguinte problema PPLI:

max f(x) = 6x1 + 5x2
sujeito a:

15x1 + 7xo < 49

2x1 +4x < 17

xX1,x0 € 7T

» Solugdo 6tima (continua) é: x3 =1,7; xo = 3,4 e f(x) = 27, 2.
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» Aplicando a estratégia de arredondamento, uma vez que os
valores 6timos sdo fracionarios, e providenciando uma busca
racional no entorno do ponto 6timo, teriamos:

f(x)

X1 X2

1 3 @ — melhor solu¢ao?
1 4 Invidvel

2 3 Inviavel

2 4 Invidvel




» Aplicando a estratégia de arredondamento, uma vez que os
valores 6timos sdo fracionarios, e providenciando uma busca
racional no entorno do ponto 6timo, teriamos:

f(x)

X1 X2

1 3 @ — melhor solu¢ao?
1 4 Invidvel

2 3 Inviavel

2 4 Invidvel

» No entanto, a solugdo étima inteira é: x3 =2; xp =2 e

f(x) = 22. :
|










Relaxacao

Definicao
Uma formulagdo R = {max fg(x) : x € Xg} é considerada uma
relaxa¢do de uma formulagdo M = {max f(x) : x € X} se:

» todas as solucdes de M sdo também solugdes de R, ou seja,
X C Xg,

> e toda solucdo x € X tem custo em R maior ou igual ao custo
em M, ou seja, fr(x) < f(x) para todo x € X



Técnicas de busca de solucao inteira

Enumeracao

» Branch-and-bound
» Enumeracao implicita

» Restri¢Ges surrogate



Técnicas de busca de solucao inteira

Enumeracao
» Branch-and-bound
» Enumeracao implicita

» Restri¢Ges surrogate

Cortes
» Cortes inteiros
» Cortes combinatérios

» Cortes de intersecio



Resolvedores PLI
Branch-and-Bound



Branch-and-Bound

Ideia Basica

» O método baseia-se na ideia de desenvolver uma enumeragio
inteligente das solu¢Ges candidatas a solugcdo 6tima de um
problema.
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Ideia Basica

» O método baseia-se na ideia de desenvolver uma enumeragio
inteligente das solu¢Ges candidatas a solugcdo 6tima de um
problema.

» O algoritmo roda sob a drvore de enumeracdo das solucoes
possiveis. No pior caso, todas as solu¢des serdo exploradas. Na
pratica, frequentemente varios ramos sdo podados com o uso de
limites.
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Branch-and-Bound

Ideia Basica

» O método baseia-se na ideia de desenvolver uma enumeragio
inteligente das solu¢Ges candidatas a solugcdo 6tima de um
problema.

» O algoritmo roda sob a drvore de enumeracdo das solucoes
possiveis. No pior caso, todas as solu¢des serdo exploradas. Na
pratica, frequentemente varios ramos sdo podados com o uso de
limites.

» O termo branch refere-se a particdo no espaco das solu¢bes. O
termo bound refere-se aos limites ao longo da enumeracao.
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Exemplo

Considere o seguinte problema PPLI:

max f(x) = 5x1 + 8x2
sujeito a:

5x1 + 45x, < 45
x1+x2 <6

X1,X0 € O

1 Solugdes Inteiras

Solucdo 6tima é:
x1 = 2,25, xp =3,75
e f(x) = 41, 25; T




» Selecionar arbitrariamente uma varidvel n3o inteira. Seja
xp = 3,75;
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» Selecionar arbitrariamente uma varidvel n3o inteira. Seja
xp = 3,75;
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Exemplo

» Selecionar arbitrariamente uma varidvel n3o inteira. Seja
xp = 3,75;

» Resolver o P1 = Restricées do PO + a restricao x» < 3;

» Resolver o P2 = Restricoes do PO + a restricao x, > 4;



Exemplo

» Selecionar arbitrariamente uma varidvel n3o inteira. Seja
xp = 3,75;

» Resolver o P1 = Restricées do PO + a restricao x» < 3;

» Resolver o P2 = Restricoes do PO + a restricao x, > 4;

X,

1
Sx; + 9x, =45 ~

T

Xy T, =€




(P1) (P2)
max f(x) = 5x; + 8x2 max f(x) = 5x; + 8x2
sujeito a: sujeito a:
5x1 + 45xp < 45 5x1 + 45xp < 45
x1+x <6 x1+x <6
x2 <3 x2 >4
X1,X0 € O X1,%0 € O



(P1) (P2)
max f(x) = 5x; + 8x2 max f(x) = 5x; + 8x2
sujeito a: sujeito a:
5x1 + 45xp < 45 5x1 + 45xp < 45
x1+x <6 x1+x <6
xp <3 x2 > 4
X1,X0 € O X1,%0 € O
PO
X, =225 x,=375
7=4125
X, V\:S3 0
P, P,
x;=1.8 x,=4.0 x; =30 x,=3.0
z=41 z=39 %
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Exemplo

PO
X;=2.25 x,=3.75
z=41.25
X, ZV \}:<3 0
P, P,
x;=1.8 x,=4.0 x;=3.0 x,=3,0
7z=41 z=39
X;V X510
P, P,
Invidvel x;=1.0 x,=444
7z=40,56
XZEV X,<4.0
Py P
X; =0 x,=5 x,=1,0x,=4,0
z=40 z=37
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Exemplo 2

Considere o seguinte problema PPLI:

max f(x) = bx1 + 4x2
sujeito a:

10x; + 6xp < 45
x1+x3 <5

X1,X2 € /A
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Exemplo 2

Considere o seguinte problema PPLI:

max f(x) = bx1 + 4x2
sujeito a:

10x; + 6xp < 45
x1+x3 <5

X1,X2 € /A

» Qual a solugdo 6tima x* = (3.75;1.25), f(x*) =23.75
» Selecione a variavel ndo inteira, x; = 3.75 para resolver por
branch-and-bound.



Exemplo 2

Pﬂ
1, =375 x,=125
f(x)=23,75

P, P,

X =40 x ,=0,8

f(x)=2333

x,=3,0 x,=2,0

f(x)=23

P, Py

Inviave

X, =45 x,=0
flx=22,5
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Considere o seguinte problema PPLI:

min f(x) = 4x1 + 3x
sujeito a:

8x1 +3x0 > 24

5x1 + 6x0 > 30

X1 +2x > 9

X1,X0 € 7T
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Considere o seguinte problema PPLI:

min f(x) = 4x1 + 3x
sujeito a:

8x1 +3x0 > 24

5x1 + 6x0 > 30

X1 +2x > 9

X1,X0 € 7T

Qual a solugdo étima x* = (1.62;3.69), f(x*) = 17.54

Selecione a varidvel n3o inteira, xo = 3.69 para resolver por
branch-and-bound.



Considere o seguinte problema PPLI:

min f(x) = 4x1 + 3x
sujeito a:

8x1 +3x0 > 24

5x1 + 6x0 > 30

X1 +2x > 9

X1,X0 € 7T
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Exemplo 3

invidvel




Técnicas de formagdo da arvore (escolha da varidvel de
separagdo)

» Variante de Dank (1960)

» Variante de Land e Doig (1965)

» Variante de Spielberg (1968)

» Métodos das penalidades (1965)

» Método de Taha (1971)

» Estratégias dindmicas (1976)

» Outras variantes




Técnicas de formagdo da arvore (escolha da varidvel de
separagdo)

Variante de Dank (1960)
Variante de Land e Doig (1965)
Variante de Spielberg (1968)
Métodos das penalidades (1965)
Método de Taha (1971)
Estratégias dindmicas (1976)

QOutras variantes

Variante de Dank

A varidvel a ser escolhida para formagdo da arvore é que possuir
maior residuo, onde

res(xj) = xj — [x]]




Técnicas de desenvolvimento da arvore (escolha do problema)
» Busca em profundidade
» Busca em largura

» Variantes hibridas




Técnicas de desenvolvimento da arvore (escolha do problema)
» Busca em profundidade
» Busca em largura

» Variantes hibridas

(3 k9 ¢ (o)

Busca em Largura

Busca em Prbfundidade
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EXERCICIO

Desenvolva a arvore branch-and-bound para os problemas

abaixo
(01) (02)
max f(x) = 3x1 + 2x2 min f(x) = 6x1 + 8x2
sujeito a: sujeito a :
2x1 +5x0 <9 6x1 + 7xp > 40
dx1 +2x0 <9 Xp > 2
X1,X € 7T X1,% € 7
(03)
min f(x) = 5x1 + 4xx
sujeito a:
3x1 +2x0 >5
2x1+3x > 7
X1,X0 € 7 ’



Resolvedores PLI
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Planos de Corte

Ideia Basica

» Resolver o problema de programacao inteira através da solugcao
de uma sequéncia de problemas de programacao linear:

» Resolva a relaxagdo linear de Pl e seja x* sua solugdo étima.

» Se x* é inteiro, entdo x* é a solu¢do 6tima do problema PI.

» Caso contrdrio, identificar uma desigualdade satisfeita por todas
as solucdes inteiras do problema PI, mas n3o por x*.

» Adicionar esta desigualdade a relaxag3o linear de Pl e retornar ao
passo (1) acima.
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o
1

Como colocar uma restricao adicional que invalide a solugao %
fraciondria corrente (sem cortar solu¢des inteiras validas)?



Dificuldades

Cortes genéricos eliminam uma fracdo muito pequena do poliedro
que representa a regido vidvel da relaxacao linear e, por esta razao,
seu desempenho é muito limitado (convergéncia muito lenta e
problemas numéricos).
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Exemplos de cortes (derivagdo baseada nos resultados do
algoritmo Simplex):

» Cortes de Gomory
» Cortes disjuntivos
» Cortes de Benders




Desiguaidades de Chvatal-Gomory

» O principio basico é resolver a relaxacdo linear e encontrar uma
base 6tima.
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base étima.
» A partir da base étima, se escolhe uma variavel bdsica que nao

seja inteira.




Desiguaidades de Chvatal-Gomory

» O principio basico é resolver a relaxacdo linear e encontrar uma
base étima.

» A partir da base étima, se escolhe uma variavel bdsica que nao
seja inteira.

» Ent3o geramos uma desigualdade Chvatal-Gomory associada a
esta varidvel basica visando “corta-la”, ou seja, elimina-la do
poliedro de relaxacao.
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Desigualdades de Chvatal-Gomory
Para qualquer v € R'! e para todo x; > 0 que satisfaz

k
Za;jxj- <bVi=1,...m
J=1

também satisfazem:
k m m
j=1Li=1 i=1

Definindo o Plano de Corte de Chvatal-Gomory.
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Considere o seguinte problema

max f(x) = 3x1 + 4x2
sujeito a:

x1+xp <21

X1+ 2x <11

X1,X0 € O
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Exemplo
Considere o seguinte problema

max f(x) = 3x1 + 4x2

sujeito a:
x1+xp <21
X1+ 2x <11
X1,X0 € O
Solucio Otima

> A solucdo 6tima do problema relaxado ¢ (31, 29).




',I Tx1 +xp <21

X1+ 2x2 <11




Solugdo Otima inteira

> U= %; up = % gera a desigualdade 2x; + 2xp < 13 (corte 1).

"
\ Txp 42 <21

xj 4 2% < 11

29 corte
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Solugdo Otima inteira

> U= %; up = % gera a desigualdade 2x; + 2xp < 13 (corte 1).

"
II‘. Txy +x0 <21

xj 4 2% < 11

29 corte

» up =7; up =7 gera a desigualdade x; + x» < 6 (corte 2).
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Solugdo Otima inteira

> U= %; up = % gera a desigualdade 2x; + 2xp < 13 (corte 1).

"
\ Txp 42 <21
1

xj 4 2% < 11

1
| 2° corte
1

» up =7; up =7 gera a desigualdade x; + x» < 6 (corte 2).

» A solugdo étima inteira do problema é (1,5).
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Como encontrar o Corte?

» Seja uma restricdo qualquer do problema de otimizagdo inteira:
St ap < bi;
» Seja a desigualdade oriunda do procedimento de
Chavatal-Gomory aplicado sobre esta restrigao:
=1
>on laglx < |bil;
» O corte de Gomory consiste em subtrair (1) de (2), obtendo a
seguinte desigualdade vélida para o problema:
=1
>on (Lag] — ay)x < (Lbi] — bi);
» Adicionando uma varidvel de folga sgeq0 na desigualdade,
tem-se: > I (|ay| — aj)xi + s = (|bi] — b;);
» Note que o corte, ou seja, a desigualdade valida, é uma nova
restricio para o problema de otimizacdo inteira.
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Corte de Gomory

O corte de Gomory é aplicado observando a tabela simplex
6tima;

Escolhe-se uma linha (restricdo) dessa tabela cuja varidvel basica
associada tem valor ndo inteiro;

O corte deve ser inserido nesta tabela simplex étima:

Cria-se uma nova linha no final da tabela;

A varidvel basica associada a linha é a varidvel de folga do corte,
isto é, s > 0;

Cria-se também uma nova coluna na tabela, associada a varidvel
de folga s;

Isto resultard em uma nova tabela simplex.

A nova tabela simplex deve ser otimizada com o algoritmo dual
simplex, pois houve a inser¢cido de uma restricao no problema;

O procedimento é repetido enquanto existir uma varidvel basica %
com valor ndo inteiro.
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O Algoritmo de Plano de Corte

Passo 1 (Inicializagdo) Faga k = 0 e seja PLgy a relaxagdo do
problema de programacao inteira P;

Passo 2 (Reotimizagdo) Encontre a solugdo 6tima de PLy,
consequentemente, sua tabela simplex 6tima;

Passo 3 (Otimalidade) Se a solugdo étima de PLy for inteira:
PARE! Solugdo 6tima para P;
Passo 4 (Corte) Escolha uma linha da tabela étima cuja
variavel é n3o inteira:
Para a restricdo que representa a linha da
var.iével bdsica escolhida, gere o corte:
S (lag) — ag)x < (1bi) — bi);
Insira este corte no fim da tabela simplex 6tima
de PLk;
Faca k = k + 1;
Va para o Passo 2.




Exemplo

Considere o seguinte problema PPLI:

max f(x) = 2x; + 10x2 + x3
sujeito a:

5x1 + 2xo 4+ x3 < 15

2x1 + x0 + 7x3 < 20

X1+ 3x0 +2x3 < 25
X1,X0,x3 € 7



Considere o seguinte problema PPLI:

max f(x) = 2x; + 10x2 + x3
sujeito a:

5x1 + 2xo 4+ x3 < 15

2x1 + x0 + 7x3 < 20

X1+ 3x0 +2x3 < 25
X1,X0,x3 € 7

minimizar — f(x) = —2x; — 10x — x3 + 0x4 + Oxs + Oxe

5x1 + 2x0 + x3 + x4 + Ox5 + Oxg = 15
2x1 + xo + 7x3 + 0x4 + x5 + Oxg = 20
x1 + 3x2 + 2x3 + 0x4 + Ox5 + X6 = 25
X1, X2, X3, X4, X5, X6 € z*

sujeito a:



Exemplo - Simplex

Tableau - Inicial

Base -2 -10 -1 0 O 0 O
Xa 5 2 1 1 0 0 15
X5 2 1 7 0 1 0 20
X6 1 3 2 0 0 1 25

X1 X2 X3 X4 X5 X
Base 23 0 4 5 0 O 75
xx» 5/2 1 1/2 1/2 0 0 15/2
X5 -1/2 0 13/2 -1/2 1 0 25/2
xs -13/2 0 1/2 -3/2 0 1 5/2




Escolhe-se a variavel fracionaria de menor valor!

Tableau - Otima k = 0

X1 X2 X3 X4 X5 X
Base 23 0 4 5 0 O 75
x 5/2 1 1/2 1/2 0 0 15/2
xs -1/2 0 13/2 -1/2 1 0 25/2
xs -13/2 0 1/2 -3/2 0 1 5/2 <«
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Criando o corte de Gomory
(—7+13/2)x1+(0—0)x0+(0—1/2)x3+(—1+3/2)xa+(0—0)xs+(1—1)x6 < (2—5/2)
—1/2x) — 1/2x3 + 1/2x4 < —1/2

—1/2x — 1/2x3 + 1/2x4 + 5, = —1/2

Insere-se o corte no fim da tabela simplex 6tima de Py
Faca k =k + 1;

Tableau - Inicial k =1

X1 X2 X3 X4 X5 Xp S1
Base 23 0 4 5 0 0 O 75
xx 5/2 1 1/2 1/2 0 0 0 15/2
xs -1/2 0 13/2 -1/2 1 0 0 25/2
xs -13/2 0 1/2 -3/2 0 1 0 5/2
s -1/2 0 -1/2 1/2 0 0 1 -1/2 «+




Tableau - Decisao da coluna pivo

X1 X2 X3 X4 X5 X S1
123/ =1/2| - |4/=1/2| |5/1/2| - - -
Tableau - Inicial k =1
X1 X2 X3 X4 X5 Xp S1
Base 23 0 4 5 0O 0 O 75
xx 5/2 1 1/2 1/2 0 0 0 15/2
xs -1/2 0 13/2 -1/2 1 0 0 25/2
x -13/2 0 1/2 -3/2 0 1 0 5/2
ss  -1)2 0 -1/2 1/2 0 0 1 -1/2




Tableau - Inicial kK =1 - Pivotacao

X1 X2 X3 X4 Xs5 Xp 51

Base 23 0 4 5 0 0 0 75
X2 2 1 0 1 0 0 1 7
X5 -7 0 O 6 1 0 13 6
X6 -7 0 0 -1 0 1 1 2
X3 1 0o 1 -1 0o O -2 1

Solugdo Otima

» A solugdo étima do problema inteiro é (0,7,1).
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EXERCICIO

Aplique os cortes de Gomory para os problemas abaixo

(01) (02)
max f(x) = 3x1 + 2x2 min f(x) = 6x1 + 8x2
sujeito a: sujeito a:
2x1 +5x <9 6x1 + 7xp > 40
Adx1 +2x <9 Xp > 2
x1,% € 7T X1, X0 € T
(03)
min f(x) = 5x1 + 4xo
sujeito a:
3x1 +2x0 > 5
2x1+3x > 7
X1, X2 € Z+
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