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Problema de Programacao Linear

Um problema de otimizacdo linear, pode descrito por um modelo
geral como segue:
min(ou max) f(x)
gi(x)< b Vi=1,...m
sujeito a: 8 hi(x)=bj Vj=m+1,...,/
xekX
Onde:
x € X é o vetor de varidveis de decis3o;
A func3o objetivo f(x) é linear;

As restri¢des do problema gj(x), hj(x) sdo lineares .
E
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O problema da mochila



O problema da mochila

Ideia:

O desafio de encher uma mochila com capacidade limitada,
otimizando o valor carregado.




O problema da mochila

ldeia:
O desafio de encher uma mochila com capacidade limitada,
otimizando o valor carregado.

Considere o seguinte problema da mochila:

max f(x) =3x1 + 3x2 + 2x3 + 4xa + 2x5 + 3x6 + 5x7 + 2x3

sujeito a:
5x1 + 4xp + Tx3 + 8x4 + 4x5 + 4x5 + 6x7 + 8xg < 25
xj € {0,1}

-
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Problema da Dieta

Considere a seguinte dieta, com necessidade minima de:
32 unidades de vitaminas por dia
36 unidades de proteinas por dia

Os alimentos disponiveis sdo carne e ovo. Cada unidade de carne
contém 8 unidades de vitamina e 6 unidades de proteinas. Cada
unidade de ovo contém 4 unidades de vitamina e 6 unidades de
proteinas. Cada unidade de carne custa 3 unidades monetarias e
cada unidade de ovo custo 2,5 unidades monetérias.

Crie um modelo para calcular a quantidade de carne/ovos que
minimiza o custo e supre as necessidades de vitaminas e
proteinas.




minimizar f(x) = 3x1 + 2,5x

8x1 + 4xp > 32
6X1 +6X2 2 36
x1 >0
X2 2 0

sujeito a:



Notacdao Matricial

minimizar f(x) = ¢’ x

ito a- Ax > b
WSy o

[l T3 [8 4] , [32
o= [g -2 1= - 3

-
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Forma Candnica

Um Problema de Programacgio Linear (PL), forma candnica:

maximizar f(x) = cTx

sujeito a: MRS
J 1 x>0

Observagdo: Q = {x € R"|Ax < b} ¢ a interse¢do de um ndmero
finito de semi-espacos. A regido vidvel é chamada de poliedro.




Regiao viavel

max. 4x1+3x; xzD
sa. x3 +x, <40 60
2x1 +x2, <60
X1,X2 > 0
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Forma Padrao

Um Programacido Linear (PL) estd na forma padrdo se:
todas as restricoes sdo de igualdade;

todas as varidveis sdo ndo negativas (> 0).

minimizar f(x) = ¢’ x

sujeito a: =t
uj 1 x>0



Forma Padrao

z

E possivel converter qualquer PL para a forma padr3o:

Restricoes de < e > se tornam restricoes de = por meio da
introducdo de variadveis de folga.

Variaveis de folga indicam falta ou excesso.

Varidveis livres sdo substituidas por duas varidveis, uma
indicando a parte positiva e outra a parte negativa da mesma.

Problemas de maximizacdo podem ser convertidos em problemas
de minimiza¢do: max f(x) — min —f(x).
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Coloque o problema de programacdo linear abaixo na forma padrao.

minimizar f(x) = 3x; + 2,5x2

8x1 + 4xp > 32
6x1 + 6x0 > 36
x1 >0
X2 Z 0

sujeito a:

-
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Coloque o problema de programacio linear abaixo na forma padrao.

minimizar f(x) = x1 — 2x2 — 3x3

sujeito a:

P

X1 +Xx2+x3<6
X1+ 2xp + 4x3 > 12
x| — X +x3 > 2
x120

xo >0

X3ZO




Caracterizacdo

Otimalidade



Pontos extremos

Seja C um conjunto convexo (ndo-vazio). Dizemos que p é ponto
extremo de C se p n3o pode ser escrito convexa estrita de dois
pontos distintos em C.

se cada segmento de reta contida em 2 que contém p, tem p
como final (ou inicio) do segmento.



Pontos extremos

X2

max. 4x1+3x;
sa. x3 +x, <40 60
2x1 +x2, <60

X1,X2 > 0




Solucdes Basicas

Em um sistema de equacbes com n varidveis e m restricoes,
definimos como solucdo bdsica uma solucdo onde temos:

m varidveis para as quais o sistema é resolvido, essas sdo
chamadas Varidveis Basicas (VB)

n - m restante das varidveis permanece fixada em zero -
chamadas Varidveis Nao-Bdsicas (VNB)

Exemplo: Considere sistema

x1+xp =3
—xo +x3 = —1

Verifique as solucdes para VB = x1,x e VB = x», x3
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Solucdes Basicas Factiveis

X2

max. 4x1+3x;
sa. x3 +x, <40 60
2x1 +x2 <60

X1,X2 > 0

4

max. 4x1+3x;
S.a. X1 +Xy+ X3 =40
2X1 +Xz +x4 = 60
X1,X2,X3,X4 > 0

Ex.: VB = {x1, x3} corresponde a qual ponto?
Qual o valor de x; e x4 na SBF desse ponto?




Solucdes Basicas

Dizemos que x € R" é uma soluc3o bésica se xg = B~ 'b e
xy = 0. Se além disso, xg > 0, x é uma solucdo bdsica factivel,

X
com x = | B].
XN

Xp variaveis bdsicas

XN varidveis n3o-bdsicas.

Teorema

A todo ponto extremo de 2 corresponde ao menos uma solucio
basica factivel.

A toda solucdo basica factivel corresponde um (inico ponto
extremo.




Caracterizacao de Goldmann-Tucker

Seja Q = {x € R"|Ax < b} um poliedro n3o-vazio limitado. Entdo
Q possui uma quantidade finita e positiva de pontos extremos
{x1,...,Xxp} e todo x € Q é combinagdo convexa destes pontos
extremos.

P
X =0a1X1 + -+ 0pXp, Za;zl,a; >0,Vi
i=1

Teorema

Se Q tem solucdo tima finita, esta ocorre em um ponto extremo
x* = xq.



Busca Ingénua

Dentre todos os pontos extremos de €2, escolha aquele que
fornece o menor valor de fun¢do objetivo.



Busca Ingénua

Dentre todos os pontos extremos de €2, escolha aquele que
fornece o menor valor de fun¢do objetivo.
Problema: Se x ¢ R", A€ R™", com m < n, podemos ter até

|
m pontos extremos!



Busca Ingénua




Método Grafico

X2

max. 4x1+3x;
sa. x3 +x, <40 60
2x1 +x2, <60

X1,X2 > 0




Método Grafico

max. 4x1+3x;
s.a. X1 +xp <40
2x1 +x2, <60
X1,X2 > 0
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Proposto por Dantzig, o Simplex é um algoritmo para resolver
problemas de PL.

Utiliza uma estratégia gulosa

O Simplex apresenta uma forma eficiente de resolver os sistemas
de equacdes lineares resultantes apds cada iterag¢do (pula de um
ponto extremo para outro).







Passo 1 - Defina o PL na Forma Padrio.
Passo 2 - Define Solucido Bésica Factivel inicial.

Passo 3 - Teste de Otimalidade: determine se a Solugdo Bdésica

é Otima. Se Otima Pare.

Passo 4 - Caso ndo seja étima - Mudanca de Base, checar: qual
varidvel ndo bdasica ird entrar na base, com o intuito de melhorar
a funcdo objetivo; qual varidvel basica ird sair da base.

Passo 5 - Utilize as operacoes elementares para computar a
Nova Solucdo Bdsica. Retorne para o Passo 3.
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Simplex - Tableau

Considere o problema na forma padrao

minimizar f(x) = ¢’ x
it Ax=b
sujeito a:
. x>0
X1 a ail ar ... ain by
X2 o) a1 ax ... ax b>
X = ,C = A = ,b=
Xn Cn dml 4m2 .- Admn bm

-
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Simplex - Tableau

Tableau - Inicial

X1 X2 . Xn
Base a <« ... o —f(x)
XB, ail aio . dln bl
XB, an ano .. aon b2
XBm ami am?2 e amn bm




Simplex - Tableau

Tableau para uma iteracao do simplex

XN XB
Base ¢y 0 —f(x)
xg BTN I B71b

onde A = [B N]

-
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Exemplo 1 -

maximizar f(x) = 3x; + 2x2

0,5x1 +0,3x <3

0,1x1 +0,2x <1
sujeito a: ¢ 0,4x3 +0,5x <3

X1 > 0

x> >0



Exemplo 1- Forma padrao

minimizar — f(x) = —3x; — 2x2

0,514+ 0,30 +x3 =3

0,1x1 +0,2x0 + x4 =1
sujeito a: ¢ 0,4x3 +0,5x0 + x5 = 3

X1 ZO

x> >0



Exemplo 1 - Forma padrao

minimizar — f(x) = —3x; — 2x2 + Ox3 + Oxg4 + Oxs

(0,5x1 +0,3x0 + x3 + 0x4 + 0x5 = 3
0,1x1 +0,2%x +0x3 + x4 + 0x5 = 1
0,4x1 +0,5x +0x3 +0x4 + x5 = 3
x120
XQZO
x3>0
X4ZO
X520

sujeito a:




Exemplo 1 - Simplex

Tableau - Inicial

X1 X2 X3 X4 X

Base -3 -2 0 0 0 O
X3 05 03 1 0 0 3
x» 01 02 0 1 0 1
xs 04 05 0 0 1 3

-
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Exemplo 1 - Simplex

Tableau - Decisao

X1 X2 X3 X4 X5

Base -3 -2 0 0 0 O [}
x3 05 03 1 0 0 3 3/0,5
x 01 02 0 1 0 1 1/0,1
x 04 05 0 0 1 3 3/0,4
Tableau - Decisao
X1 X2 X3 X4 Xs5 ‘
Base -3 -2 0 0 0 0] |
X3 03 1 0 0 3|6 -
x 01 02 0 1 0 1|10
xs 04 05 0 0 1 3|75 =

38 /57



Exemplo 1 - Simplex

Tableau - Plvotacdo

X1 X2 X3 X4 X5
Base 0 -0,2 6 0 0 -18
X3 06 2 0 0 6
X4 0 014 02 1 0 04
X5 0 026 -08 0 1 06
» Ly =L1/0,5 — Pivd
» Lo=3L1+ Lg
» Ly =-0,1L; + Ly
» L3 =—-0,4L7 + L3 4
i
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Exemplo 1 - Simplex

Tableau - lteragao 2

X1 X2 X3 X4 X5
Base 0 -02 6 0 0 -18
X1 1 0,6 2 0 0 6
X4 0 014 -02 1 0 04
X5 0O 026 -08 0 1 0,6
Tableau - Decisao
X1 X2 X3 X4 Xy
Base 0 -02 6 0 0 -18 ‘ M
xs 0 014 02 1 0 04285
x 0 08 0 1 06]23 =




Exemplo 1 - Simplex

Tableau -Pivotacdo

v

v

X1 X2 X3 Xa X5
Base 0 0 538 0 078 -1846
x 1 0 38 0 -23 462
x4« 0 0 023 1 -053 008
x5 0 307 0 384 23

L3 = L3/0,26 — Pivd
Ly = 0, Dllgy 4+ [l
L1=—0,6L5+ Ly

Ly = —0,14L5 + Ly

-
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Tableau -lteracao 3

X1 X2 X3 X4 X5

Base 0 O 538 0 0,78 -18,46
X1 1 0 384 0 -23 462
X4 0 0 023 1 -053 0,08
X2 0 1 -307 0 384 2,3

Tableau - Critério de parada satisfeito
Solucio Stima — [4,62 2,3 0 0,08 0]




Exemplo - Problema da Dieta

minimizar f(x) = 3x1 + 2,5x

8x1 + 4xp > 32
6X1 +6X2 2 36
x1 >0
X2 2 0

sujeito a:



Exemplo - Forma padrao

minimizar f(x) = 3x1 + 2,5x

8x1 +4xp — x3 = 32
6X1+6X2—X4:36
x1 >0
XQZO

sujeito a:



Exemplo - Forma padrao

minimizar f(x) = 3x; + 2,5x2 + 0x3 + Oxa

( 8x1 +4x — x3 +0X4 =32
6x1 + 6x0 + Ox3 — x4 = 36
x1 >0
XQZO
x3 >0
X420

sujeito a:

Variaveis de folga na base: {x3, x4} Varidveis fora da base: {x1,x2}



Exemplo - Forma padrao

minimizar f(x) = 3x; + 2,5x2 + 0x3 + Oxa

([ 8x1 +4x0 — x3 +0Xy = 32
6x1 + 6x0 + Ox3 — x4 = 36
x1 >0
XQZO
x3 >0
X420

sujeito a:

Variaveis de folga na base: {x3, x4} Varidveis fora da base: {x1,x2}
Factivel? o que fazer?

-
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Método das Duas Fases

Alternativa para situacées em que obter uma Solug3o Basica
Factivel (SBF) n3o é trivial.

Consiste em resolver dois PLs distintos:

1. Resolver PL contendo varidveis artificiais para encontrar uma SBF

2. Se uma varidvel artificial tem valor diferente de zero na solucio
6tima entdo o problema original é inviavel

3. Resolver o PL original utilizando a SBF obtida como solu¢go
inicial



Método das Duas Fases

Introduzir variaveis artificiais

Criar funcao objetivo artificial:

Py = E el

Varidveis bdsicas iniciais: varidveis de folga associadas as
restricoes de menor e igual e varidveis artificiais

Objetivo da primeira fase: minimizar a fun¢do objetivo artificial

Caminhar de SBF em SBF até alcancar uma SBF do problema
original (em que todas as varidveis artificiais sdo nulas)
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Exemplo - Forma padrao

minimizar f(x) = 3x; + 2,5x2 + 0x3 + 0x4

([ 8x1 +4xp — x3 +0Xy = 32
6x1 + 6x2 + 0x3 — x4 = 36
x120
x>0
ngo
X420

sujeito a:

Varidveis de folga na base: {x3,xs}
Variaveis fora da base: {xi,x}



Exemplo - Forma padrao

minimizar f(x) = 3x; + 2,5x2 + 0x3 + 0x4

([ 8x1 +4xp — x3 +0Xy = 32
6x1 + 6x2 + 0x3 — x4 = 36
x120
x>0
ngo
X420

sujeito a:

Varidveis de folga na base: {x3,xs}
Variaveis fora da base: {xi,x}
Factivel? o que fazer?

-
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Exemplo - Forma padrao

minimizar a; + ap

8x1 +4x0 — x3 +0Xy 4+ a1 = 32

ito a:
suerto 4 { 6x1 + 6x0 + 0x3 — X4 + a» = 36

Solugdo SBF inicial: VB={aj, a»}



Simplex - Tableau - Fase 1

Tableau - Inicial

Base 0 0 0 0 1 1 -68
a 8 4 -1 0 1 0 32
ar 6 6 0 -1 0 1 36

Lo(—Lo—Ll—LQ

-
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Simplex - Tableau - Fase 1

Tableau - Inicial

X1 X2 X3 X4 adi az

Base -14 -10 1 1 0 0 -68
£l 8 4 -1 0 1 0 32
a 6 6 0 -1 0 1 36

X1 — entra na base.
a; — sai da base.



Simplex - Tableau

Tableau - Inicial

X3 X4 a]_ 32

X1 X2
Base 0 -3 -3/4 1 7/4 0 -12
X1 1 1/2 -1/8 0 1/8 0 4
a2 0 3 34 -1 34 1 12
Ll%Ll/S
Lo+ Lo+ 1414
Ly« Ly —6L;

-
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Simplex - Tableau

Tableau - Inicial

X1 X X3 X4 ai ao
Base 0 -3 -3/4 1 7/4 0 -12
X1 1 1/2 —1/8 0 1/8 0 4
a» 0 3 3/4 -1 -3/4 1 12
L1 < L1/8
LO — Lo =+ 14L1
Ly [, —6L

Xo — entra na base.
ap — sai da base.

-
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Simplex - Tableau

Tableau - Inicial

X1 X2 X3 X4 dai an

0 0 1 1 0

Base 0 O
X1 1 0 —1/4 1/6 0 —1/6 2
X 0 1 1/4 —1/3 —1/4 1/3 4
L2<—L2/3
Lo(—L0+3L2

L1 — L1 — 1/2L2
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Simplex - Tableau

Tableau - Inicial

X1 X X3 X4 ai az
Base 0 0 0 1 1 0

0
xx 1 0 -1/4 1/6 0 -1/6 2
0 1 1/4 -1/3 -1/4 1/3 4

X2

L2 — L2/3

Lo S Lo + 3L>

Ll — L1 — 1/2L2

SBF inicial para o problema original x; =2;x, = 4

-
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Simplex - Tableau

Tableau - Inicial

X1 X2 X3 X4
25 0 0

3
x 1 0 -1/4 1/6 2
0 1 1/4 -1/3 4

Como encontramos uma SBF, removemos as variaveis artificiais do
problema e voltamos a func¢do objetivo do problema original.
Lo & Lo e 3L1 = 2,5L2



Simplex - Tableau

Tableau - Inicial

X1 X X3 X4
Base 0 1/8 1/3 -16

0
o 1 1/4 -1/3 4

X2

Solugdo 6tima? Sim

-
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EXERCICIO

Resolva pelo método simplex
(a)

max f(x) = 2x; + x2 + 3x3
sujeito a:

x1+2x+x3 <6

2x1 +x3 <9

X1, X0, x3 € RT

(b) Multiplique a segunda equag&o por 2 e resolva o problema nova-
mente. Qual é o efeito desta multiplicacdo nos valores da varidveis
duais? Qual é o efeito no valor étimo da fun¢do objetivo?



EXERCICIO

Resolva pelo método simplex

(02)
min f(x) = —2x1 — x2 (03)
sujeito a : min f(x) = 5x1 + 4x2
3x1+x <9 sujeito a:
2X1 — 2X2 < 3 6X1 + 4X2 > 10
x2 < 8 —2x1 — 3x0 < —7
x1 <1 x1,% € RT
x1,x € RT
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