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Problema de Otimizacdao Multi-objetivo ou Vetorial
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Exemplo de um conjunto de op¢des de bilhetes aéreos.
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Problema de Otimizacdao Multi-objetivo ou Vetorial

Um problema de otimizacdo vetorial, pode descrito por um modelo
geral como segue:
min f(x) € Y C R™

sujeito a:

gi(X) <0Vi=1,..,p
Fx=4q hi(x)=0Vj=1,..q
xeX CR”



Problema de Otimizacdao Multi-objetivo ou Vetorial

Notac3o:
X Espaco das varidveis de decisdo ou parametros de otimizac3o.

Fx: O conjunto dos pontos factiveis, subconjunto do conjunto
X.

Y: Espac¢o dos “objetivos”, isto é, o espag¢o no qual se
representa a imagem da fungdo f(.).

Fy: O conjunto imagem da fungdo f(.) restrita ao dominio F.
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Problema de Otimizacdao Multi-objetivo ou Vetorial

O vetor de fun¢bes-objetivo devem ser minimizadas
simultaneamente, mas em geral sdo conflitantes (ou
contraditdrias): a minimiza¢do de um objetivo implica na
maximizac3o de outro.
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infinito).
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Problema de Otimizacdao Multi-objetivo ou Vetorial

O vetor de fun¢bes-objetivo devem ser minimizadas
simultaneamente, mas em geral sdo conflitantes (ou
contraditdrias): a minimiza¢do de um objetivo implica na
maximizac3o de outro.

O conjunto solu¢do é normalmente grande (em alguns casos é
infinito).

Questdes:

Como caracterizar as solucdes de um problema de otimizacao
multi-objetivo?
Quiais critérios utilizar para comparar e ordenar tais solucdes?
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Problema de Otimizacdao Multi-objetivo ou Vetorial

espa¢o dos objetivos espago das varidveis de decisdo
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Exemplo onde dois pontos em diferentes regides no espaco de
decisdo sdo mapeados em dois pontos adjacentes na fronteira
Pareto. %



Caracterizacdo Analitica e Relagdes de Dominancia

Ordenamento de Solucdes
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Ordenamento de Solucdes

(Conjuntos Ordenados)
Um conjunto C é ordenado de acordo com uma relacdo de ordem

“<" se dados quaisquer dois elementos x, y € C é sempre verdade
que x < y ou y = x e as seguintes propriedades com relacio a

“<" s3o validas:

1. x = x (reflexividade)

2. x X yey=z= x =z (transitividade)
3. x 2y ey =x= x=y (anti-simetria)



Ordenamento de Solucdes

(Conjuntos Parcialmente Ordenados)

Diz-se ainda que C é parcialmente ordenado se valem as
propriedades (1), (2) e (3) mas nem sempre x < y ou y < x, isto
é, nem sempre x e y sdo comparaveis.
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(Conjuntos Parcialmente Ordenados)

Diz-se ainda que C é parcialmente ordenado se valem as
propriedades (1), (2) e (3) mas nem sempre x < y ou y < x, isto
é, nem sempre x e y sdo comparaveis.

O caso mono-objetivo é fundamentalmente diferente do caso
multi-objetivo devido a propriedade de ordenamento das
solucdes:.



Ordenamento de Solucdes

(Conjuntos Parcialmente Ordenados)

Diz-se ainda que C é parcialmente ordenado se valem as
propriedades (1), (2) e (3) mas nem sempre x < y ou y < x, isto
é, nem sempre x e y sdo comparaveis.

O caso mono-objetivo é fundamentalmente diferente do caso
multi-objetivo devido a propriedade de ordenamento das
solucdes:.

Conjunto ordenado: R. (<)

Conjunto parcialmente ordenado: R", n > 2.
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Exemplo de um conjunto de op¢des de bilhetes aéreos.




Ordenamento de Solucdes

A seguinte relacdo de ordem, <, é definida para vetores u,v € R":
u<v<=u<vandu#v

u<v <= u<vy,foralli=1,...,n
u#tv < Jie{l,....n}: u#v



Ordenamento de Solucdes

Considerem-se os vetores x, y, z € R3:

x=[357]
y=1[246]
z=[345]

Verifique que n3o hd uma ordenacg3o total dos vetores x, y, z.

-
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Problema de Otimizacdao Multi-objetivo ou Vetorial

Um problema de otimizacdo vetorial, pode descrito por um modelo
geral como segue:
min f(x) € Y C R™

sujeito a:

gi(X) <0Vi=1,..,p
Fx=4q hi(x)=0Vj=1,..q
xeX CR”



Caracterizacdo Analitica e Relagdes de Dominancia

Conjunto Pareto-Otimo
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Dominancia

Seja x1,x» € Fyx, dizemos que x; domina o ponto x se

f(x1) < f(x2) e f(x1) # f(x2), ou seja, em pelo menos um dos
objetivos a desigualdade é atendida de forma estrita. Esta relacdo
de domindncia é escrita como f(x1) < f(x2).



Dominancia

Seja x1,x» € Fyx, dizemos que x; domina o ponto x se

f(x1) < f(x2) e f(x1) # f(x2), ou seja, em pelo menos um dos
objetivos a desigualdade é atendida de forma estrita. Esta relacdo
de domindncia é escrita como f(x1) < f(x2).

Seja x1,x2 € Fyx, dizemos que os mesmos sdo ndo dominados
entre si, ou incompardveis entre si, se f(x1) £ f(x2) e

f(x2) A f(x)
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Dominancia

fa

(O — solu¢Bes ndo dominadas. %



Dominancia

Otimalidade local (Dominéancia)
O ponto x* € F, é localmente Pareto-6timo em relagdo a
f(.): X — Y se ndo existe x € V.(x*) N Fx que domina x*.



Dominancia

Otimalidade local (Dominéancia)
O ponto x* € F, é localmente Pareto-6timo em relagdo a
f(.): X — Y se ndo existe x € V.(x*) N Fx que domina x*.

Otimalidade global (Dominéncia)
O ponto x* € Fx € globalmente Pareto-6timo em relacdo a
f(.): X — Y se ndo existe x € Fy que domina x*.



Dominancia

Conjunto Pareto-6timo
Dado um problema de otimizacdo multi-objetivo, o seu conjunto
Pareto-étimo global é definido como:

X* = {x* € Fx|P x € Fx tal que f(x) < f(x*)}

O conjunto Pareto-6timo, chamado também como conjunto das
solucdes eficientes do problema multi-objetivo.



Dominancia

Fronteira Pareto-6tima

A fronteira Pareto-6tima global )* do problema de otimizagdo
multi-objetivo corresponde a imagem do conjunto Pareto-étimo
global no espaco de objetivos, isto é, V* = f(X*):

Vi={y="Ff(x"):x" € X"}



Conjunto Pareto

for




Conjunto Pareto
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Conjunto Pareto

A cardinalidade de X* pode ser muito elevada ou mesmo igual a
infinito;

Do ponto de vista pratico, é mais interessante estimar um
conjunto de solugdes eficientes de tamanho limitado, porém
representativo de X'*.

A fronteira Pareto-6timo pode ser definido de forma grafica,
definindo:

C(QO)={y="F(x) e R™: f(x) < ¢}
temos que

Yi={y"=1f(x"): CO)NF(F) = {1}

UFOF
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Conjunto Pareto

Duas solugdes x7/, x”, € X sdo equivalentes se f(x?/) = f(x");
Um conjunto completo de solugdes eficientes é qualquer

X' C X, tal que Y* = f(X') .

Um conjunto completo minimal de solucdes eficientes é um
conjunto completo sem solucdes equivalentes.

Um conjunto completo maximal de solugdes eficientes é tnico.

Um conjunto completo minimal de soluc¢des eficientes ndo é
tnico.
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Nao Dominancia

Pseudo-cédigo
P + Pontos
N <0
For p € P do
If Vg € P—{p}, g A p then
N+ NUp
end-if
end-for
return N

-
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Ordenacao Pareto

Exemplo:
Considere a tabela a seguir:
f1 f2
"A[8 5
B9 2
cl12 1
D|11 2
E|1l6 2

Compare as solucdes usando o conceito de dominancia Pareto.



Caracteristicas da Fronteira Pareto

Solucdo Utépica
A solug3o utépica u do problema de otimizagdo multi-objetivo, é definida como:

UjZfJ-‘(Xj),j:1,...7m,

onde

x =argmin fi(x):x € Fx



Caracteristicas da Fronteira Pareto

Solucdo Utépica
A solug3o utépica u do problema de otimizagdo multi-objetivo, é definida como:

Uj:f}(xj),j:1,,,,7m,

onde

x =argmin fi(x):x € Fx

Solucao Anti-utépica
A solugdo anti-utdpica (nadir) & do problema de otimizagdo multi-objetivo, de
forma andloga é definida como:

ﬂj:f}()?j),j:]_,_”7m7

onde

% =argmax fi(x):x € Fx




Caracteristicas da fronteira Pareto

fQ J .
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Fronteiras Pareto-6timas quando f(F) é convexo:
> minimize fi, minimize f;
» minimize fi, maximize f;
» maximize f;, minimize f;

» maximize f;, maximize f.
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Caracteristicas da fronteira Pareto

Representatividade da fronteira Pareto;

Convergéncia;
Diversidade;
Uniformidade.

Impacta diretamente o tomador de decisao;

A relacdo de compromisso desejada deve ser um critério usado
para a escolha do método de otimizacdo multi-objetivo.



Problema de Otimizacdao Multi-objetivo ou Vetorial

Uniformidade boa Uniformidade ruim
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Uniformidade no espaco dos objetivos.
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Caracterizacdo Analitica e Relagdes de Dominancia

RelagGes adicionais de dominancia
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A relacdo de dominancia Pareto n3o oferece muita flexibilidade:

inclusdo de preferéncias do decisor;
tradeoff e resolucao desejados pelo usuério.




A relacdo de dominancia Pareto n3o oferece muita flexibilidade:

inclusdo de preferéncias do decisor;
tradeoff e resolucao desejados pelo usuério.

Por essa razao, vdérias relacdes adicionais foram propostas:
dominancia lexicografica;

dominancia extrema ou extremo-dominancia;
max-dominancia;

cone dominancia;

a-dominancia;

e-dominancia;

Lorenz dominancia;

Volume-dominancia;

g-dominancia; ...
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Dominancia lexicografica

Definicao

Sejam yi,y2 € f(Fx) C R™, dizemos que y; domina y»
lexicograficamente se existe um indice / < m tal que y1; =y
parai=1,...,/—1ey;; <y . Asrelagdes entre y; ; e y» ; para
i > [ sdo ignoradas. O indice / representa o primeiro indice para o
qual y1; < y» . Essa relagdo € escrita como y; </ex ¥2.



Dominancia lexicografica

Definicao

Sejam yi,y2 € f(Fx) C R™, dizemos que y; domina y»
lexicograficamente se existe um indice / < m tal que y1; =y
parai=1,...,/—1ey;; <y . Asrelagdes entre y; ; e y» ; para
i > [ sdo ignoradas. O indice / representa o primeiro indice para o
qual y1; < y» . Essa relagdo € escrita como y; </ex ¥2.

Otimalidade lexicografica A solucdo x* é étima no sentido
lexicogréfico em relagdo a f(.) : X — ) se ndo existe x tal que
f(x) <ex F(x*).



Dominancia lexicografica

A definicdo implica que ha uma ordenacdo dos objetivos em
ordem decrescente de preferéncia do decisor;

A comparacdo de solugdes considera essa ordenacdo lexicografica
das fungdes-objetivo.



Dominancia lexicografica

A definicdo implica que ha uma ordenacdo dos objetivos em
ordem decrescente de preferéncia do decisor;

A comparacdo de solugdes considera essa ordenacdo lexicografica
das fungdes-objetivo.

Exemplo
Sejam:
yl - (17 27 37 47 57 6)

y2 =(1,2,3,9,4,9)

Estas duas solu¢des sdo nao dominadas entre si, contudo, podemos
dizer que y1 </ex ¥2.



Dominancia lexicografica

Implicabilidade

Y1 <Y2 = Y1 <lex ¥2

Y1 <lex Y2 F Y1 =< Y2

-
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Dominancia Extrema

Definicao
Sejam yi1,y2 € f(Fx) C R™, e um vetor de pesos A € R™ com
> A\i = 1 dizemos que y; extremo-domina y; se e somente se

D Aivii <D Aiyaii

. Essa relagao é escrita como y; <) y2.




Dominancia Extrema

Definicao
Sejam yi1,y2 € f(Fx) C R™, e um vetor de pesos A € R™ com
> A\i = 1 dizemos que y; extremo-domina y; se e somente se

D Aivii <D Aiyaii

. Essa relagao é escrita como y; <) y2.

Otimalidade Extema A solucdo x* é 6tima no sentido extremo
em relagdo a f(.) : X — ) se ndo existe x tal que f(x) <) f(x*).



Dominancia Extrema

Implicabilidade

Y1 =<Y2=Y1 <)Y2

Y1 =AY2F Y1 <XY2

-
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Dominancia Extrema

Implicabilidade

Y1 =<Y2=Y1 <)Y2
Y1 =AY2F Y1 <XY2

Essa definicdo permite a inclusdo de preferéncias do decisor,
modeladas no vetor de pesos.




Dominancia Extrema

Exemplo
Sejam:
y1 = (13 27 37 47 57 6)

y2 =(1,2,3,9,4,9)

Suponha que os objetivos 1, 3 e 5 sdo 20% mais importantes do
que objetivos 2, 4 e 6. Assim:

Al = A3 = A5 =10,18

N = M = A = (0 15

Estas duas solugdes sdo ndo dominadas entre si, contudo, podemos
dizer que y1 <) y2.

-
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e-Dominancia

Definicao
Sejam yi,y2 € f(Fx) C R™, dizemos que y; e-domina y3 se e
somente se Vi € {1,...,m} ee >0, temos y; ; — € < y» ;. Essa

relagcdo € escrita como y; < ¥2.



e-Dominancia

Definicao
Sejam yi,y2 € f(Fx) C R™, dizemos que y; e-domina y3 se e
somente se Vi € {1,...,m} ee >0, temos y; ; — € < y» ;. Essa

relacdo é escrita como y1 <, y2.
Implicabilidade

Y1 <Y2=Y1 <c¥2

Y1 <eY2 # Y1 <Y2

-
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e-Dominancia
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e-Dominancia

Caracteristicas

Permite regular simultaneamente convergéncia e diversidade das
solu¢des estimadas em um dnico algoritmo;

Possibilita ao decisor controlar a resolu¢do (qualidade) do
conjunto Pareto estimado;



e-Dominancia

e




Caracterizacdo Analitica e Relagdes de Dominancia

Métodos de Otimizacao
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Otimizacdo e Decisao

O resultado final do processo de otimizacdo multiobjetivo leva a
um problema de decisdo: o tomador de decisao devera escolher
entre o conjunto de alternativas, aquela que se mostra mais
interessante.

fungdes de utilidade;

decisdo multi-critério.



Métodos Multi-critério

A priori

O trade-off entre as fungBes-objetivo é determinado (e modelado)
antes da execucdo do método de otimizacdo. O problema
multi-objetivo é transformado num problema mono-objetivo e uma
tinica solucdo é gerada. Alterando a relacdo de trade-off entre os
objetivos, uma nova solucdo pode ser gerada, até que o decisor
esteja satisfeito.

(decide = otimiza)



Métodos Multi-critério

Progressivo

Nos métodos de otimizacao progressivos, consultas ao decisor
durante a otimiza¢3o orientam a busca na direcdo da solugao de
trade-off que satisfaz o decisor. Requer a atencdo do decisor
durante o processo de otimizagao.

(decide = otimiza)




Métodos Multi-critério

A posteriori

S3o métodos para buscar por um conjunto de solugdes
representativo no espaco de objetivos. O resultado é um conjunto
de alternativas que s3o oferecidas ao decisor apds a otimizac3o.
N3o é necessdria a modelagem de preferéncias do decisor, mas o
processo de otimizacdo é mais complexo e computacionalmente
caro, porque varias solugdes devem ser geradas.

(otimiza = decide)

A escolha do método depende do tomador de decisdo e do
problema. Entretanto, meta-heuristicas multi-objetivo usualmente
adotam métodos a posteriori.



Métodos Multi-critério

Existing MOEA Solution Techniques

A Priori
(Before)

— Egregalion (Ordering)

—— Aggregation (Scalarization)

-- Multiplicative
-- Target Vector
-- Minimax

Progressive
(During)

Interactive

A Posteriori
(Generating)

— Independent Sampling

—— Cooperative Search

-- Ranking

-- Ranking and Niching
-- Demes

- Elitist

Hybrid Selection




Condicoes de otimalidade Pareto

As condicoes de otimalidade descritas por Karush, Kuhn e Tucker
podem ser estendidas para problemas multi-objetivo, fornecendo as
condicBes necessdrias de KKT para eficiéncia:




Condicoes de otimalidade Pareto

As condicoes de otimalidade descritas por Karush, Kuhn e Tucker
podem ser estendidas para problemas multi-objetivo, fornecendo as
condicBes necessdrias de KKT para eficiéncia:

Condicoes necessarias de Karush-Kuhn-Tucker para eficiéncia
x* € F satisfaz as condi¢Ges necessérias de Karush-Kuhn-Tucker
para eficiéncia se existem multiplicadores p; > 0, >\* v* >0, com
pelo menos uma desigualdade estrita, tais que:

Doket ViV () + 300 i Vei(x*) + 30, A Vh(x*) = 0
pigi(x*)* =0

gi(x*)<0,i=1,...,p

hi(x*) =0, j=1,....q

-
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Condicoes de otimalidade Pareto
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