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Otimiza cao

e Area da Pesquisa Operacional que utiliza o método cientifico
para apoiar a tomada de decisoes, procurando determinar como
melhor projetar e operar um sistema, usualmente sob condicoes
gue requerem a alocacao de recursos escassos.

e Trabalha com modelos deterministicos

As informac0des relevantes s&o assumidas como conhecidas
(sem incertezas)

e Aplicac0es tipicas:
Mistura de minérios
Planejamento da producao
Roteirizacéo
Escala de pessoal




Problema de Roteamento de Veiculos

(Vehicle Routing Problem )
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Problema de Roteamento de Veiculos
(Vehicle Routing Problem )
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Escala de Motoristas ( Crew Scheduling )
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Escala de Motoristas ( Crew Scheduling )
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Reducéo de um tripulante!
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Programacao de jogos de competicoes
esportivas ( Sports timetabling )

INTRODUCAO

v Montar uma tabela de jogos entre os times participantes de uma
competicao esportiva

v Satisfazer as restricoes da competicao

v Minimizar os custos relativos ao deslocamento dos times

12



Programacao de jogos de competicdes Egss.
esportivas ( Sports timetabling ) eoce

INTRODUCAO

1712K 1 7
3090Km
rémio
Vitdria x Atlético | Grémio x Atlético | Atlético x Santos Atlético x Vitdria | Grémio x Atlético | Atlético x Santos
Distancia total percorrida: 6760 Km Distancia total percorrida: 5382 Km

Economia = 1378 Km .



Programacao de jogos de competicoes
esportivas ( Sports timetabling )

= Gastos com deslocamento

= Influéncia no desempenho dos times

- Enquadra-se na classe de problemas NP-dificeis

- NUumero de tabelas possiveis para uma competicdo env  olvendo n
times confrontando-se entre si em turnos completos (Concilio &

Zuben (2002)):

|
JUSTIFICATIVA DO TRABALHO / @
) ))
e e )~

(n-1)x_

(Nn-D!'(n=-3)!'(n=-9'...n—(n-1)x2 2

« Competicao com 20 participantes: 2,9062x10130 tabelas

possiveis (aprox. 10 14 anos para analisar todas as tabelas em um

computador que analisa uma tabela em 10 -8 segundos)
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Programacao de jogos de competicoes

PROBLEMA ABORDADO

1.

esportivas ( Sports timetabling )

12 Divisdo do Campeonato Brasileiro de Futebol 2004, 2005 e 2006
22 Divisao do Campeonato Brasileiro de Futebol 2006

CompeticOes realizadas em dois turnos completos e e  spelhados

Restricdes do problema

Dois times jogam entre si duas vezes, uma no turno e a outra no returno,
alternando-se o mando de campo entre 0S mesmos

Nas duas primeiras rodadas de cada turno, cada time alternara seus jogos, sendo
um em casa e 0 outro na casa do adversario. Por ex.: 12 fora, 22 em casa

As duas ultimas rodadas de cada turno devem ter a configuracéo inversa das duas
primeiras rodadas de cada turno com relagdo ao mando de campo. Ex.: Penultima
em casa, Ultima fora

N&o pode haver jogos entre times do mesmo estado na ultima rodada

A diferenca entre os jogos feitos em cada turno em casa e fora de casa de um time
nao pode ser maior que uma unidade

Um time n&o pode jogar mais que duas vezes consecutivas dentro ou fora de casa
15



000
Programacao de jogos de competicoes 0o0
. . . o
esportivas ( Sports timetabling )
RESULTADOS COMPUTACIONAIS
> Melhores solucdes obtidas pelos metodos
o CBF Biajoli etal . (2004) ILS-MRD
Instancias
DIST DIF DIST DIF DIST DIF %MDIST | %MDIF
bssp2004 905316 | 86610 | 789480 53309 | 754935 | 51199 16,61 40,89
bssp2005 838464 | 70655 696800 [ 46821 16,90 33,73
bssp2006-A | 658195 [ 50769 562886 | 37628 14,48 25,88
bssp2006-B | 998675 | 61454 967374 | 23848 3,13 61,19

Economia possivel:
v Considerando o custo do quilometro aéreo a R$0,70
v Delegacao de 20 pessoas

Campeonatos 2004 e 2005, Série A: Aprox. R$ 2 milhGes

v
v Campeonato 2006, Série A: Aprox. R$ 1 milhdo
v Campeonato 2006, Série B: Aprox. R$ 500 mil
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Controle de P atio de Min érios

Aplicacao na mina Caué, Itabira (MG), da CVRD
3 patios de estocagem de mineérios
Minérios empilhados em balizas

Pilhas formadas por subprodutos com composi¢ao
guimica e granulomeétrica diferentes

Objetivo € compor um lote de vagoes (x 80),
atendendo as metas de qualidade e producédo de um
dado produto

Exemplos de algumas restricoes operacionais:
Retomar uma pilha toda sempre que possivel
Concentrar retomada

Retomar minério da esquerda para a direita e de cima para
baixo

17



Controle de P atio de Min érios

Patio de Estocagem Caué
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Controle de P atio de Min érios

Equipamentos de empilhamento e recuperacao

Recuperadora (Bucket Wheel) Recuperadora Tambor (Drum) Empilhadeira (Stacker)

19



Controle de P atio de Min érios

Silos de embarque




Controle de P atio de Min érios

Programacao/Simulacao
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Controle de P atio de Min érios

SECA| Fe | SIiO, P [Al,O3] Mn | MgO | H20 | +6,3 | +1,0 | -0,15
LSG - 4,35 | 0,040, 1,00 0,600 - - 11,0 - 37,00
LSE - 3,85 | 0,028 0,80 0,300 - 6,5 8,0 - 27,00
META - 3,60 | 0,022 0,70| 0,15C - - 6,50 61,00 22,00
LIE - - - - - - - - 58,00 -
LIG - - - - - - - - 52,00 -
CRIT. - CR CR CR - - - - - CR
SFCA| Fe | SIO, P [Al,O3| Mn | MgO | H20 | +6,3 | +1,0 | -0,15
LSG - 5,10 | 0,059 1,80 - - 7,50 - - 44,00
LSE - 4,50 | 0,043 1,40 - - 6,50 - - 36,00
META - 4,20 | 0,035| 1,20| 0,17d - 6,00 - 53,00 32,00
LIE 65,00 | 3,70 - - - - - - - -
LIG - 2,70 - - - - - - - -
CRIT. - CR Mi CR - - Mi - - CR
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Controle de P atio de Min érios

PCCA
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Controle de P atio de Min érios

PCCA
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Carregamento de produtos em

Navios
Navio
Porao 1 Porao 2 Porao N

Produto 1
Produto 2

Produto m
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Carregamento de produtos em
Navios: Caracteristicas do problema

e Turnos de 6 horas de trabalho:
7h-13h
13h-19h
19h-1h
1h-7h

e 8 tipos de turnos:
Dia util (horarios normal e noturno)
Sabado (horarios normal e noturno)
Domingo (horarios normal e noturno)
Feriado (horarios normal e noturno)

e Terno: equipe de trabalho atuando em um
porao durante um turno

29



Carregamento de produtos em
Navios: Caracteristicas do problema

e EXiste um certo n umero de m aquinas
dispon iveis para fazer o carregamento
do navio: CN, CG e GB.

e Cada maquina possui uma
produtividade diferente para cada tipo
de produto.
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Carregamento de produtos em
Navios: Caracteristicas do problema

e Produtos carregados em uma ordem
preestabelecida.

e As equipes sao remuneradas de acordo
com a produ cao (ton.).
e Os custos variam de acordo com o produto

carregado e o tipo do turno em que ocorre o
terno.

e O custo total € dado pelo somatorio dos
custos com docas, encarregados,
guincheiros, conferentes, estivadores e
equipamento utilizado.
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Carregamento de produtos em
Navios: Caracteristicas do problema

e Custo do carregamento dado pelo
somatorio dos custos dos ternos

e Carregamento conclu ido depois da data
prevista em contrato:

Demurrage (multa por dia de atraso)

e Carregamento conclu ido antes da data
prevista em contrato:

Prémio (metade da multa)

e Objetivo é reduzir os custos coma mao -
de-obra

32



Modelos de Otimiza cao

e Programacao matematica:
Fundamentados na matematica
Métodos exatos: garantem a geracao da solucao 6tima
Método mais difundido: Programacéo Linear (PL)

Desvantagens:
Modelagem mais complexa

Em problemas combinatdrios, podem exigir um tempo proibitivo para
encontrar a solucao 6tima

e Heuristicos:
Fundamentados na Inteligéncia Atrtificial

Métodos aproximados: Nao garantem a otimalidade da solucéao
final

Vantagens:
De facil modelagem
Boas solucdes podem ser obtidas rapidamente

33



Modelos de Programa cao
Linear

e Formulacéao algébrica:

n
otimizar f (X) = Z Cj X } funcéo objetivo
=1

(<) ™~
b Ui=1....m

n
sujeito a Z a” Xj
=1

> restricoes
X. >0 DJ =1...n } condicdes de
n

ao-negatividade

/
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Modelos de Programa cao
Linear

1. As restricoes representam limitacoes de
recursos disponiveis (mao-de-obra, capital,
recursos minerais ou fatores de producao)
ou entao, exigéncias e condicoes gue
devem ser cumpridas

2. X € uma variavel de decisao, que quantifica
o nivel de operacao da atividade |

3. b, representa a quantidade do I-ésimo
recurso disponivel ou a exigéncia que deve
ser cumprida

35



Modelos de Programa cao
Linear

C; representa o custo associado a J-esima
atividade

a; € a quantidade do recurso I (exigido ou
disponivel) em uma unidade da atividade |

otimizar = maximizar ou minimizar

36



Terminologia

e Solucao

Qualquer especificacao de valores para as
variaveis de decisao

e Solucao viavel
Solucao gue satisfaz a todas as restricoes
e Solucao otima

Solucao viavel que tem o valor mais favoravel da
funcao objetivo

37



Hip 6teses assumidas em um
modelo de programa cao linear

e Proporcionalidade

O custo de cada atividade é proporcional ao nivel de
operacao da atividade

A quantidade de recursos consumidos por uma atividade &
proporcional ao nivel dessa atividade

e Divisibilidade
As atividades podem ser divididas em qualquer nivel
fracionario

e Aditividade

O custo total € a soma das parcelas associadas a cada
atividade

e Certeza

Assume-se que todos os parametros do modelo sao
constantes conhecidas

38



Problema da Mistura de
Min érios

Ha& um conjunto de pilhas de minério

Em cada pilha ha uma composicao quimica e
granulométrica diferente (% de Fe, SiO2, Al203 etc.)

A cada pilha esta associado um custo

E necessario formar uma mistura com uma certa
especificacao

Dentre as possiveis misturas que atendem a

especificacao requerida, o objetivo é encontrar aquela
gue seja de custo minimo

39



Problema da Mistura de i
Min érios e
50% Fe
6 $/t
60% Fe 55% Fe
10 $/t O $/t
Solucéo 2: Solucéo 1:

1t. Pilha 1 + 1t. Pilha 2 = 2t. 2t. Pilha 3 = 2t. minério

Ferro na mistura = 55% Ferro na mistura = 55%

Custo da mistura=9% 16 Custo da mistura = $ 18 40



Modelo de PL para o Problema

da Mistura de Min érios

Dados de entrada:

Pilhas = Conjunto de pilhas

Parametros = Conjunto dos parametros de controle (Teores,
Granulometria)

j = % do parametro de controle | em uma tonelada da pilha i
tl = % minimo admissivel para o parametro |

tu; = % maximo admissivel para o parametro |

Qu, = Quantidade maxima de minério, em toneladas, existente
na pilha i

¢, = Custo, em $, de uma tonelada de minério da pilha i

p = quantidade, em toneladas, da mistura a ser formada

Variaveis de decisao:

X; = Quantidade de minério a ser retirado da pilha i

41



Modelo de PL para o Problema da Mistura de

Minérios

min ) cX
I0Pilhas
D 6%
iOPilhas
2%
idPilhas

D %

i0Pilhas > tl

i0Pilhas

<tu; [j 0 Parametros

[Jj I Parametros

X <Qu. Ui Pilhas

DX =p

iOPilhas

x =0 i OPilhas

>

-

% do parametro j na mistura
nao pode superar o valor
maximo permitido

% do parametro j na mistura
nao pode ser inferior ao
valor minimo permitido

A quantidade a ser
retomada em cada pilha i
esta limitada a Qu,

A mistura deve ter peso
total p

Nao-negatividade 42



Modelo de PL para o Problema da Mistura de
Minérios — Linearizacao das restricoes

min ) cX
iI00Pilhas

N

Z(tij —tuj)>q <0 0j O Parametros

iI0Pilhas

~

Z(tu —tlj)>q >0 [Jj O Parametros |

iICPilhas

X <Qu. Ui UPilhas

D %=p

i0Pilhas

——

x =0 i OPilhas

Valor do parametro j na
mistura nao pode superar o
valor maximo permitido

Valor do parametro j na
mistura nao pode ser inferior
ao valor minimo permitido

A quantidade a ser
retomada em cada pilha i
esta limitada a Qu,

A mistura deve ter peso
total p

Nao-negatividade 43



Modelo de PL para o Problema
da Mistura de Min érios

e Problemas dessa modelagem de
programacao linear:
RestricOes sao rigidas
Na pratica, pode nao haver solucao

Nesse caso, otimizador aplicado ao modelo
retorna que nao ha solucéao viavel

Qual a “melhor” solucao inviavel?

44



Programa cao linear por metas
(goal programming )

e Permite trabal
e E mais flexive
e Cria variavel c

nar com restricoes relaxadas

e desvio para cada restricao

gue pode ser relaxada

e Variavel de desvio mensura a “distancia de
viabilidade” e é colocada na funcao obijetivo,
para ser minimizada

e O valor minimo da variavel de desvio
representa a “meta” a ser atingida

45



Programa cao linear por metas
(goal programming )

e Restricoes do tipo <

"mindp

X +X, <10 =) <

X +X,—-dp<10
P o

Desvio positivo (dp):
Mede o quanto se
Desvio positivo = desvio para cima ultrapassou de 10




Programa cao linear por metas
(goal programming )

e Restricoes do tipo =

‘mindn

X +X, 210 =) <

X +X,+dn=210
P

Desvio negativo (dn):
Mede o quanto faltou
Desvio negativo = desvio para baixo para chegar a 10




Programa cao linear por metas
(goal programming )

e Restricoes do tipo =

‘mindp+dn

X +X,=10 =) <
X, +X,—dp+dn=10

Mede o que supera 10 @
Mede o que falta para chegar a 10




Programa cao linear por metas
(goal programming )

e Dois métodos de solucao sdo normalmente utilizados:
Método dos pesos
Meétodo hierarquico

e Método dos pesos:

Forma-se uma unica funcao objetivo com o somatorio ponderado das
variaveis de desvio

A cada variavel de desvio € associado um peso, que reflete a
importancia relativa da restricao relaxada

e Meétodo hierarquico:
E estabelecida, inicialmente, a hierarquia (prioridade) das metas

Resolve-se o problema com a meta de maior prioridade (isto €, apenas
a variavel de desvio mais prioritaria)

Resolve-se, a seguir, o problema tendo como funcao objetivo uma
meta de prlorldade mais baixa que a anterior, mas atribuindo o valor
otimo da meta anterior a variavel de desvio correspondente isto €,
tratando a meta anterior como restricdo do modelo

O procedimento € executado de modo que a solucao obtida de uma
meta de prioridade mais baixa nunca degrade qualquer solugao de
prioridade mais alta 49




Modelo de PL para a Mistura de Minérios com
relaxacao dos limites de especificacao

Dados de entrada:

Pilhas = Conjunto de pilhas

Parametros = Conjunto dos parametros de controle

t; = % do parametro de controle j em uma tonelada da pilha i

tl, = % minimo admissivel para o parametro |

tu; = % maximo admissivel para o parametro |

Qu, = Quantidade maxima de minério, em toneladas, existente na pilha i

p = quantidade, em toneladas, da mistura a ser formada

wne; = Peso para o desvio negativo de especificagcdao do parametro j na mistura
wpe; = Peso para o desvio positivo de especificagcao do parametro j na mistura

Variaveis de deciséao:

e X = Quantidade de minério a ser retirado da pilha i

e dne, = Desvio negativo de especificacao, em toneladas, do parametro j na mistura
e dpe; = Desvio positivo de especificacao, em toneladas, do parametro j na mistura

50



Modelo de PL para a Mistura de Minérios com

relaxacao dos limites de especificacao.
Peso associado ao

desvio negativo
min E wpe, dpe, + E wne, dne, g
jO0Parametros jO0Parametros

N

_ Admite-se que a quantidade do
Z(tij —tu, ))(i - dpej <0 U Parametros » parametro j na mistura supere em dpe,
iOPilhas toneladas a quantidade maxima admitida

Desvio positivo, em <

toneladas Admite-se que a quantidade do

Z (tij —tl j )Xi + dnej >0 0j O Parametros;- parametro | na mistura esteja dne,

P Thas toneladas abaixo da quantidade minima
Desvio negativo, < permitida
em toneladas \
. . A guantidade a ser retomada em cada
> o T N
X < Qui HidPilhas pilha i esta limitada a Qui,
Z X =P } A mistura deve ter peso total p
iI0Pilhas

Xi 20 [ D Pilhas Nao-negatividade
dne;,dpe, =20 Uj [ Parametro ”



Problema da Mistura de Minerios com metas de qualid ade
e relaxacao dos limites de especificacao

e Ha um conjunto de 15 pilhas de minério

e Em cada pilha ha uma composicao quimica diferente (% de Fe, Al203 etc.)

e E necessario formar 6000 toneladas de um produto com uma certa
especificacao

e Para cada parametro de controle sao dados os limites inferior e superior de
especificacao, bem como as metas de qualidade para o produto formado

e Cada parametro de controle € classificado em 5 critérios: irrelevante,
importante, muito importante, critico e muito critico

e O peso de desvio de meta é igual ao produto do peso critério pelo peso de
comparacgao

e O peso de comparacao serve para colocar cada parametro de controle em
uma mesma ordem de grandeza

e Dentre as possiveis misturas que atendem a especificagao requerida, o
objetivo é encontrar aquela que esteja 0 mais proximo possivel das metas
de qualidade
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dos limites de especificacao

Mistura de Minérios com metas de qualidade e relaxa
. dados de entrada

00
0000
X XX J
- XX
o0
gao | ¢
Criterios Pesos
Irrelevante 0
Importante 1
Muito Importante 5
Critico 10
Muito Critico 100

Fe Al203 P PPC He
Limite Superior 49 50% 0,17% 0.043% 2.65% 50%
Meta 47,00% 0,15% 0,040% 2,35% 40%
Limite Inferior 44 50% 0.12% 0.035% 2.05% 38%
Peso Critério 5 1 100 10 1
Peso Comparacgao 1 100 1000 10 1
Peso Desvio da Meta| g | 100 [ 100000 | 100 | 1
Massa (t) | Fe (%) [AI203(%)] P (%) PPC (%) He (%)
Pilha 1 1500 h2.64% 0.52% 0.084% 4 48% 45%
Pilha 2 2000 39.92% 0.18% 0.029% 0.65% 97%
Pilha 3 1700 47 .19% 0.50% 0.050% 2.52% 52%
Pilha 4 1450 49 36% 0.22% 0.039% 1.74% 78%
Pilha 5 1250 43,94% 0.46% 0.032% 2.36% 41%
Pilha 6 1890 48.97% 0.54% 0.057% 4.34% 90%
Pilha 7 1640 47 46% 0.20% 0.047% 5.07% 90%
Pilha & 1124 46.52% 0.32% 0.039% 3.561% 40%
Pilha 9 1990 56.09% 0.95% 0.059% 4.10% 80%
Pilha 10 900 46.00% 0.26% 0.031% 2 51% 21%
Pilha 11 1540 49 09% 0.22% 0.040% 4 20% 12%
Pilha 12 1630 49 77% 0.20% 0.047% 4 81% 12%
Pilha 13 1320 £3.03% 0.24% 0.047% 4 17% 1%
Pilha 14 1245 £2.96% 0.29% 0.052% 4 81% 1%
Pilha 15 1859 42 09% 0.17% 0.031% 1.38% 47%
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Mistura de Minérios com metas de qualidade e relaxa céo
dos limites de especificacao: modelo de PL

Dados de entrada:

Pilhas = Conjunto de pilhas

Parametros = Conjunto dos parametros de controle

t; = % do parametro de controle j em uma tonelada da pilha i

tl; = % minimo admissivel para o parametro |

tu; = % maximo admissivel para o parametro |

tr; = % recomendada para o parametro |

Qu; = Quantidade maxima de minério, em toneladas, existente na pilha i

p = quantidade, em toneladas, da mistura a ser formada

wnm; = Peso para o desvio negativo (de meta) do parametro j na mistura

wpm; = Peso para o desvio positivo (de meta) do parametro j na mistura

wne; = Peso para o desvio negativo (de especificacdo) do parametro j na mistura
wpe; = Peso para o desvio positivo (de especificagao) do parametro j na mistura

Varidveis de deciséo:

e X = Quantidade de minério a ser retirado da pilha i

dnm; = Desvio negativo (de meta), em toneladas, do parametro j na mistura

dpm; = Desvio positivo (de meta), em toneladas, do parametro j na mistura

dne; = Desvio negativo (de especificacdo), em toneladas, do parametro j na mistura
dpe; = Desvio positivo (de especificagao), em toneladas, do parametro j na mistura
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Mistura de Minérios com metas de qualidade e relaxa céo
dos limites de especificacao: modelo de PL

min Z(Wpej dpe; +wne,dne, +wpm,dpm, +wnm,dnm, )
j00Parametros

Admite-se que a quantidade do parametro
Z(t —tu, )X, —dpe, <0 [Jj UParametros j na mistura supere a quantidade maxima
iDPilhas permitida em dp; ton.

Admite-se que a quantidade do

Z (t —tl. ))(I +dne, =0 [Jj [ Parametros parametro j na mistura seja inferior a
iOPilhas quantidade minima permitida em dn; ton.

Admite-se que haja excesso (dpm;) ou

Z(t —1{r. )xI + dnm dpm =0 DJ [1Parametros ; falta (dnmJ) no parametro j ha mistura
iOPilhas em relacdo a quantidade recomendada

< _ " " A gquantidade a ser retomada em cada
% =Qu, LitPilhas } pilha i esta limitada & Qui,

Z X =P } A mistura total deve ter peso total p
iICPilhas

Xi 20 00 PllhaS Nao-negatividade
dne;,dpe,,dnm;,dpm, =0 [j [J Parametros ”



Resolu cao grafica de PPL s

e Passos para resolver graficamente um PPL.:

Determinar o gradiente da funcao objetivo
(Gradiente é perpendicular a reta definida pela
funcao objetivo)

Caminhar no sentido e direcao do gradiente da
funcao objetivo até tangenciar a regiao viavel

O ponto de tangéncia representa a solucao otima x*
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Fundamenta ¢cao do M etodo
SIMPLEX

Seja resolver o seguinte PPL.:

max x, + 2X%

X < 2

X, < 2
X + X, =< 3
X, , = 0
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T

Fundamenta ¢cao do M etodo

SIMPLEX

A = (0,0)
X, <2 B =(2,0)
C = (2,1)
D=(1,2)
E =(0,2)
F =(0,3)
G=(2,2
H=(3,0)

max X + 2X
X, <
, <
X T ,» S
X , 2

S W N DN



Teorema Fundamental da
Programa cao Linear

O otimo de um PPL, se existir, ocorre em pelo
menos um vertice do conjunto de solucoes
viaveis.
Situacoes que podem ocorrer com relacao ao
conjunto M de solucbes viaveis:

M={}

Neste caso n&do ha solucao viavel => N&o ha solucéao
Otima
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Teorema Fundamental da
Programa cao Linear

2y M é nao vazio
M é limitado

Vit 1y

Unica solucéo 6tima, a qual é Infinidade de solucdes 6timas,
vertice sendo duas vértices 60




Teorema Fundamental da 3
Programa ¢éo Linear "
2y M é nao vazio
M é ilimitado
\X*/ xk T
Unica solucéo 6tima, a qual é Infinidade de solucdes 6timas,

vertice sendo uma vértice 61



Teorema Fundamental da
Programa cao Linear

2y M é nao vazio

M é ilimitado
X*
y*
Infinidade de solugdes otimas, N&o ha solugdes otimas

sendo duas vértices 62



Forma -padrao de um PPL

e PPL esta na forma-padrao quando é posto na forma:

n
(min)ou(max)z=> c;x
j=1

Zaﬂ ;=b Oi=1..m
j=1
x, 20 0 =1...,n

sendo b =0 [ =1,...,m
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Reducao de um PPL qualqguer
a forma -padrao

e Restricoes do tipo <

2%, +3X%, <5 > 2% +3X,+X, =5
o

X320

e Restricoes do tipo =

X +6X, 27 > &+6X2-@=7

X, 20




Reducao de um PPL qualqguer
a forma -padrao

Solucao: Basta multiplicar restricao i por -1

e EXistem variaveis nao-positivas:
Seja x, <0:

Solucéo: Criar variavel x,’ tal que x,' = - X,

Assim, modelo tera variavel x,’ =0
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Reducao de um PPL qualqguer
a forma -padrao

e EXxistem variaveis livres, isto €, variaveis x, que podem
assumir qualquer valor real (negativo, nulo ou positivo):

Solucao: Substituir x, por x,’ — %, ,comx,’ =20 e x,” =20

X, > X = X >0

X, =X/, = X%=0

X, <X e X <0
e PPL é de maximizacao:

max f(x) = - min {-f(x)}
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Caracteriza ¢ao de v éertice

i n 1 A
X SIS
+ +
W4 X '
+ +
X % <3
+ +

N NN M O

Vi VI VI N

67
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Caracteriza ¢cao de v értice

X, <2

max x + 2X,

+ 0x;, + 0x,
X

+

0x;

v I

© W NN



Caracteriza ¢ao de v értice

e Em um ponto no interior do conjunto (nao
pertencente a nenhuma aresta) nao ha
variaveis nulas

e Em uma aresta ha, pelo menos, uma variavel
nula

e Em um vertice h4, pelo menos, n-m variaveis
nulas

| n-m m |
| !

69




Caracteriza ¢ao de v értice

e Para gerar um vertice:
Escolher uma matriz nao-singular B tal que:
BxE+ RxR=Db
FazerxR=0
Se ao resolver o sistema Bx® = b, for obtido x5 = 0,
entao x = (xB xR)t = (xB 0) é vértice
e Deste procedimento resulta uma Solucao
Basica Viavel (SBV), com o significado
geometrico de vertice .
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Definicoes

e B = base
o X = (XB xR)t
XxB = vetor das variaveis basicas
xR = vetor das variaveis nao-basicas

e Solucéo Basica (SB): vetor x tal que
BxB=b e xR =0
e Solucéo Basica Viavel (SBV): vetor x tal que
BxB=b; x>0 e xR=0
e Solucdo Basica Viavel Degenerada (SBVD): E uma
SBV em gue existe variavel basica nula
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Princ ipio de funcionamento do
Algoritmo SIMPLEX

SBYV inicial

Esta SBV pode
ser melhorada?

l Sim

Determine VNB que
deve entrar na base

A

Determine VB que
deve deixar a base

y

Encontre

nova SBV

A 4

Pare: Esta SBV
e Otima
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Princ ipio de funcionamento do

Algoritmo SIMPLEX

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg
X3 | 1 0 1 0 0
X, | O 1 0 1 0
X | 1 1 0 0 1

1,2 0| 0|0

PPL na forma canfnica: Base é a identidade e coeficientes
das VB’s na funcéao objetivo séo todos nulos.
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Princ ipio de funcionamento do

Algoritmo SIMPLEX

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg
X3 | 1 0 1 0 0
X, | O 1 0 1 0
X | 1 1 0 0 1

1,2 0| 0|0

VB ={X;=2,X,=2, Xs = 3}
VNB = {x; =0, x, = 0}

Solucéao Inicial:

xXO=(00223)¢;z=0"



Princ ipio de funcionamento do
Algoritm(ﬂ SIMPLEX

VB X4 X5 X3 Xy Xe

(Ll) X3 1 O 1 O O 2

—=(L) x |0 |@]| 0] 1]o0]|2

(LS) Xg 1 1 0 0 1 3

(L,) 1|1 2] 0| 01| 0] z

Transformacoes

elementares: Ly — -Ly, + L L, - -2L,+ L,
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Princ ipio de funcionamento do
Algoritmo SIMPLEX

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg
(L) x5 | 1 0 1 0 0 2
L)) X% |1 0|21 | 0] 1| 0] 2
Ly) x| 1] 0|0 ]|-1 11|71
(L,) 1 0] 0] -2| 0 |z4

VB ={X;=2,X,=2, Xs = 1}
VNB = {x, =0, x, = 0}

Final da Iteracao 1.
xD=(02201)t;z=4"



Princ ipio de funcionamento do

Algovﬂtmo SIMPLEX

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg
(L) x5 | 1 0 1 0 0 2
L) x {0 | 1]0] 1| 0] 2
= (L) x [@Q| 0|0 |-1]1]1
(L,) 110/ 0| -2| 0]z4
L, « -Lz3+ L, L, « -Lya+ L,
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Princ ipio de funcionamento do
Algoritmo SIMPLEX

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg
(L) x| o0} 0| 1|1 1|1
L)) X% |1 0|21 | 0] 1| 0] 2
Ly) x| 2 ]0 |0 ]|-1 11|71
(L) O 0| O |-1|-1]|z5

VB={x;=1,%X,=2, X3=1}
VNB = {x, = 0, x5 = 0}

Final da Iteracao 2:
x?=(12100);z=5"



Interpreta ¢cdo geom étrica

A = (0,0)
B = (2,0)
C = (1,1)
D =(1,2)
E=(0,2)
F = (0,3)
G=(22)
H = (3,0)

X, <2

max X + 2X,

+ 0%, + 0x,

+

+

0xg

v I

O W N DN



Situacao em gue a origem nao pode
ser solu cao Inicial:

max x + 2X,

Pl
R

-
+
X
IVD IAN NI

-
Ko

Exemplo 2
i max x + 2x, + 0x; + O0x,
2 X t X
N 2 Cx
3 X o+t X
0 X, X, Xs X,
o
(1 01 0 0]x,
0101 0fx|=
11 0 0 -1)x,
N < ARCE
A -
X

+

0xg

AV | I |
O W N N N
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Método das Duas Fases

X, <2

max x + 2X,

+ 0x;, + 0x,
X

+

0x

v I

© W NN



Método das Duas Fases

e Primeira fase (Criar problema auxiliar P’):
Introduzir variaveis de folga e variaveis artificiais
Variaveis de folga: introduzidas quando ha variaveis do tipo = ou <
Variaveis artificiais: introduzidas quando ha restrices do tipo = ou =
Criar funcao objetivo artificial:

2= x* O

Variaveis basicas iniciais: variaveis de folga associadas as
restricbes < e variaveis artificiais

Obijetivo da primeira fase: minimizar a funcao objetivo artificial

Caminhar de SBV em SBV de P’ até alcancar SBV do problema
original P (situacao que ocorre quando todas as variaveis artificiais
sao nulas).
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000
000
Metodo das Duas Fases T
e Segunda fase:
A partir de uma SBV do problema original P, gerar SBV
cada vez melhores até se atingir a solucao otima.
e Aplicando o método das duas fases ao PPL dado,
tem-se.:
mn Ox, + O0x, + Ox, + Ox, + Ox, + I = 2Z°
max x + 2x, + Ox, + 0Ox, + Ox, + Ox' = z
X, + X = 2
X, + X, = 2
X tX% - % t x =3
0% o X, X . X%, =20
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Método das Duas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | X5 | X@
L) x| 1| 0] 10| 0] 0] 2
L) x,1 0| 1|0 1)]0]| 0] 2
L) x2] 1|10 |0|-1|1]3
(L,) o] 0] 0] 0| 0| 1|2
(Lg) 1,2 | 0| 0| 0| 0] z

Reducgao a forma canonica: L, « -L;+ L,
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Método (”as Duas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | X5 | X@
—L) % |@]o[1]ofo]o
L) x,10| 10| 1] 0|0
L) x2| 1| 1|0} 0]|-1]|1
(L,) -11-1] 0] 0] 1|0
(Lg) 1,2 00| 0O

Ly « -L; + L L, « L, +L, L « L, +L"



Método das HDuas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | X5 | X@
L) x| 1] 0] 1]0]0]0
(L,) X, 1 O 1 0 1 0 0
—(Ly) x2| 0 |@]|-1|0]|-1]1
(L) 0|12 0|10
(L) 0o|2|-12/0/|01]0

L, « -Ly+L, L, « Ly+1L, Le « 2L, +L¢
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o0
o0
0o
. oo
Metodo das Duas Fases :
VB | X; | X5 | X3 | X, | X5 | X2
L) x| 1|01 |0]O0]0
L) x, |10 0 1 1 1 | -1
L) x, o |1 |-1]|0]|-1
(1 0 0 1 0 0
\F2) o v 1 o S
(L5) 0 0 1 0 2 -2
Fim da primeira fase: z2 =0 X=(2,1);z=4



Método das Duas Faseﬂs

VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg
L) x| 1| 0| 1] 0] 0] 2
(L) x, [ 0|01 |1 |@]1
Ly) x, 10| 1 |-1]0]-1]1
(L,) 0 0 1 0 2 | z4
Ls « Ly + L L, « 2L, + L,

89



Método das Duas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg
(L) x| 1 0 1 0 0 2
L) x|O0]0 ] 111|021
(Ly) %X, | O 1 0 1 0 2
(L,) 0 O | -1|-2]| 0 |z6
Solucao otima: x*=(2,2); z*=6
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Método das Duas Fases:
Interpreta ¢cdo Geom étrica

A = (0,0)
B =(2,0)
C=(11)
D=(1,2)
E =(0,2)
F =(0,3)
G=(22)
H = (3,0)

(A2 I I |

©
=

© W NN



Outro exemplo de aplica cao do M etodo

max x + 2X, = Zz
< @
X, < 2

X , X =0

das Duas Fases:

Exemplo 3

max X+ 2X,

X, +
+ X
2
10 -10 0]
01 01 0
11 0 0 -1
L
~
A

+ 0%, + 0x,

+Ox5

(I
O W N N N

AVARN |
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Método das Duas Fases:
Exemplo 3

e Introduzindo variaveis artificiais no PPL dado,

tem-se:

min Ox + Ox, + Ox, + Ox, + Ox + Ix
max x + 2x, + 0x, + 0x, + Ox + Ox
X X + Xla
X, + X,
X F 2 S
X 2 X3 X, X5 Xy
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Método das Duas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg | X@ | X8
L) x21 1| 0|-1]0] 0| 1] 0] 2
L)y xf{o0of1,0|1]0)] 0| 0] 2
Ly x21 12| 1},0|0]|-1|]0]|1]3
(L,) o0, 0|00 |1 1]z
(Lg) 112|000 | 0] 0] z

Transf. para forma canonica:
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Método ﬂas Duas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg | X@ | X8
—L) x2|@]o[1]oJo]1]o]2
L) x, ol 1] 0] 1]0]o0]|o0]|2
L) x2|l 1|12 |0|0|-1]01|1]S3
(Ly) 201 1]0/]1] 0] 0|5
(L) 1/ 2]0]|]0|0|0]| 0]z
L, « -L, + L, L, « 2L, +L, Ly « -L, +L"



Método das HDuas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg | X@ | X8
L) x,|1]o0o]-12]0/]0]1]|o0]|2
L) x, ol 1] 0] 1]0]o0]|o0]|2
—(l) x2| 0| @| 1|0 |-1]-1]1]a1
(Ly) 0O|-1|-1]01|1]| 2] 0|1
(L) ol 2| 1|0|0]|-1]0]z2
L, « -Ly+L, L, « Ly+1L, Le « 2L, +L¢



00
0000
0000
: 43
Método das Duas Fases :
VB | X; | X, | X3 | Xq | Xg | X@ | Xp28
(L) X4 1 O | -1, 0 0 1 0 2
(L,) x5, | O 0O | -1 1 1 1 | -1 1
(Ly) X, | O 1 1 O | -1 | -1 1
(E,) O 0 0 0 S 1 z2
(Ls) 0 O | -1, 0 2 1 | -2 | z-4
Fim da primeira fase: z2 =0 X=(2,1);z=4 X



Método das Duas Fases H

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg
(L) x; | 1 O |-1] 0 0 2
—(L) x, (00|11 |@]1
Ly) x, 1 0| 1] 1] 0]|-1]1
(L) O | 0| -1] 0| 2 |z4
L, « L, + L, L, « -2L, + L,
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Método das Duas Iﬂases

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg

(L) x; | 1 O |-1] 0 0 2

L) x|o]o|-1]1]|1]a1

L) x|o|1lo0o]1]o0]2

(L,) 0 0 1 | -2 0 |z6

X5 pode entrar na base melhorando o valor de z
indefinidamente. Assim, nao ha solucéo 6tima. 0



Método das Duas Fases:

Interpreta ¢cdo Geom étrica

A = (0,0)
X, = 2 B=(2,0)
— C=(11)
D = (1,2)
E=(0,2)
F F=(0,3)

G=(2,2)
H = (3,0)

X, <2

| e x= F O 0+

v I

100
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Dualidade

e Seja o PPL, doravante chamado de PPL primal :
minc'x = f (X)

sa..:Ax=Db

Xx=0
e 0OU, na forma expandida:

n
mianj X;
=1

sa:» ax zb Oi=1..m
=1

Xj 20 DJ :].,,n 101



Dualidade

e Assoclado a este PPL, existe um PPL, chamado

PPL dual:
maxub = f_(X)

sa:Au'<c
u=0

e OU, na forma expandida: i
¥ max) bu
—

sa:» au<sc 0j=1..n
=1

u=0 U =1..m



Dualidade:
Regras de transforma cao

Primal Dual

< <

Restricao = qqg. Variavel

MIN > > MAX

< 2

Variavel qqg. = Restricéo
> <

Dual Primal

103




Dualidade:
Vantagens

e Em situacoes na qual a matriz de coeficientes
do primal tem maior nimero de linhas do que

de colunas:

Dual

A base no DUAL é
menor!!! 104



Dualidade:
Vantagens

e E possivel “cercar’ a solucido 6tima.
(Considere um PPL primal de minimizacao)

f(x) (valor do primal)

fo (%) (valor do dual)
105



Dualidade:
Interpreta cao Econdomica

e Seja o par de PPL’s:

n
machj X
=1

sa: Y a;x; <b Oi=1..m
=1

= f ()

x, 20 [Oj=1..,n
. J
Y
PRIMAL

min > bu, = f,(u)
=1

sa: Y au =c, 0j=1..,n
=1
u=0 0 =1..m

N Wy
Y

DUAL
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Dualidade:
Interpreta cao Econdomica

e Sejam x* e u* solucdes otimas desses PPL’s e seja
B* a base relativa a essas solucoes. Entao:

m
f(X)=fo(u)=ub=> bu
i=1
e Supondo b variavel e derivando em relacéo a b,
=u
ob

e Entao u* e a taxa de variagao do valor 6timo da
funcao objetivo f(x*) com b. Como u* = 0, entao f(x*)
cresce a medida que b, cresce




Dualidade:
Interpreta cao Econdomica

e Considere o primal um problema de alocacao de
recursos, com m recursos disponiveis nas
quantidades by, b,, ..., b, com os quais desejamos
fabricar n produtos nas quantidades X, X,, ..., X, a
serem determinadas.

e Cada unidade do produto | consome &; unidades do
recurso | trazendo um retorno de C; unidades
monetarias.

e Queremos determinar a quantidade a ser fabricada
de cada produto de modo a maximizar o retorno.
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Dualidade:
Interpreta cao Econdomica

e Suponha, agora, aumentada em uma unidade a
quantidade disponivel do recurso k, isto €, temos
(b, + 1) unidades.

e Suponha que a base associada permaneca a
mesma.

e Neste caso, a nhova solucao otima u** do dual
permanece a mesma, uma vez que:

u** = u* = (CB*)tB*-l_
e A nova solucao otima x** sera:
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Dualidade:
Interpreta cao Econdomica

f(X") =3 by +(b +Du;

=2 bu +u = f(X) +u,
i=1

o Isto e, f(x**) — f(x*) = u*, ou seja, u,* € o incremento
no lucro trazido pelo aumento de uma unidade da
mateéria disponivel k.

e U~ é chamado shadow price, dual, valor incremental,
efficiency price, valor implicito, etc.
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Analise de Sensibilidade
(Pos-otimiza ¢ao)

e Seja o sistema Ax=b,com uma base B, e uma
funcao objetivo f(x)

e Seja 0 quadro genérico do Simplex em uma dada
iteracao colocado na forma matricial nao canonica

(XF)t| (xB)

L) x| R | B[ b

(L) (CR)'] (cB)] f(x)
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Analise de Sensibilidade

(Pos-otimiza ¢ao)

e Para colocar esse quadro na forma canonica

devemos efetuar as seguintes transformacoes
elementares: L, — BL,

(XR)" (XB)!
(L,) XB BR | B-lb
(L) (cR)" (c®)! f(x)

L, — () L+ L,
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Analise de Sensibilidade
(P6s-otimiza ¢é&o) %
(x%) (XE)'
(L) xB B'R I B-lb
(L) (C)'- (c®)BR 0)F  [fC)-(c®)'B™b
Seja: Y = B1R y,=Bla

%8 = B-1p

z = (c®B'R Z, = (cB)'B1a,
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Analise de Sensibilidade
(Pos-otimiza ¢ao)

(XR)! (XB):
(L) xB Y | B
(L,) (cR)t- Z O | f(x)-f(x)

Sendo: f&) = ¢ty = (CB)QB + ((?/)/&R _
= (cB)%2 = (cB)'B1b




Analise de Sensibilidade:
Ex. 1 — Carteira de Investimentos

Uma empresa gerencia recursos de terceiros através da escolha de carteiras de investimentos
para diversos clientes, baseados em bonds de diversas empresas. Um de seus clientes exige
que:

e Nao mais de 25% do total aplicado deve ser investido em um unico investimento;

e Um valor superior ou igual a 50% do total aplicado deve ser investido em titulos de maturidade maiores
gue 10 anos;
e O total aplicado em titulos de alto risco deve ser, no maximo, de 45% do total investido.

Considerando a tabela abaixo de retorno, risco e maturidade dos diversos titulos, determine a
estratégia otima para o investidor de forma que a rentabilidade de sua aplicacdo seja maxima.

Titulo Retorno anual | Maturidade Risco
(%) (anos)
1 8,7 15 1 — Muito baixo
2 9,5 12 3 — Regular
3 12,0 8 4 — Alto
4 9,0 7 2 — Baixo
5 13,0 11 4 — Alto
6 20,0 5 5 — Muito alto e




Carteira de Investimentos: Modelo
de Programa cao Matem atica

max Z rendimentox

jUTitulos

X, 0,250

[1tulos

> %, 20,50

jUTitulos | maturidade; 210

> x, <045

jUTitulos| risco; 24

ij =1

jLTitulos
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Analise de sensibilidade: Carteira
de Investimentos - Questoes

Qual o melhor retorno que se pode obter? Quanto se deve
aplicar em cada titulo para que se tenha o retorno 6timo?

Em qual percentual aumentaria o retorno se fosse permitido
aplicar 1% a mais no Titulo 2? De guanto seria o retorno? Essa
regra vale até quanto?

A partir de qual percentual a aplicacédo no titulo 3 € vantajosa?

Se fosse imposto limitar a aplicacao em cada titulo em 24%
para um dentre os titulos 2, 4 e 6, em qual titulo deveria ser feita
a diminuicao de aplicacao? Justifique.

Quanto esta influenciando a restricao de limitacao de aplicacéo
em titulo de alto risco? Qual seria 0 retorno se esta limitacao
fosse de 49%7?
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Analise de Sensibilidade:
EX. 2 — Produ cao de autom oveis

e Uma empresa deve produzir 1000 automoveis. Ela tem quatro
fabricas, as quais, devido a diferencas na mao-de-obra e avancos
tecnologicos, as plantas diferem no custo de producao de cada
carro. Elas tambem utilizam diferentes quantidades de matéria-
prima e mao-de-obra. A tabela abaixo resume essas informacoes:

Fabrica | Custo (R$ mil) | Mao-de-Obra | Mat. Prima
1 15 2 3
2 10 3 4
3 9 4 5
4 7 5 6




Analise de Sensibilidade
Ex. 2 — Produ cao de autom oveis

e Um acordo trabalhista requer que pelo menos 400 carros sejam
produzidos na fabrica 3. Existem 3300 horas de mao-de-obra e
4000 unidades de material que podem ser alocadas as 4 fabricas. O
modelo de programacao matematica que otimiza a producéao e:

min ) ¢;X
j0Fabricas

Z MObra, x; < TotMObra

j0Fabricas

Z MatPrima x; < TotMatPrina

j0Fabricas

ij = Producao

j0Fabricas

X; = Acordo; [0 Fabricas| Acordo; #.0




Analise de sensibilidade:
EX. 2 — Produ cao de autom oveis

Quais s&o as quantias otimas de producao? Qual o custo da
producao?

Quanto custa produzir mais um veiculo? Quanto economizamos
produzindo um veiculo a menos?

Como mudaria a solucao se custasse somente R$8.000,00 para
produzir na fabrica 2? Como ficaria o custo?

Quanto estamos dispostos a pagar por uma hora de trabalho?

Quanto o acordo esta custando? Qual seria a variacao no custo
se 0 acordo fosse de 250 carros?

Quanto vale a matéria-prima (conseguir mais uma unidade)?
Quantas unidades estamos dispostos a pagar por esse preco?

Até gue custo ainda € vantajoso produzir na fabrica 2?
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Resolu cao de PPL ’s Inteiros

Seja resolver:

max X + 19x,

X, + 20x, < 50
Xx + X, < 20
X, , X 0O Z

cuja solucao otima (continua) é:
X, = 18,89 X,=1,58 z=48,42
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Resolu cao de PPL ’s Inteiros

Aplicando a estratégia de arredondamento, uma vez que os valores
otimos séo fracionarios, e providenciando uma busca racional no
entorno do ponto otimo, teriamos:

o *
X4 X, Z=X,+19*X,

19 2 Inviavel

19 1 @:>

18 2 Inviavel

18 1 37

No entanto, a solucéo otima inteira é:
X, =10 X,=2 z=48
isto é, o erro é de 21% no arredondamento.

Conclusao: Nao € uma boa estratégia resolver o PPL (continuo) e
arredondar a solucao resultante

Melhor

valor
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Programacao Iinteira:
Branch-and-Bound

Maximizar z=5x, +8Xx,
sujeitoa:
X+X, <6
5%, +9X, <45

Z"
Exemplo extraido de: )(]_ ) X2

GOLDBARG & LUNA (2005), Otimizacao
Combinatoria, Editora Campus. 123




Programeagao Iinteira:
Branch-and-Bound

Solucao Continua

9 15
X1 = — Xo = —— /= 41 —
t T4 ‘T 4
Disjuntiva
15 15
X, 2| — [*t124 0ou X,S|—
4 4
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Programeagao Iinteira:
Branch-and-Bound

5 90X + 9% =45 S
N

X, + X, =6
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Programeagao Iinteira:
Branch-and-Bound
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Programeazao inteira:
Arvore deBranching

I:)O
X, =2,25 % =3,75
z=41,25
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Programa cao Iinteira:
Branch -and-Bound

Resolva pelo método Branch-and-Bound o PLI abaixo

Use a variante de Dank para decidir a variavel a ramificar
(Nessa variante, a variavel a ramificar € aquela cujo valor esta
mais proximo de um valor inteiro)

Em caso de empate, escolha a de menor indice

Use busca em profundidade e analise primeiro o valor maior
da variavel ramificada, isto &, o valor X; 2 \_xj J+1

minz=4x, +3X,
8%, +3X, =24
oX, +6X, =30

X +2X,29
X, X, 0Z"



Programagao inteira:
Arvore deBranching

_71 =1-_:"—1 .-':1 =162 -'l'-: =3.‘69

imvicvel
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Programazao inteira:
Arvore deBranch-and-Bound

_71 =1-_:"—1 .-':1 =162 -'l'-: =3.‘69

imvicvel
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Exerc icios de modelagem em
programa ¢ao matem atica

Problema proposto pelo Tales

Problema de transporte

Problema de alocacao de pessoal (Staff Scheduling)
Sem hora-extra
Com hora-extra

Problema de Corte de Estoque (Cutting Stock Problem)
Problema das bobinas
Problema da serralheria

Problema da Mochila (Knapsack Problema)
Mochila 0-1
Mochila 0-1 Multipla
Mochila Inteira
Mochila Inteira Multipla

Alocacao Dinamica de Caminhdes

Determinacéao do Ritmo de Lavra

Controle de Patio de Minérios

Programacao da producao: dimensionamento de lotes

Sequienciamento em uma maguina com penalidades por antecipagao e
atraso da producéo e janelas de atendimento 131




Problema proposto pelo Tales

(1)

Dados de entrada:

Pilhas = Conjunto de pilhas

Parametros = Conjunto dos parametros de controle

tj = % do parametro de controle j em uma tonelada da pilha i

tl; = % minimo admissivel para o parametro j

tu; = % maximo admissivel para o parametro |

tr; = % recomendada para o parametro |

Qu; = Quantidade maxima de minério, em toneladas, existente na pilha i

p = quantidade, em toneladas, da mistura a ser formada

wnm; = Peso para o desvio negativo (relativo a meta) do parametro j na mistura
wpm; = Peso para o desvio positivo (relativo a meta) do parametro j na mistura
wpe; = Peso para o desvio positivo relativo a especificagao do parametro j na mistura

wnpilha, = Peso para a quantidade de minério que resta na pilha i (peso relativo ao
desvio negativo de pilha)

wpp = Peso para o desvio positivo de producao
wnp = Peso para o desvio negativo de producéo
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Problema proposto pelo Tales
(2)

e Para determinados parametros de controle, o limite superior de especificacdo pode ser extrapolado,
isto €, extrapolar, = 1 significa que o parametro de controle j pode ter seu limite superior relaxado)

wpe; = Peso para o desvio positivo (de limite superior) do parametro j na mistura

Alglém)as pilhas ndo podem ser utilizadas (desconsiderar, = 1 significa que a pilha i ndo pode ser
usada

Se uma pilha for retomada, deve-se retomar no minimo retmin toneladas

Deve-se tirar o maximo possivel de cada pilha i, isto €, a quantidade que restar na pilha (dnpilha,)
deve ser minimizada

e Algumas pilhas devem ser necessariamente retomadas, isto €, retomar, = 1 significa que a pilha i
deve ser totalmente usada

Variaveis de decisao:

x; = Quantidade de minério a ser retirado da pilha i

dnm, = Desvio negativo (relativo a meta), em toneladas, do parametro j na mistura

dpm, = Desvio positivo (relativo a meta), em toneladas, do parametro j na mistura

dpe,; = Desvio positivo (relativo ao lim. superior de especificacdo), em ton, do parametro j na mistura
dnpilha, = Quantidade de minério que sobra, em toneladas, na pilha i (Desvio negativo relativo a
quantidade Qu, disponivel na pilha i)

dpp = Desvio positivo de producao, em toneladas

dnp = Desvio negativo de producao, em toneladas

y, = 1 se a pilha i for retirada e zero, caso contrario.
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Problema da Mistura proposto pelo Tales (3)

min ) wpmdpm, + > wnmdnm, + > wpe dpe,

j0Parametros j0Parametros j0Parametros
+ > wnpilha, x dnpilha, + (wnpx dnp +wpp x dpp)
iOPilhas

Z . _ A quantidade do parametro j na mistura sé pode
o (t” tul )X' dpel <0 L arametros | extrapol ar 1 } superar a maxima permitida quando extrapolar; = 1
[ 11has

Z (t-- —tu. )Xi <0 Dj [1 Parametros | extrapol ar =0 A quantidade do parametro j na mistura ndo pode
o . e J superar a maxima permitida

Z (tij —tl i ))(I >0 DJ [ ] Parametros } A quantidade do parametro j na mistura ndo pode ser

| inferior & minim rmiti
idPilhas erora ape da

Admite-se que haja excesso (dpm,) ou falta (dnm;) do

Z (tij —trj )X| + dnmj - dpmj =0 Dj [1 Parametros } parametro j na mistura em relagdo a quantidade

i0Pilhas recomendada
X < Qu. [ C1 Pilhas } A quantidade a ser retomada em cada pilha i esta
! limitada & Qu,
Z )(I + dpp - dnp = p } A mistura deve ter como meta um peso total p
id0Pilhas

dnpilha,,x. =0 [i [ Pilhas dpe;,dpm;,dnm; =0 [Jj U Parametros*



Problema da Mistura proposto pelo Tales (4)

Uma pilha i sera retomada (total ou parcialmente) se 'y, = 1

y 2 0i0Pilhas | Qu, #0
Qu

Deve-se tentar retomar totalmente a pilha i (dnpilha, representa a sobra)

X +dnpilha, = Qu,y, Ui OPilhas

Deve-se retomar no minimo retmin toneladas de uma pilha, caso ela seja usada

X =retminxy [0i[Pilhas

- : . _ Quando se deseja retomar totalmente uma pilha i
X =Qu. Ui OPilhas | retomar=1 } tem-se % = Qu

X = O Ui UOPilhas | deSCOHSid@.I{ =1 }Para as pilhas i que ndo se deseja retomar, x, = 0

y 0{03 OiOPilhas
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Problema de Transporte

Ha um conjunto de minas
produtoras de mineério

Ha um conjunto de usinas
que processam 0S Minérios
provenientes das minas

Ha um custo de transporte
de minério de uma mina
para uma usina

Cada mina tem uma
capacidade de producéao
mensal

Cada usina tem uma
demanda mensal

Cada mina tem um custo
fixo se for usada

Determinar a estratégia
Otima de transporte

o000

000

o0

O

Usinas
Cap | Custo

Mina 1 2 3 (tfmées) ($/t)
1 10 8 13 | 11500 | 50000
2 7 9 14 | 14500 | 40000
3 6,5 10,8 | 12,4 | 13000 | 30000
4 8,5 12,7 9,8 |12300 | 25500
Demanda | 10000 | 15400 | 13300 - 136
(t/més)




Problema de Transporte

dem;

dem,

Minas Usinas 137



Problema de Transporte

Dados de entrada:

Minas = Conjunto de minas

Usinas = Conjunto de usinas

cap; = capacidade de producéo, em toneladas/més, da mina i

dem; = quantidade de minério demandado pela usina j, em ton/meés
f. = custo fixo de uso da mina i, em $

C; = custo de transporte de minério proveniente da mina i para
abastecer a usina |, em $/tonelada/més

Variaveis de decisao:

e X; = Quantidade de minério, em toneladas/mes, a ser transportado
da mina i para abastecer a usina |

e y,=1seaminaisera usada e 0, caso contrario
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Problema de Transporte
(Caso em gue: Oferta > Demanda)

Como oferta (minas) > demanda (usinas):
Toda a demanda sera atendida

Funcao objetivo

Minimizar o custo de transporte mais o custo fixo pelo uso
das minas usadas

min > > X+ > Ty,

ILMinas jOUsinas ILIMinas
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Problema de Transporte:
modelo de PL

2. Restri¢oes:
a) A capacidade de producao das minas deve ser respeitada

> x; <cap, Ui OMinas

jOUsinas

n Toda a demanda é atendida

> x; =dem 0jOUsinas

IOMinas
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Problema de Transporte:
modelo de PL

Uma mina so pode ser usada se houver producao

2%
y, =21 i O Minas
cap

Nao negatividade e integralidade

y. {02} U OMinas

x; 20 O dMinas, ) O Usinas
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Problema de Transporte: modelo
(Caso em que Oferta < Demanda)

min > D, cx+ ) f

iIdMinas jlJUsinas iIOMinas

Z )(ij = cap (71 LIMInas + Toda a producio é ofertada

j0Usinas

Z )(ij < demj DJ [TUsinas: Nem toda a demanda é atendida

iIOMinas

X; 20 UiOMinas, Uj O Usinas
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Aloca cao de Pessoal

Um hospital trabalha com

atendimento variavel em demanda

durante as 24 horas do dia. As
necessidades distribuem-se
segundo a tabela ao lado.

O horario de trabalho de um
enfermeiro € de 8 horas seguidas
e sO pode ser iniciado no comeco
de cada turno, isto é, as 8 ou 12
ou 16 ou 20 ou 24 ou 04 horas.

Considere que cada enfermeiro
recebe $100 por hora de trabalho
no periodo diurno (08 as 20 h) e
$125 no periodo noturno (20 as
08 h).

Elabore um modelo de PLI que
minimize o gasto com a mao-de-
obra.

00
00
o0
o
Turno | Horario | # enf.
1 08-12 51
2 12-16 58
3 16-20 62
4 20-24 41
5 24-04 32
6 04-08 19
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Problema de Aloca cao de
Pessoal

Dados de entrada:
e Turnos = Conjunto de turnos de trabalho
e req; = numero de enfermeiros requeridos no turno i

e C; = custo do enfermeiro que comeca sua jornada no inicio do
turnoi,em $

Variaveis de decisao:

e X; = NUmero de enfermeiros que comecam sua jornada de trabalho
no inicio do turno |
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Problema de Aloca cao de Pessoal

1. Funcao objetivo
Minimizar o custo com as despesas com pessoal
min ) ¢
ILJTurnos

2.  Restricoes

A demanda por enfermeiros em cada turno i deve ser
atendida

X_, +x 2regq Ui 0OTurnos

Nao-negatividade e integralidade

x 0z OiOTurnos
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Listas Circulares no LINGO

e Listas circulares sdo usadas para ligar o ultimo elemento de um
conjunto ao primeiro, bem como o primeiro ao ultimo. No LINGO,
pode-se usar listas circulares por meio do comando @wrap

e @wrap(index,Limit) = retorna o indice J, dado por:

J = index + kxLimit
onde k € um numero inteiro tal que J pertenca ao intervalo [1, Limit]

e Exemplos:
@wrap(4,7)=4+kx7=4+0x7=4
@wrap(8,7) =8+ kx7=8+(-1) x7=1
@wrap(9,7) =9+ kx7=9+(-1) x7 =2
@wrap(0, 7) =0+ kx7=0+(1)x7=7
@wrap(-1, 7)=-1+kx7=-1+(1)x7=6
@wrap(-2,7)=-2+kx7=-2+(1)x7=5

e Assim, se i pertence ao conjunto Turnos, isto €, i JTurnos, entao

X, seria representado no LINGO por:

x(@wrap(i-2, @size(Turnos)))
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Problema de Aloca cao de
Pessoal com hora -extra

Um hospital trabalha com atendimento
variavel em demanda durante as 24 horas
do dia. As necessidades distribuem-se
segundo a tabela ao lado.

O horério de trabalho de um enfermeiro é de
8 horas seguidas e s6 pode ser iniciado no
comeco de cada turno, isto €, as 8 ou 12 ou
16 ou 20 ou 24 ou 04 horas.

Considere que cada enfermeiro recebe
$100 por hora de trabalho no periodo diurno
(08 as 20 h) e $125 no periodo noturno (20
as 08 h)

Suponha que cada enfermeiro possa
trabalhar mais quatro horas consecutivas
além de sua jornada normal de trabalho e
gue a hora-extra seja remunerada em 50%
a mais que a hora normal.

Considere, também, que em cada turno,
nao mais de 20% dos enfermeiros possa
fazer hora-extra.

Elabore um modelo de PLI que minimize o
gasto com a mao-de-obra.

Turno

Horario

# enf.

1

08-12

51

12-16

58

16-20

62

20-24

41

24-04

32

| O | WO N

04-08

19
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Problema de Aloca cao de
Pessoal com hora -extra

Dados de entrada:

Turnos = Conjunto de turnos de trabalho
reg; = numero de enfermeiros requeridos no turno i

csemhextra, = custo do enfermeiro que comeca sua jornada no inicio
do turno i, em $, e ndo faz hora-extra

ccomhextra, = custo do enfermeiro que comeca sua jornada no inicio
do turno i, em $, e FAZ hora-extra

phe = percentual maximo de enfermeiros fazendo hora-extra em um
turno de trabalho

Variaveis de decisao:

X; = Numero de enfermeiros que comeg¢am sua jornada de trabalho no
inicio do turno i e NAO FAZEM hora-extra

y. = Numero de enfermeiros que comegam sua jornada de trabalho no
Inicio do turno i e FAZEM hora-extra
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Problema de Aloca cao de Pessoal

1.  Funcéao objetivo
Minimizar o custo com as despesas com pessoal
min ) csemhextrax + ) ccomhextray,

ICJTurnos IJTurnos
2. Restricoes

A demanda por enfermeiros em cada turno i deve ser
atendida _
X +xX_,+y +y_ +y_,=req LiLTurnos

Em cada turno, nao mais de phe (= 20%) dos enfermeiros
podem fazer hO(a-extra

Y., < phex{x +x_+y +y_ + yi_z) [i O Turnos

Nao-negatividade e integralidade

X,y,0Z" OidTurnos
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Problema de Corte de Estoque (1)
(Cutting Stock Problem )

e Certa empresa trabalha com a producao de etiquetas
autocolantes. O papel usado para sua confeccao encontra-se em
bobinas de mesmo comprimento, todas com largura de 50 cm.

e Ha uma programacao para a proxima semana de 32 bobinas de
15 cm, 17 bobinas de 17,5 cm e 21 bobinas de 20 cm.
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Problema de Corte de Estoque (1)
(Cutting Stock Problem )

e E politica da empresa ~ :
esiocar Um maximo de Padrao | Largura da faixa Perda

10 bobinas de cada tipo de
(Esta acéao evita a corte 15 | 17,5 20 (Cm)
Imobilizacao de capital, cm cm cm

uma vez que sao
Incertos 0s proximos 1
pedidos).

e Os possiveis padroes
de corte estabelecidos

2,5

pelo setor técnico sao
especificados na tabela
ao lado.

e Qual a programacéo de
corte a ser adotada que

minimiza o desperdicio
face a necessidade de

12,5

producao?

OO B WDN

O O NI FPIDN W

Ol L | O|DN|PFL|O

N PP OO O
)

10




Problema de Corte de Estoque (1)
(Cutting Stock Problem )

Dados de entrada:

Padroes = Conjunto dos padroes de corte

Bobinas = Conjunto dos tipos de bobinas

perda, = perda, em cm, com o uso do padrao de corte |
demanda; = quantidade de bobinas do tipo ] requeridas
estmax = estogue maximo permitido de bobinas de cada tipo
a; = numero de bobinas de largura j existentes no padrao |

Variaveis de decisao:
e X, = NUmero de vezes em que se usa o padréo de corte |
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Problema de Corte de Estoque (1)
(Cutting Stock Problem )

min Z perda, X } Minimizar a perda com os cortes

iJPadroes

) a,x =demanda, [Jj JBobinas

I0JPadroes

A demanda por bobinas do
tipo j deve ser atendida

) a;x < demanda, +estmaxj O Bobinas

IJPadroes

do tipo j ndo pode

O excesso de bobinas
exceder a estmax

x 0Z" Oi O Padroes
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Problema de Corte de Estoque (2)
(Cutting Stock Problem )

Relativamente ao problema anterior, suponha que se deseje minimizar,
além da perda inerente ao processo de corte, também a perda com o
excesso de bobinas cortadas

Neste caso, 0 modelo anterior sofre a seguinte alteracio:

A funcéo objetivo tem agora uma segunda parcela, que mede a perda
com 0 excesso de bobinas cortadas. Nessa parcela, para cada largura
de bobina requerida, o numero de bobinas em excesso € multiplicado

pela largura da bobina, resultando na perda em cm devido ao excesso
de bobinas cortadas.

min » perdax + > Iargura]-X( Zaj&-dema”dajj

I[JPadroes j0Bobinas iICJPadroes
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Problema de Corte de Estoque (3)
(Cutting Stock Problem )

Uma serralheria disp6e de barras de 7 metros de comprimento

E necessario cortar essas barras de forma a atender a uma
encomenda por barras menores nos seguintes comprimentos:

92 barras de 2 metros
59 barras de 3 metros
89 barras de 4 metros

Elaborar um modelo para atender ao pedido minimizando a perda
com O corte das barras e também com o0 excesso de barras cortadas
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Problema de Corte de Estoque (3)
(Cutting Stock Problem )

Dados de entrada:

Padroes = Conjunto dos padroes de corte

Barras = Conjunto dos tipos de barras a serem produzidas
perda, = perda, em cm, com o uso do padrao de corte |
demanda; = quantidade de barras do tipo j requeridas

a; = numero de barras do tipo  existentes no padrao |
compr; = comprimento, em cm, da barra do tipo |

Variaveis de decisao:
e X, = NUmero de vezes em que se usa o padréo de corte |

156



Problema de Corte de Estoque (3)
(Cutting Stock Problem )

Primeiro passo: Estabelecimento dos padrdes de corte

Barras
Padrao 2m 3m 4m Perda
1 0 1 1 0
2 0 2 0 1
3 1 0 1 1
4 2 1 0 0
5 3 0 0 1

157



Problema de Corte de Estoque (3)
(Cutting Stock Problem )

Segundo passo: Modelagem do problema (

min ) perdax + » compr x Zajx—demandaj]

i[]Padroes j00Barras i[]Padroes
Perda referente aos Perda referente ao excesso de barras
padrdes de corte produzidas

) a;x =demanda, j OBarras

iILJPadroes

x 0Z" Oi O Padroes
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Problema da Mochila 0 -1

e E dado um conjunto de objetos, uma unidade de cada
e Ha uma mochila de capacidade cap para colocar os objetos

e Cada objeto tem associado um peso w, e um valor de retorno p; se for
alocado a mochila

e Determinar quais objetos devem ser alocados a mochila de forma que o valor
de retorno seja o maior possivel

Dados de entrada:

e Objetos = Conjunto dos diferentes tipos de objeto

e cap = Capacidade da mochila

e W, = peso (weight) do objeto |

e p, = beneficio (profit) proporcionado pelo uso do objeto |

Variaveis de deciséo:
e X =1 se o objeto]foralocado a mochila e zero, caso contrario
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Problema da Mochila O -1: modelo
de programa cao linear

MaxX Z pj Xj } Maximizar o beneficio pelo uso dos

objetos (Levar os objetos mais valiosos)
jLJObjetos

Z W. X < cap A capacidade da mochila nao pode ser
0D = superada
jlObjetos

pode ser alocada a mochila

X. D{O ]} Dj [ ] ij etos } Apenas uma unidade de cada objeto
J ]
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Problema da Mochila O -1 Multipla

Dados de entrada:

e Objetos = Conjunto dos diferentes tipos de objeto
e Mochilas = Conjunto dos diferentes tipos de mochila

e cap, = Capacidade da mochila i

e W, = peso (weight) do objeto |

e p; = beneficio (profit) proporcionado pelo uso do objeto |
Variaveis de decisao:

e X;=1se oobjeto] for alocado a mochila i e zero, caso contrario
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Problema da Mochila O -1 Mdltipla:
modelo de programa cao linear

Maximizar o beneficio pelo uso dos
max Z Z P j Xij objetos (Levar os objetos mais valiosos)
iLIMochilas j[IObjetos

ZW_ x. <cap i OMochilas A capacidade de cada mochila i ndo
.DOb.etOSJ J ! pode ser superada
jOObj

alocado a uma unica mochila i

> x; <10j OObjetos

} Cada objeto j, se for usado, deve ser
iIOMochilas

X D{O,]} (i [1 Mochilas Dj DObjetos} Apenas uma unidade do objeto j pode
| ’ ser alocada a mochila i
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Problema da Mochila Inteira M ultipla

Dados de entrada:

Objetos = Conjunto dos diferentes tipos de objeto
Mochilas = Conjunto dos diferentes tipos de mochila

u; = quantidade de objetos | disponiveis

cap; = Capacidade da mochila i

w; = peso (weight) do objeto |

p, = beneficio (profit) proporcionado pelo uso do objeto |

Variaveis de decisao:
e X; = quantidade de objetos do tipo j alocados a mochila i
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Problema da Mochila Inteira M ultipla:
modelo de programa cao linear

Maximizar o beneficio pelo uso dos
max Z Z P j Xij objetos (Levar os objetos mais valiosos)

iLIMochilas j[IObjetos

ZW_ X. < cap. (i OMochilas b A capacidade de cada mochila i nao
o ! pode ser superada

J0Objetos )
Z X < U, Dj ] Obj etos _ Para cada objeto j s6 podem ser usados,
iOMochilas NoO Maximo, U, unidades

17* 0i OMochilas. i 0Obietos - A quantidade de objetos do tipo j a serem
% - J alocados a mochila do tipo i é inteira
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Aloca cao Dinamica de Caminhoes
DESCRICAO

Mistura
Desejada

H_/

camnhoes 165

frentes= mnerio ] esteril



Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Funcao Objetivo

Peso por desvio

negativo da
produgéo
_ A
Peso_ por desvio Peso por desvio Peso por desvio
negativo de meta positivo de meta positivo da
para o parametro | para o pardmetro | produg&o

min Y a;d] +> aid] +5 P +pP
jUparametros |  jLIparametros

Desvio positivo da
meta de producéao (t/h)

Desvio negativo de Desvio positivo de
meta do meta do v
parametro j na parametrojna  pasvio negativo da
mistura (t/h) mistura (t/h)

meta de producéo (t/h)
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Aloca cao Dinamica de Caminhoes

RestricOes da Mistura de Min  érios

Teor maximo admissivel
Z(tii -tu; )x < 0 [ U parametros
iIminerio
Teor minimo admissivel
Z (t; -ty )x = O 0j 0 parametros
IJmnerio
Teor recomendado (meta de qualidade)
D (tj-trj)x +d; —d = 0 0O parametros

IJnnerio
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Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Restricoes relativas ao Ritmo de Lavra

Ritmo de lavra maximo:
> % 2Pl
iCJminerio
Ritmo de lavra minimo:
E X < Pu
ICJminerio
Ritmo de lavra recomendado (meta de producao):
—_ + —
> x+P —P"=Pr

ICJminerio
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Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Restricao relativa a Rela cao
Estéril/Min ério

D x zrem ) X

|Cesteril iJmnerio

Z& Z& rem Z&zremZ&

iDesteril iOmnerio iDesteril iOminerio
90 (/n) | 1000 (t/h) 0,10 90 >= 100
100 (th) | 1000 (t/h) 0,10 100 >= 100

169



Aloca cao Dinamica de Caminhoes

RestricOes ligadas a Aloca céao
das Carregadeiras (1)

Em uma frente so pode estar operando uma carregadeira, no maximo

D Vi <1 Oilfrentes
klcarregadeiras
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Aloca cao Dinamica de Caminhoes

RestricOes ligadas a Aloca céao
das Carregadeiras (2)

Uma carregadeira pode ser alocada a uma frente, no maximo:

Z Yik <1 OkUOcarregaderas

I frentes

Zyilzl
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c A : - 000
Aloca cao Dinamica de Caminhoes oot
o0
RestricOes relativas a Produ céo das .
Carregadeiras:

Respeito a Capacidade maxima da carregadeira alocada  a cada frente

x < > Cuy, OiO frentes

k[carregadeiras

Respeito a Capacidade minima da carregadeira alocada  a cada frente

X = > Cly, 00 frentes
kllcarregadeiras

172



c A : - XX
Aloca cao Dinamica de Caminhoes eecs
’ . o0
O numero de viagens que cada o
caminhao | faz a cada frente 1 em uma
hora depende de seu tempo de ciclo:
Z nT, < 60 [l Ocamnhoes
i frentes
n, =3 eT;;= 10 mir N, =2eT;, =10 mir
Z:nilTi1 =50 min Z:ryz'l'i2 =55 min

nZl:leTZJ.: 15 mir ‘m n22 :3 eT22: 5 mlr

F2 |«
NI

Ny =1eTy = 5 min =1eT3,= 20 mir
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Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Restricoes relativas a
Compatibilidade dos Caminhoes

n,T, <60x >y, [0l frentes,| Ocaminhoes

kCICarregadeiras|
compatibilidade, =1

N, =nveT,; =15 min

Yo =1

Se compy =1 entdo nv =0 até 4 (60/15)
Se compy =0 entdo nv=0
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Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Restricoes relativas a Produ cao
dos Caminhoes

x = Y ncap 0OiO frentes

|Cd)caminhoes

N, =2 ecap; = S0t

Xo :Z:nzcap| =260 tr
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Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Restricoes de Integralidade e
Nao-negatividade

X =0 i O frentes
v, 1101} L O frentes,k L carregadeiras

n 0Z" (i O frentes,| Ocaminhoes

d”.d">0 U Uparametros
J J

P P">0
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Determina ¢ao do Ritmo de
Lavra

A

Carregador 1 .
Carregadeira

Hopper

Correia Principal CO

- Producao

USINA |- Qualidade L7




Determina ¢ao do Ritmo de
Lavra: Dados de Entrada

Limites inferior, superior e meta dos parametros de controle (Fe,
SiO,, AlLOg, P, etc);

Producao minima, maxima e a meta de producao, em ton/h, para
atender a usina;

Frentes de lavra que podem ou nao estar disponiveis (ativadas),
CcOm suas respectivas caracteristicas quimicas, ritmos de lavra
desejados e método de lavra (caminhao ou correia);

Quantidade e modelos de carregadeiras disponiveis;
Produtividade minima e maxima das carregadeiras.

CA CO

Cu (prod. max.) fixo varia com a DM da CAR a correia

Cl (prod. min.) fixo fixo
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Determina ¢ao do Ritmo de
Lavra: Objetivos

e Determinar o ritmo de lavra proximo da
meta de producao

e Gerar um produto dentro de certas
especificacoes e proximo as metas de
gualidade

e Fazer a alocacao dos equipamentos de
carga
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Determina ¢ao do Ritmo de
Lavra: Fun cao MultiObjetivo

min fo = Z (wdg; xdng; +wde; xdne; )+

wdg
wde
dng;
dpq;
dne
dpe
wp

pn

pp

wdp
dnp
dpp

j00parametros

Z (wdq; xdpq; +wde; x dpe; ) +

J parametros

wp (pn + pp) + wdp (dnp + dpp )

. peso para o desvio da meta no parametro j;

. peso para o desvio fora dos limites de especificagdo no parametro j;

: desvio negativo da meta no parametro |;

: desvio positivo da meta no parametro j;

: desvio negativo abaixo do limite minimo de especificagdo no parametro j;
: desvio positivo acima do limite maximo de especificacdo no parametro j;
. peso para o desvio da meta de produgéo;

: desvio negativo da meta de producao;

: desvio positivo da meta de producao;

. peso para o desvio fora dos limites de producéo;

: desvio negativo abaixo do limite minimo de produc&o;

: desvio positivo acima do limite maximo de producao;
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Determina ¢cao do Ritmo de Lavra:
Restricoes

e RestricOes relativas aos limites e metas dos
parametros de controle:

Teor do parametro de contrglado pode superar o limite maximo de
especificacaoty)
D ((teores; —tu; )xx )~dpe; <0 [j 0 parametros

i frentes

Teor do parametro de contrgledo pode ser menor que o limite minimo de
especificacaotk)

Z ((teores; —tl; )xx )+dne; =0 [j O parametros
it frentes
Teor do parametro de contrgldeve buscar a meta de qualidatlg (
Z ((teores; —tr; )xx )+dnqg; —dpq; =0 Uj Ll parametros

i frentes
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Determina ¢ao do Ritmo de
Lavra: Restricoes

e RestricOes de Producao:

Ritmo total de lavra ndo pode superar o limite méxde producaaqo(i)

> % —dpp< pu

IJFrentes

Ritmo total de lavra ndo pode ser menor que odiminimo de producagl(

> x +dnp= pl

IOFrentes

Ritmo total de lavra deve buscar a meta de prod(pdo
> % +pn=pp=pr
IL0Frentes
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Determina ¢ao do Ritmo de
Lavra: Restricoes

e Restricoes de Producao Por Frente:

Ritmo de lavra na frentendo pode superar o limite maximo de producédo dagadeira
k na frentd (Cu,), o qual é fixo se o método de lavra for caminimaas é variavel de
acordo com a distancia da carregadeira a corremns&todo de lavra for correia
transportadora.

x < ) Cuy, 00O frentes

k[JCarregadeas

Ritmo de lavra na frentendo pode ser inferior ao limite minimo de produgéao
carregadeir& (Cl,)

x = > Cly, OO frentes

k[Carregadeas
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Determina ¢ao do Ritmo de
Lavra: Restricoes

e Restriches relativas as Carregadeiras:

Em cada frente s6 pode haver uma carregadeira @ueran

> ¥y <1 OiOFrentes

kCJCarregadeas

O numero de carregadeiras do modelnilizadas nao pode ultrapassar o
numero de carregadeiras disponiveis desse matkelegdisp,)

>y scarregdisp, Ok Carregadeas

IOFrentes

CAR modelo 1

3 unid

4 Frentes

Y11tY21tYatYs <=3
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Determina ¢ao do Ritmo de
Lavra: Restricoes

e Restricoes relativas ao Ritmo de Lavra:

Quando for definido um ritmo de lavra minimo (ribhipara uma frente i e
ela estiver disponivel (dispfrefjteentdo esse ritmo minimo tem que ser
respeitado:

X = ritmin, xdispfrente Ui U Frentes| ritmin; #0

Quando for definido um ritmo de lavra maximo (ritt)gara uma frente i
e ela estiver disponivel (dispfref)teentdo esse ritmo maximo tem que ser
respeitado:

X < ritmax xdispfrente Ui U Frentes| ritmin; #0
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Determina ¢ao do Ritmo de
Lavra: Restricoes

e Restricoes de Capacidade:

O ritmo de lavra total das frentes que operam caaregadol nao pode
ultrapassar a capacidade do carregador

Z()g | carregador, =1) < capcarregador Ul UJcarregadores

iOFrentes

X, + X, <= 1400
Carregador 1

1400 t/h

O ritmo de lavra total das frentes que operam camithao nao pode
ultrapassar a capacidade do Hopper

> (% | Métododelavradafrentei écaminh&g< caphopper

iOFrentes

Hopper
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COMPOSICAO DE LOTES DE MINERIO DE FERRO DA
MINA CAUE

e Otimizar a coleta de minério dos patios de

estocagem:

Produzir solugcoes que melhor se aproximem das
metas de qualidade estabelecidas

Ao utilizar minério de uma pilha, tentar elimina-la,
sempre que possivel

Respeitar as restricoes operacionais dos patios
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COMPOSICAO DE LOTES DE MINERIO DE FERRO DA

MINA CAUE
O MODELO BASEADO EM PROGRAMA(;I'f\O POR METAS

Parametros do modelo

v Patio: Conjunto de patios, no caso, Patio = {A, B, C};

v Baliza(k): Conjunto de balizas do patio k. Para cada patio kK o nUmero de balizas nb varia no intervalo [1,
nb(k)]. Para o patio A, tem-se: Baliza (A) = {-25, -20, -15, ...,330}, isto é, nb(A) = 71;

v Cada pilha situada em uma dada baliza i de um dado patio k, é dividido em duas partes: uma superior,
denotada por sup, outra inferior, denotada por inf.

v Eliminar,: Parametro que assume o valor 1 se a pilha situada na baliza j, parte j do patio k deve ser
completamente eliminada, como desejo do operador ;

v EIParc,.jk: Quantidade de minério, em toneladas, a ser eliminado da parte j da baliza i do patio k;

v Qu;,: Quantidade de minério, em toneladas, existente na baliza i/ do patio k, na parte j;

v tem,: Parametro que assume valor 1 se ha um conjunto de pilhas contiguas iniciando na baliza i, parte j, do
patio k. Para as demais balizas, o parametro assume o valor zero;

v ncp,: Numero maximo de conjuntos de pilhas contiguas a serem retiradas do patio k nas posigdes inf e sup;
v S: Conjunto dos parametros de qualidade analisados no minério;

v tu,: Teor do parametro / na parte j da pilha situada na baliza i do patio k (%);

v tr;: Teor recomendado para o parametro / no produto final (%);

v lig;: Limite inferior de garantia, isto €, teor minimo admissivel para o parametro / no produto final (%);

v Isg,: Limite superior de garantia, isto €, teor maximo admissivel para o parametro / no produto final (%);
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COMPOSICAO DE LOTES DE MINERIO DE FERRO DA
MINA CAUE

lie,;: Limite inferior de especificagdo, isto €, teor minimo recomendavel para o parametro / no produto final (%);

Ise;: Limite superior de especificagao, isto €, teor maximo recomendavel para o parametro / no produto final
(%);

a;*: Penalidade por desvio positivo em relagdo ao limite superior de garantia do parametro / no produto final;
a;: Penalidade por desvio negativo em relagdo ao limite inferior de garantia do parametro / no produto final;

y+: Penalidade por desvio positivo em relagdo ao limite superior de especificagdo do parametro / no produto
final;

y: Penalidade por desvio negativo em relagdo ao limite inferior de especificagdo do parametro / no produto
final;

J*: Penalidade por desvio negativo em relagdo a meta de qualidade para o parametro / no produto final;
J : Penalidade por desvio positivo em relagdo a meta de qualidade para o parametro / no produto final;
[*: Penalidade por desvio negativo na meta de producgao;

[ Penalidade por desvio positivo na meta de produgao;

P

m

: meta de producgao (t);
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COMPOSICAO DE LOTES DE MINERIO DE FERRO DA
MINA CAUE

Variaveis de decisao

v x,.jk:quantidade de minério, em toneladas, a ser retirado da parte j da baliza i do patio k;
. Vi { 1 se a pilha que esta na baliza i do patio k, parte j, pode ser usada
0 caso contrario
PR {1 se a pilha que estd na baliza i do patio k, parte j, sera usada
%10 caso contrario
v dg,*: Desvio positivo do parametro / no produto final (t) , em relagdo ao limite superior de garantia;

v dg,: Desvio negativo do parametro / no produto final (t), em relagao ao limite inferior de garantia;

v de+: Desvio positivo do parametro / no produto final (t) , em relagdo ao seu limite superior de especificagao;
v de;: Desvio negativo do parametro / no produto final (t) , em relagdo ao seu limite inferior de especificagao;
v dr;*: Desvio positivo do parametro / no produto final (t) , em relagdo a meta;

v dr;: Desvio negativo do parametro / no produto final (t) , em relagdo a meta;

v P-: Desvio negativo em relacao a meta de producdo (t);

v P+: Desvio positivo em relacdo a meta de producao (t);

v dbalizay: Quantidade de minério que resta na pilha localizada na baliza i, parte j do patio k.
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COMPOSICAO DE LOTES DE MINERIO DE FERRO DA
MINA CAUE

e Funcao objetivo

min Zafdgf + Z a,dg, + Z y, de’ + Z y, de/ + Z o, dr" + Z o dr +B P +B"P"+

I0s I0s 10s 1gs 1gs 10s

> Y Y dbaia,

i0Baliza jOParte kOPatio

e Restricoes de Qualidade e Producao

Z Z Z(Ijkl |Sg| )(”k_dg|+SO Dl DS

kOPatioiCBalizak ) j Parte

)
Z Z (ukl_“g|)xuk +dg, =0 dIas

kOPatioillBaliza(k ) JD Parte

Z Z Z(Ijkl_lsel)xuk —dg <0 Olos

kOPatioiCBaliza(k ) jO0 Parte

Z Z Z(tijkl —lig )Xijk +de =0 RS

kOPatioiOOBaliza(k ) jO0 Parte

Z Z Z(tijkl -1, )Xijk +dl’|_ _dr|+ =0 UJIOS

kOPatioiCBaliza(k ) jO Parte

Y > Y x+tP =P =P, a1gs

kOPatioilIBaliza(k ) jO Parte
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COMPOSICAO DE LOTES DE MINERIO DE FERRO DA
MINA CAUE

e Restricoes de Seqiienciamento Horizontal
Y, S —H% i OBalizak), Dj OParte Ok OPatio i 2 2eQu;, #0

Qui—l,j,k
X . . . .
Vi = ik Oi OBalizgk), Oj OParte Ok O Patio |Qu, #0
QUi
e Restricoes de Seqiienciamento Vertical
Yiintk S Yietsupk 0i O Balizak), Ok OPatio | i < nb(k)-1
Vo< Qxl—pk i 0 Balizak), Dk D P4tio |Qu, 4.,y # 0 € < nb(k) 1
o ui+1,sup,k

e Restricoes Para Forcar Retomada Concentrada
Zik < X Oi OBaliz4k), Oj O Parte Ok O Patio

7, =% i OBalizaK), [j OParte Ok OPatio |Qu, #0
Quijk
Ztem supk & supk t Ztem,inf,kzi,inf,k < NCPy [k O Patio
iOBaliza(k) iOBaliza(k)
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COMPOSICAO DE LOTES DE MINERIO DE FERRO DA
MINA CAUE

e Restricoes Para Eliminar Parcial e Totalmente

Ji OBalizak), Ok O Patio,0j O Parte | EIParg, # 0,
Qu,, # OeEliminar, #1
X = QU Ui OBalizak), Uk O Patio,l]j O Parte [Eliminag, =1

Xy = El Parc:”.k

e Restricao Para Tentar Limpar Pilha

X, +dbalizg, =z, xQu, [ OBalizd(), [j OPartd k [JPatic
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Programa cao da produ cao:
Dimensionamento de lotes

Empresas de manufatura fabricam diversos tipos de produtos
solicitados por diferentes clientes

Produtos devem estar prontos em datas previamente agendadas

Fabricas tém capacidade de producao limitada (maquinas, méao-de-
obra etc)

Necessario se faz planejar a producao

Decidir o qué produzir, quanto produzir, isto €, dimensionar os lotes de
producdo, e quando produzir (em cada perlodo do horizonte de
planejamento)

A necessidade de antecipacao da fabricacdo de produtos (estocados
de um periodo para outro) acarreta custos de estocagem e algumas
dificuldades operacionais

No planejamento da producédo deseja-se determinar o tamanho dos

lotes de producao para atender a demanda na data solicitada, de modo
gue a soma dos custos de producado e estocagem seja minima
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000
3
Programacao da produ cao: b
Dimensionamento de lotes (um uUnico item)

e Uma empresa recebe uma | Mes pr(;i%ao Demz_adnda estovagem | do
encomenda para entregar (unid) (unid.) (RS) p(rFf;')
um produto ao longo de
um periodo de tempo. Sao 1 7 10 6 S
dadas para cada més: a
demanda desse produto, 2 7 2 5 3
0 custo de producéo e o
custo de estocagem. 3 7 9 3 7

e Considere que o estogue
no inicio & de 3 unidades. 4 7 6 8 4

e Elabore um modelo de PLI
gue minimize o custo total o 7 8 6 o
de producao e estocagem.

PIoTHS ° 6 | 7 7 2 |9
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Programacao da produ cao:
Dimensionamento de lotes (um unico item)

e Dados de entrada:
Mes = conjunto dos meses de producao
cprod, = custo de producado no més t
cest, = custo de estoque no mes t
demanda, = demanda no més t
cap, = capacidade de produgcéo no més t
estinicial = estoque inicial

e Variaveis de decisao:

X, = quantidade do produto a ser produzida no més t
e, = quantidade do produto a ser estocada no mes t
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Programacao da produ cao:
Dimensionamento de lotes (um unico item)

e Funcao objetivo: minimizar os custos de producao
e de estocagem

" (cprod, x x, +cest, xg)
tLIMes

e RestricOoes: Conservacao de fluxo no final
do més 1:

e =egtinicial + x, —demanda,
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Programacao da produ cao:
Dimensionamento de lotes (um unico item)

e Restricoes: Conservacao de fluxo em cada més
t>1:

e =g, +X —demanda, LtLMes|t>1

e RestricOes: Respeito a capacidade de
producao em cada mes t:

X, < cap, LitLIMes
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Programa cao da produ cao:
Dimensionamento de lotes

Considere uma empresa que fabrica n produtos e deseja programar sua producao nos
proximos T periodos de tempo (= horizonte de planejamento)

E conhecida a demanda de cada produto em cada periodo do horizonte de planejamento
Em cada periodo, os recursos necessarios para a producéo sao limitados e renovaveis,
isto €, uma quantidade de recursos esta disponivel e ndao depende de como foram
utilizados nos periodos anteriores.

Exemplos de recursos renovaveis: mao-de-obra, energia elétrica, horas de maquina

Exemplo de recurso ndo renovavel: matéria-prima que sobra em um periodo e pode ser
usada nos periodos seguintes

Ha a possibilidade de estocagem de produtos de um periodo para outro
Dados de entrada do problema:
d;: demanda do itemino periodot(i=1, ...n; t=1,..,T)
disp;: disponibilidade de recursos (renovaveis) no periodo t
r: quantidade de recursos necessarios para a produgcédo de uma unidade do item i
C;: custo de produzir uma unidade do item i no periodo t
h,: custo de estocar uma unidade do item i no periodo t
Variaveis de decisao:
X;;: numero de itens do tipo i produzidos no periodo t
e, humero de itens do tipo i em estoque no final do periodo t
Estoques iniciais do horizonte de planejamento e,, sdo dados
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000

=~ —~ " 000
Programa cao da produ cao: | s
Dimensionamento de lotes
Funcao objetivo: L L
(minimizar os custos de mlnzzcltxit +ZthQt
producao e estocagem) i=1 t=1 =1 t=1
Equacoes de = —-d. Oi=1... =1..
conservacédo de estoque: & =Gt X~ UI=L.n Ht=L..T
Restricoes de - - _
capacidade de producéo: 2—1: X <disp Ot=1...T
Garantia de atendimento o — _
3 demanda- e Uz LUi=1..n Ut=1..T
Nao-negatividade e X, 0Z" Oi=1..n Ot=1...T

integralidade:
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Programa cao da produ cao:
Dimensionamento de lotes

Considere uma fabrica de pré-moldados
gque produz dois tipos de vigas, cujas
demandas para as proximas 3 semanas
sao conhecidas

Os produtos utilizam os mesmos tipos de
recursos, porem em quantidades diferentes

Suponha que apenas um centro de
trabalho esteja disponivel para a producéo
dos dois itens, cuja disponibilidade é de 40
horas por periodo e que a producdo de
uma unidade do item 1 consuma 15
minutos (= 1/4 da hora) e uma unidade do
item 2 consuma 20 minutos (= 1/3 da hora)

Os custos de produgdo por periodo, bem
como o0s custos de estocagem s&o
conhecidos

Os estoques iniciais dos dois produtos sao
nulos

Definir um plano de producdo de modo que

0os pedidos sejam atendidos ao menor
custo de producédo e estocagem

00
00
o0
o
Demanda Periodo 1 Periodo 2 Periodo 3
de vigas
ltem 1 15 90 120
ltem 2 35 50 80
Custos de Periodo 1 Periodo 2 Periodo 3
producéo
ltem 1 20 20 30
ltem 2 20 20 30
Custos de Periodo 1 Periodo 2
estocagem
ltem 1 2 3
ltem 2 2,5 3,5
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Programa cao da produ cao:
Sequenciamento em uma m aquina

e Problema de seqienciamento em uma maquina
com penalidades por antecipacao e atraso da
producao (PSUMAA).

e Tempo de preparacao de maquina dependente da
sequéncia de producao;

e Janelas de atendimento;

e Os objetivos: reducao dos custos de manutencao

do estoque (quando a producéo é antecipada) e dos
custos por atraso na producao.
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Programa cao da produ cao:
Sequenciamento em uma m aquina

Caracteristicas do PSUMAA:

e Uma maqguina deve processar um conjunto de n
jobs;

e Cada job possui um tempo de processamento P,
uma data inicial E; e uma data final T, desejadas
para o téermino do processamento;

e A maguina executa no maximo um job por vez e
uma vez iniciado o processamento de um job, o
mesmo deve ser finalizado, ou seja, nao é permitido
a interrupcao do processamento;
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Programa cao da produ cao:
Sequenciamento em uma m aquina

e Todos o0s jobs estao disponiveis para
processamento na data O;

e Quando um job | é seglienciado

iImediatamente apos um job i, sendo estes
nertencentes a diferentes familias de
produtos, € necessario um tempo §; para a
oreparacao da maquina;

e Assume-se, ainda, que a maqguina nao
necessita de tempo de preparacao inicial;



Programa cao da produ cao:
Sequenciamento em uma m aquina

e E permitido tempo ocioso entre a execucéo de dois jobs consecutivos.

e Os jobs devem ser finalizados dentro da janela de tempo [E;, T}],
denominada janela de entrega.

Se o job i for finalizado antes de E; entdo ha um custo de manutencéo de
estoque.

Caso o job seja finalizado apos T; entdo ha associado um custo por atraso (que
pode ser uma multa imposta por contratos de prestacao de servico), além de
Insatisfac&o do cliente.

Os jobs que forem finalizados dentro da janela de entrega nao proporcionarao
nenhum custo para a empresa;

e Os custos unitarios por antecipacao e atraso da produgao sao
dependentes dos jobs.

e Objetivo: minimizacdo do somatorio dos custos de antecipacao e
atraso da producéao.
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Programa cao da produ cao:
Sequenciamento em uma m aquina

e Dados de Entrada:

N: numero de jobs a serem processados;

P,: tempo de processamento do job I;

E;: data de inicio do periodo de entrega do job i;

T;: data de termino do periodo de entrega do job i;

S;: tempo de preparacao da maquina necessario para
processar job | depois do job i;

a;. custos de antecipagao da producao do job i por unidade
de tempo;

[ custos de atraso da producao do job i por unidade de
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Programa cao da produ cao:
Sequenciamento em uma m aquina

e Variaveis de Decisao:
S: a data de inicio do processamento do job i;
€: 0 tempo de antecipacgao do job I;
t;: o tempo de atraso do job |;

e Jobs Ficticios:

0: antecede imediatamente o primeiro job na
sequéncia de producao;
n+ 1. sucede imediatamente o ultimo job na
sequUéncia de producao;

e Observacao:
P, e P,., Sao iguais a zero,
S$=0eS =0 Oi=12,..,n.
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Programa cao da produ cao:
Seqglenciamento em uma m aquina

e Funcao Objetivo
e Minimizar o somatorio dos custos totais de
antecipacao e atraso da produgaoo)

min /2 = Z(ﬂ’iﬂé + 3:t;)

1=1
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11
Programa cao da produ cao: 052
. . , . o0
Seq uenciamento em uma m aquina | ¢
e Restricoes
e Um job | sO pode ser iniciado imediatamente
apos um job i, sem nenhum job intermediario,
depois de preparar a maguina de i para j e
completado o processamento do job I:
S — & —-y«;;[‘ﬂf—l—ﬁ'«;;) >P—-M vi=01,....n, (3)
onde: Vi=1,2,....n4+1 e 1 #£3

M €& uma constante de valor suficientemente grande

{ 1, se o job j ¢é sequenciado imediatamente apos o job i;
J

0., caso contrario.



Programa cao da produ cao:
Seqglenciamento em uma m aquina

e Restricoes
sS;i—8—Yij(M+S;;) >2FP—M Yi=0,1,...,n,
vi=12,....n+1 e i£7 (3)
» Quando | sucede i (y;=1), tem-se:

ey ] ) 'T”
S‘}' = 5; -+ P —+ f_'}?j,

e Quando | nao sucede i (y;=0), tem-se:
s; —s8;, —F, = —M
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Programa cao da produ cao:
Sequenciamento em uma m aquina

e Restricoes:

o Cada job | tem somente um job | imediatamente
antecessor:

Z yszl vi9=12,....n+1 (4

i=0, i£]

o Cada job i tem somente um job | imediatamente
sucessor:

rn+1

Z vy, =1 Yi=0/1,....n (5)

j=1, 371
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Programa cao da produ cao:
Sequenciamento em uma m aquina

e Restricoes:

o O tempo de antecipagao e J [0, (E—P,—s)]
determinado pelas restri¢coes:

s;i+P.+e;, 2 FE;, Vi=12,....n (6)
e; >0 vYi=12,....n (7)

e Otempodeatrasot J[0,(s+P,—T,)] e
determinado nelas restricoes:
s,+ P, —t, <1, Vi=1,2,....n (8)

t, >0 Yi=1,2,....n (9)
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Problema de Selecao de Projetos Mineiros

Projeto n

Projeto n

Concorrentes
Producéo
|
Projeto 1 Projeto 2 Projeto 3
|
VPL
Projeto 1 Projeto 2 Projeto 3
Projeto 1 Projeto 2 Projeto 3

Projeto n

Em cada mina apenas uma opcao de projeto
pode ser escolhida;
O objetivo € maximizar o VPL respeitando a
meta de producao.

Projeto 1

Projeto 2

Projeto 3

Projeto n

Meta de
_ \Producéag

213



< Projeto Mina 1:

Problema de Selecao de Projetos Mineiros
Concorrentes — EX. de opcoes de projeto por mina

encontra-se em t‘rrll;l'l’illi:‘fl[:l e

Maior capacidade de producio de todo o sistema. sendo que
se mantem operativativa at¢ o final do estudo em

questao.
Opcdo | Producao | VPL (Sx10%) | Custo/t. | Observacoes:
I 40,00 884.42 4.59 | Caso Base.
2 43.00 929.56 4.36 | Aumento Capacidade.
3 43.00 922.04 5.08 | Aumento Capacidade c¢/risco operacional.
4 43.00 885,11 5.16 [ Aumento Capacidade ¢/ aumento custo.
5 40.00 837.75 4.39 ['uw Base com variagdo de risco.
§) 40.00 874.16 4.61 (aso Base com variagdo de risco.
7 40.00 [ 00,00 4.42 | Caso Base com variacao de risco.
8 40.00 837.07 4.56 | Caso Base com variacao de risco.
9 40.00 804,41 4.63 | Caso Base com variacao de risco.
10 42.00) V6717 4.70 | Aumento Capacidade 2.
11 42.00) 909.04 4.75 | Aumento Capacidade 2 ¢/ risco.
12 42.00 843.39 4.84 [ Aumento Capacidade 2 ¢/ risco.
3 48.00 972.64 3.88 | Aproveitamento Minério Marginal,
14 48.00 935.71 3.90 |Idem ¢/ variacio de investimento.
15 45.00 930,93 4.14 | Idem ¢/ variagdo de producio,
16 hh 00 897.42 4,16 |Idem ¢/ variacdo de investimento.
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Exemplo de Problema de Selecao de
Projetos Mineiros Concorrentes

Exemplo de VPL ($x10 6):

1 2 3 16
1 | 884.42| 929.56| 922.04 897.42
2 | 177.28| 149.92| 199.85 247.04
/7 | 111.63| 106.84| 103.42 126.67

Exemplo de Producao (Mt):

1 2 3 16
1 40 43 43 45
2 10 10 10 12.5
7 2 2 2 4
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Modelo de Programacao Matem atica para o
Problema de Selecao de Projetos

e Considere:
Minas: conjunto de minas;
Opcoes: conjunto de opcoes de projeto em cada mina;
VPL;: Valor Presente Liquido do projeto j na mina i;
prod;: producao do projeto j na mina i;
M: meta de producao;
Pfalta: penalidade por producéao inferior a meta estabelecida;
Pexc: penalidade por producao superior a meta estabelecida.

X.
J

_ |1 caso a mina i opere com o0 projeto |
0 caso contrario
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Modelo de Programacao Matem atica para o
Problema de Selecao de Projetos

max » > VPL,x, — Pfaltaxdnp - Pexcx dpp

iCMinas jIProjetos

> x; =10i OMinas

jO0Projetos

> > prod;x; —dpp+dnp=M

idOMinas jOProjetos

x; 0{0,} Ul OMinas, [J) O Projetos
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Heuristicas construtivas
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Problema do Caixeiro Viajante

e Dado um conjunto de cidades e uma matriz de
distancias entre elas

e PCV consiste em encontrar uma rota para um
Caixeiro Viajante tal que este:
parta de uma cidade origem
passe por todas as demais cidades uma unica vez
retorne a cidade origem ao final do percurso
percorra a menor distancia possivel

e Rota conhecida como ciclo hamiltoniano
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Problema do Caixeiro Viajante

e

\

o




Problema do Caixeiro Viajante




Formulacao Matematica para o
Problema do Caixeiro Viajante

. Dados de entrada:
- Cidades: Conjunto de cidades
- d; = distancia entre as cidades | e |

Variaveis de deciséo:
- X; = 1se aaresta (i,)) sera usada; 0, caso contrario
- fj = quantidade de fluxo de I para |

e Funcao objetivo:

min > > dix

iLJCidades jLICidades
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Formulacao Matematica para o
Problema do Caixeiro Viajante

Restricoes:
1. De cada cidade i s6 sai uma aresta;:

>, =1 Oi OCidades i \/::

jlCidades

2. A cada cidade | s6 chega uma aresta:

> %; =1 0j OCidades o

ILCidades
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Formulacao Matematica para o
Problema do Caixeiro Viajante

3. O fluxo que chega a uma cidade i menos o0 que sai é igual a uma unidade.

>, fi— D f,=1 OiOCidades|i#1 1

jO0Cidades jO0Cidades > i

4. O fluxo maximo em cada aresta € igual a n-1, onde n € o numero de cidades:

f; <(n=1)x; 0iCidades [Jj OCidades
5. Integralidade e ndo negatividade:

f, 20 Oi OCidades, 0j OCidades
X, 0{0 Oi DCidades, [j O Cidades
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Problema do Caixeiro Viajante
Complexidade

e Considerando PCV simeétrico (d d;), paran
cidades ha (n-1)!/2 rotas posswels

e Para n = 20 cidades, ha 10 rotas possiveis. Um
computador que avalia uma rota em 108 segundos
gastaria cerca de 19 anos para encontrar a melhor
solucao por enumeracao completa

e Métodos de enumeracéao implicita, tais como
branch-and-bound, embutidos em solvers, podem
reduzir significativamente este tempo

e Nao ha garantia de que isso sempre ocorra
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Problema do Caixeiro Viajante
Complexidade

e Para dimensfes mais elevadas (> 50 cidades), a resolucaolpor
modelos de programacao matematica € proibitiva em termos de
tempos computacionais

e PCV é da classe NP-dificil: ainda ndo existem algoritmos exatos
gue o resolvam em tempo polinomial

e A medida que n cresce, o tempo de execucao cresce
exponencialmente

e PCV é resolvido por meio de heuristicas:

Procedimentos que seguem uma intuicao para resolver
o problema (forma humana de resolver o problema,
fenbmenos naturais, processos bioldgicos, etc.)

Nao garantem a otimalidade da solucao final

Em geral, produzem solucoes finais de boa qualidade
rapidamente
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Heuristicas

e Construtivas

Consistem em construir uma solucao passo a
passo, elemento por elemento

e De refinamento

Consistem em efetuar modificacoes na solucao
construida, de forma a tentar melhora-la
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Heuristica de constru c¢ao gulosa

e Funcionamento:

Constroi uma solucéo, elemento por elemento

A cada passo ¢é adicionado um unico elemento
candidato

O candidato escolhido € o “melhor” segundo um
certo critério

O método se encerra quando todos os elementos
candidatos foram analisados
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Heuristicas construtivas para o
Problema do Caixeiro Viajante

e Vizinho mais proximo
Ideia central: Construir uma rota passo a passo,

adicionando a solugao corrente a cidade mais proxima
(ainda nao visitada) da ultima cidade inserida

e Insercao mais barata

Idéia central: Construir uma rota passo a passo, partindo

de rota inicial envolvendo 3 cidades e adicionar a cada

passo, a cidade k (ainda nao visitada) entre a ligagao (i, ] )

ge cidades ja visitadas, cujo custo de insercao seja o mais
arato

229



PCV — Vizinho mais Proximo
Exemplo - Passo 1

Cid.

e Distancia Total= 1
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PCV — Vizinho mais Proximo
Exemplo - Passo 2

Cid.

e DistanciaTotal= 1+1=2
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PCV — Vizinho mais Proximo
Exemplo - Passo 3

Cid.

2+3=5

<
+—
o
T
8
[S]
c
A...m
N2
(@]
[ J
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PCV — Vizinho mais Proximo
Exemplo - Passo 4

Cid.

e DistanciaTotal= 5+2=7
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PCV — Vizinho mais Proximo
Exemplo - Passo 5

Cid.

e DistanciaTotal= 7+7=14
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. . . ;. X X
PCV — Vizinho mais Proximo ece.
Exemplo — Passo final: “Insercdo forcada” oos
o

Cid. 1 2 3 4 5 6
1 0 2 1 4 9 1
2 2 0 5 9 7 2
3 1 5 0 3 8 6
4 4 9 3 0 2 6
5 9 7 8 2 0 2
6 1 2 6 6 2 0

e Distancia Total= 14+ 2 =16
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Heuristica da Insercao Mais Barata
para o Problema do Caixeiro Viajante

e Insercao mais barata

ldéia central: Construir uma rota passo a passo,
partindo de rota inicial envolvendo 3 cidades
(obtidas por um méetodo qualquer) e adicionar a
cada passo, a cidade k (ainda nao visitada) entre
a ligacao (i, | ) de cidades ja visitadas, cujo custo
de insercao seja 0 mais barato
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Heuristica da Insercao Mais Barata
para o Problema do Caixeiro Viajante
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Heuristica da Insercao Mais Barata sseo
para o Problema do Caixeiro Viajante ooo
o
Cid. 1 2 3 4 5 6

Custo da inser¢&o = dy + dy; - d;
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ciaTotal= 11

tan

e Dis

0 2 1 4 9 1
1 5 0 3 8 6
4 9 3 0 2 6
9 7 8 2 0 2
1 2 6 6 2 0

2 0 5 9 7 2

Cid. 1 2 3 4 5 6

PCV — Inser cao mais Barata

Exemplo - Passo 1
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PCV — Inser cao mais Barata

Exemplo - Passo 2

Cid.

RlOo|lp>|ERL|IDNMN]|]O]PR
NI N|JO|O]O|IDNIDN
DOl WO |0 ]| F,]W
Ol N|O|l WO | > &
N]JTO|IDN]|O|IN]O©] O
OIN|O|OOO|IDN|FP]IO®

Ol b WIN]|PFE

=

for —_

{’\

=

ol —

1+2-2=1

—1

ij

6+5-2=9

6+9-2=3

2+9-7=4

5+8-7=6

9+2-7=4

9+1-2=8

8+6-2=12

Gl o | O |IN|ININ|O|O®

AlW|PFRL|IP|I®]IFPL] D] ®

Ol ||l ]|lOo]lOc NN

2+6-2=6

e Distancia Total =

11+1=12
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PCV — Inser cao mais Barata

Exemplo - Passo 3

Cid.

RlOo|lp>|ERL|IDNMN]|]O]PR
NI N|JO|O]O|IDNIDN
DOl WO |0 ]| F,]W
Ol N|O|l WO | > &
N]JTO|IDN]|O|IN]O©] O
OIN|O|OOO|IDN|FP]IO®

Ol b WIN]|PFE

d, +d;—d

ij

[ERN

6+1-1=6

6+4-1=9

1+45-2=4_

4+9-2=11

5+8-7=6

9+2-7=4

8+6-2=12

Alow|lr|lw|sllwoll 2] w] =

Do |lOoT ]| O DNN]Y P

2+6-2=6

e DistanciaTotal= 12+4 =16
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PCV — Inser cao mais Barata
Exemplo — Passo final

Cid.

Ol b WIN]|PFE

RlOo|lp>|ERL|IDNMN]|]O]PR

NI N|JO|O]O|IDNIDN

Ol |lw|Oo|lU |, ] W

Ol N|O|l WO | > &

N]JTO|IDN]|O|IN]O©] O

OIN|O|OOO|IDN|FP]IO®

i k j d +d,; —d;

6 | 4| 1 6+4-1=9

1 4 3 4+3-1=6

3 4 2 3+9-5=7
€21 2] 5 9+2-7=4

5 | 4| 6| 2+6-2=6

e Distancia Total= 16 +4 =20
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PCV — Inser cao mais Barata
Exemplo — Solu cao final

=20

16 +4

e Distancia Total

s=(613245)

243



Heuristicas de refinamento

e Baseadas na nocao de vizinhanca

e A cada solucao s esta associado um
conjunto de vizinhos s’ definidos por um
determinado tipo de movimento m

e S =slm
e O tipo de movimento € dependente do
problema
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Heuristicas de refinamento

e No PCV, um movimento m pode ser a troca
da ordem de visita entre duas cidades

e Exemplo:

Dada a solucaos =(613245), sao exemplos
de vizinhos de s:

s=(643215)
s"=(614235)
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PCV - Ex: Vizinhos de uma solu cao s

e Distancia Total s = 20

sS=(6132405)
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PCV - Ex: Vizinhos de uma solu cao s

=27

L)
©
-
o
T
G
o
c
«T
—
K2
(@]
°

s=(643215)
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PCV - Ex: Vizinhos de uma solu cao s

=29

e Distancia Total s”

s"=(614235)
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Exemplos de vizinhos no Problema de EE;:
Roteamento de Veiculos 44
(Vehicle Routing Problem ) °
- 5 (13)
10
12( ) 2
16 e (9)
[oU A
10 (4)
(10) : (10)
7
(10)
10
(10)
(10) 13 4(5)
14 (10) 249

(3) Solucdo s



Exemplos de vizinhos no Problema de
Roteamento de Veiculos
(Vehicle Routing Problem )

1) 3(13)
10
13, 2
16 9)
50 y 4
(10) (4) (10)
> 7
6" (10)
(10)
10 9¢(7)
(10) 13 4 (5)
11
8 1%
(10) .14 (10)
(3) Solugéo s’

s’ obtida
pela
realocacao
de um
cliente de
uma rota
para outra
rota
(realocggao
inter-rota)



Exemplos de vizinhos no Problema de
Roteamento de Veiculos
(Vehicle Routing Problem )
5(13)

s’ obtida
pela troca
de clientes
entre rotas
(movimento
inter-rotas)

(Clientes 11
e 14
(10) mudamsde

(3) Solugéo s’ rota)

13 #(5)




Problema de Aloca cao de Salas
(Classroom Assignment Problem )

e Diz respeito a designacao de salas para as aulas de
uma instituicao de ensino

e O horario das aulas € previamente conhecido

e O PAS é um subproblema do Problema de
Programacao de Horarios (timetabling)

e Pode ser tratado de forma isolada ou de forma
iIntegrada a programacao de horarios
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Problema de Aloca cao de Salas
(Classroom Assignment Problem )

e Restricoes:
Nao pode haver sobreposicao de turmas;
As salas tém que comportar as turmas etc.

e ODbjetivos:

Manter as aulas de uma mesma turma em uma mesma
sala ao longo da semana;

Minimizar o fluxo de alunos mudando de sala apds uma
aula;

Sempre que possivel, alocar a uma mesma sala alunos de
um mesmo curso e periodo etc.
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000
~ 0000
Problema de Aloca cao de Salas 052
(Classroom Assignment Problem ) | ¢
Salas Salas
1 2 3 4 1 2 3 4
1 3 1 3
P 3 1 6 2 3 1 6
a3 3]s 6 ol 31315
g 4 5 2 6 w4 5 2
W S 12 2 ‘8 3 12 2
sl 6 o[ 9 ol 6 [ B[ 1|9
T 7 Bl 11| 9 o 7 Bl 1| 9
8 (?‘ 1A 8 11| (8)
9 |\8 =4 9 \\8//

Movimento de Realocacao

254



Horarios

Problema de Aloca cao de Salas
(Classroom Assignment Problem )

Salas Salas

1| 2] 3] 4 1| 2] 3| 4
1 3 . 1 3 _
2| 3| Fl 1]/ 2| 3 [ [6\| 1 | _
3| 3 |5 o @ 3| 3 ||6 75
4 5/ 2 4\6/ 94 6/ 2 |5
5 | D —— Slslo[ VY2 [V¥
6 | 2| B| 11| 9 *5 6 | 2| B| 11| 9
7 Bl 1| 9 o] B Bl 1| 9
8 | 8 11 8 | 8 11
9 | 8 9 | 8

Movimento de Troca
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Problema de Aloca cao de Salas
(Classroom Assignment Problem )

Algumas possiveis estruturas de vizinhanca:

e Ni(s)={s’
e N%(s)={s’
e N(s) ={s

S <« S

S <« S [

S« S [

movimento de realocacéo}
movimento de troca}

mov. de realocacao ou troca}
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Planejamento Operacional de Lavra com

Aloca ¢cao Dinamica de Caminhoes

Representacao de uma Solucao

CARGA Cam, Cam, Cam,
F, (Car,, 0) 5 X 4
= (D, 0) 0 0 0
F, (Cary, 1) 2 4 1
Fe (Carg, 1) 0 9 3
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Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes

e Seis tipos de movimentos para explorar o espaco de
solucoes:
Movimento Carga
Movimento Numero de Viagens
Movimento Realocar Viagem de um Caminhéo
Movimento Realocar Viagem a uma Frente
Movimento Operacdo Caminhao
Movimento Operacéao Frente

e Cada movimento define um tipo de vizinhanca
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Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Vizinhanca N G

Movimento Carga - N ©6(s)

Carga
F, (Caryl)

—| F, (D,0)
F; | (Car;,0)
—| F, [ (Car,l)

X<

Carga
F, | (Caryl)
F, (Car,l)
F;  (Cars;,0)
F, (D,0)
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Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes
Vizinhanca N ©F
Movimento Operacao Frente - N ©F(s)

Desativar operacdo de uma carregadeira alocada a uma frente

Carga Carga

—| F; [(Car1) F, |(Car,,0)
F, (D,0) F, (D,0)

F; | (Car;,0) F; | (Car,,0)

F, |(Car,l) F, [(Car,l)

Ativar operacao de uma carregadeira alocada a uma frente

Carga Carga
F,  [(Car,1) F, |(Car,,0)

F, (D,0) F, (D,0)
—| F; [(Car;,0) F; [(Cars)
F, (Car,,1) F, (Car,,1)
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Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Vizinhanca N NV

Movimento NUmero de Viagens - N NY(s)

Decréscimo no nimero de viagens de um caminh&do a uma frente

| |
Carga | Cam, | Cam, Carga | Cam, | Cam,
| F, |(Car,1)| 6 X |-t F, |(a,1)]| 5 X
F, (D,0) 0 0 F, (D,0) 0 0
Fs (Car;,0) 0 0 Fs (Car;,0) 0 0
F, (Car,,1) 4 3 F, (Car,,1) 4 3
Acréscimo no nimero de viagens de um caminh&o a uma frente
| |
Carga | Cam, | Cam, Carga | Cam, | Cam,
F, (Car,,1) 6 X F, (Car,,1) 6 X
F, (D,0) 0 0 F, (D,0) 0 0
Fs (Car;,0) 0 0 1 Fs (Car;,0) 0 0
— F, (Car,,1) 4 3 |— " F, (Car,,1) 4 4
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Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Vizinhanca N V¢

Movimento Realocar Viagem de um
Caminhao - N V¢(s)

| |
Carga |Cam, | Cam, Carga | Cam, | Cam,
—| kK | (Car,1)| 6 X F, |(Car,1l)| 5 X
F, (D.,0) 0 0 1 F, (D,0) 0 0
F; | (Car,0)| O 0 F, |[(Car,0)| O 0
— F, (Car,,1) 2 3 F, (Car,,1) 3 3
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Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Vizinhanca N VF

Movimento Realocar Viagem a uma
Frente - N VF(s)

v v
Carga | Cam, | Cam, Carga | Cam, | Cam,
F, (Cary,1) 6 X F, (Cary,1) 6 X
F, (D.,0) 0 0 F, (D,0) 0 0
Fs (Car;,0) 0 0 1 Fs (Car;,0) 0 0
— kK, (Car,,1) 4 3 —| F, (Car,,1) 3 4
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Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Vizinhanca N ©¢

Movimento Operacdo Caminhdo - N ©¢(s)

Carga | Cam, | Cam, Carga | Cam, | Cam,
F, (Cary,1) 6 X F, (Cary,1) 6 X
F, (D.,0) 0 0 F, (D,0) 0 0
Fs (Car;,0) 0 0 Fs (Car;,0) 0 0
— F, (Car,l) | 4 3 |—| F, (Car, 1) | O 3
! !
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Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Funcao de avaliacao de uma solucéo s:

e Feita por uma funcdo que penaliza o ndo atendimento as restricoes e objetivos

e Restricoes (Requisitos essenciais):
e Producéo da mina dentro dos limites de especificacéo;
Parametros de controle respeitam os limites de qualidade especificados;
Relacao estéril/minério dentro dos limites de especificacao;
Taxa de utilizacdo dos caminhdes inferior ao maximo possivel;

Producao dos equipamentos de carga respeita as capacidades de producao
especificadas.

e Objetivos (Requisitos nao-essenciais):

e Atendimento as metas de producédo da mina
Atendimento as metas de qualidade dos parametros de controle
Atendimento a relacao estéril/minério desejada
Taxa de utilizacdo de caminhdes igual a meta de utilizacao
Utilizacdo do menor nimero possivel de caminhdes.

F()=1P(+D T+ T )+ F(8)+ D () +T"(s)

jos InY i0OF 265



Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Avaliacao da solucédo s quanto a producéo:

fP(s)=6° x|Pr - P|

P : Producéo de minério (t/h);
Pr . Meta de producéo de minério (t/h);
O° . Peso associado a avaliacao da producéao.
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Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes
Avaliacao da solucdo s quanto a qualidade:

f,9(5)=6,9%A,"x|Qr; -Q| TjOS

Q; :Quantidade encontrada na mistura para o parametro j (t/h);
Qr; : Quantidade recomendada para o parametro | na mistura (th);
89 : Peso associado a avaliacao da qualidade do parametro j;

49 : Multiplicador associado ao parametro |.
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Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Avaliacao da solucdo s quanto a relacao esteril /
minerio:

f'(s)=6"x|Rr - R

R : Producao de estéril na mistura (t/h);
R, : Meta de Producéo de estéril na mistura (t/h);
g : Peso associado a avaliacao da relac&o estéril/minerio
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Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Avaliacao da solucdo s quanto a taxa de utilizacéo
dos caminhoes:

f'(s)=6"'x|Ur, —U,| Ol OV
U, : Carga transportada pelo caminhao | (t/h);

Ur, : Meta de carga transportada pelo caminhao | (t/h);
g" : Peso associado a avaliacéo da utilizagcao do caminhéo |
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Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Avaliacao da solucédo s quanto a producao dos
equipamentos de carga:

f.°(s) =6° x|Cu,—x| OiOF

X; : Ritmo de lavra da frente i (t/h);
k : Equipamento de carga que esta operando na frente i;

Cuk : Producdo maxima do equipamento de carga k alocado a frente i
(t/h);

g° : Peso associado a avaliagao da produgao do equipamento de carga
k alocada a frente |
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Planejamento Operacional de Lavra com
Aloca cao Dinamica de Caminhoes

Avaliacado da solucdo s quanto ao numero de
caminhoes utilizados:

ORISR RIVE

ILF

TU, : Taxa de utilizagao do caminhé&o |, em %;
G, :Peso associado a avaliagdo do numero total de caminhodes
utilizados
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Problema de Selecao de Projetos Mineiros

Projeto n

Projeto n

Concorrentes
Producéo
|
Projeto 1 Projeto 2 Projeto 3
|
VPL
Projeto 1 Projeto 2 Projeto 3
Projeto 1 Projeto 2 Projeto 3

Projeto n

Em cada mina apenas uma opcao de projeto
pode ser escolhida;
O objetivo € maximizar o VPL respeitando a
meta de producao.

Projeto 1

Projeto 2

Projeto 3

Projeto n

Meta de
_ \Producéag
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Modelagem Heuristica para o Problema de
Selecao de Projetos

Representacao de uma solucao:

*Qbs.: Com esta representacao, a restricao de
gue em cada mina um projeto tem gque ser
implementado é automaticamente satisfeita
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Estrutura de Vizinhan ca para o Problema
de Selecao de Projetos

Exploracao do espaco de solucdes por meio do
Movimento Substituicado da Opcao

Solucéao s: 7 | 15| 7 3 8 | 14

Exemplo de vizinho s’: gerado a partir de s, substituindo-se a opcao
implementada em uma mina pela opcao posterior

|

[/ | 15| 7 3 9 | 14
1 2 3 4 5 6 7
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Avaliacao da Solu cao heuristica do
Problema da Selecao de Projetos

Feita por funcdo que procura maximizar o VPL e
penalizar a producao inferior ou superior a meta

f(s)= > D VPL 4 —Pfaltaxmax{O,M - > prod, .} - Pexcxmax{0, > prod, ¢ —M}

iOMinas j00Opcoes iOMinas iOMinas

em que:
Minas = conjunto de minas;
Opcoes = conjunto das opcoes de projeto em cada mina;
VPLLSi = Valor Presente Liquido referente a opcéo j da mina i;
prodi'Si = Producao referente a opcao j da mina i;
Pfalta = Penalidade por producéao inferior a meta;
Pexc = Penalidade por producéo superior a meta;

M = Meta de producéo especificada.
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Heuristicas de refinamento
(Princ ipio de funcionamento)

e Partir de uma solucao inicial qualquer

e Caminhar, a cada iteracao, de vizinho para
vizinho de acordo com a definicao de
vizinhanca adotada, tentando melhorar a

solucéo construida
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Método da descida/subida
(Descent/Uphill Method )

e Parte de uma solucao inicial qualguer
e A cada passo analisa todos o0s possiveis vizinhos

e Move somente para o vizinho que representa uma
melhora no valor atual da funcao de avaliacao.

Em problemas de minimizacao, um vizinho s’ € melhor
gue s quando f(s’) < f(s)). Neste caso, s’ passa a ser a
nova solucao corrente

e O metodo para quando um 6timo local (com
respeito a definicdo de vizinhanca) € encontrado
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Funcionamento da
Heuristica de Descida
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Funcionamento da
Heuristica de Descida
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Funcionamento da
Heuristica de Descida
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Funcionamento da
Heuristica de Descida

Problema: Fica-sepresono primeiro otimo local
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Metaheuristicas

Meétodos heuristicos, de carater geral, dotados de mecanismos
para escapar das armadilhas dos otimos locais

Principio basico: aceitar solucdes de piora
Podem ser baseados em Busca Local ou Busca Populacional.
Os métodos baseados em Busca Local s&o fundamentados na
nocao de vizinhanca:
Dada uma solucéo s, diz-se que s’ € um vizinho de s, se s’ é
obtido de s a partir de um movimento m, isto é: s’ — s [ m

A estrutura de vizinhanca varia de acordo com o problema
tratado

Os metodos baseados em Busca Populacional partem de um
conjunto de solucbes, aplicando sobre estes operadores que
visam a melhoria desse conjunto.
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Metaheuristicas

e Exemplos de metaheuristicas:

de busca local:
Busca Tabu
Simulated Annealing
Iterated Local Search (ILS)
Variable Neighborhood Search (VNS)

de busca populacional:
Algoritmos Genéticos
Colonia de Formigas
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Simulated Annealing:
Fundamentacdo do método

Proposto por Kirkpatrick et a/ (1983)

Simula o processo de recozimento de
metais;

Resfriamento rdpido conduz a produtos
meta-estdveis, de maior energia interna;

Resfriamento lento conduz a produtos mais
estaveis, estruturalmente fortes, de menor
energia;

Durante o recozimento o material passa por
vdrios estados possiveis
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Simulated Annealing:
Fundamentacdo do método

Analogia com um problema combinatorial:

Os estados possiveis de um metal
correspondem a solugoes do espago de
busca;

A energia em cada estado corresponde ao
valor da fungdo objetivo;

A energia minima corresponde ao valor de
uma solugdo otima local, possivelmente
global.
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Simulated Annealing:
Fundamentacdo do método

A cada iteragdo do método, um novo estado é gerado a partir
do estado corrente por uma modificagdo aleatoria neste;

Se o0 novo estado é de energia menor que o estado corrente,
esse novo estado passa a ser o estado corrente;

Se o novo estado tem uma energia maior que o estado
corrente em A unidades, a probabilidade de se mudar do
estado corrente para o novo estado é:

edKkT)  onde k = constante de Boltzmann e T =
temperatura corrente;

Este procedimento € repetido até se atingir o equilibrio
térmico (passo de Metrdépolis)
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Simulated Annealing: Probabilidade de
aceitagdo de um movimento de piora

Baseada nha formula: P(aceitagdo) = e/T
A = variacdo de custo; T = temperatura

¥ 40

Temperatura t = Probabilidade de aceitagdo 1
Temperatura | = Probabilidade de aceitagdo !

288



Simulated Annealing:
Fundamentacdo do método

No inicio do processo, a temperatura é
elevada e a probabilidade de se aceitar
solugdes de piora é maior;

As solugcoes de piora sdo aceitas para
escapar de 6timos locais;

A probabilidade de se aceitar uma solugdo
de piora depende de um parametro, chamado
Temperatura;

Quanto menor a temperatura, menor a
probabilidade de se aceitar solugdes de
piora;



Simulated Annealing:
Fundamentacdo do método

Atingido o equilibrio térmico, a temperatura é
diminuida;

A taxa de aceitagdo de movimentos de piora é,
portanto, diminuida com o decorrer das iteragdes;

No final do processo, praticamente ndo se aceita
movimentos de piora e o método se comporta como
o método da descida/subida;

O final do processo se da quando a temperatura se
aproxima de zero e nenhuma solugdo de piora é mais

aceita, evidenciando o encontro de um 6timo local.
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Algoritmo Simulated
Annealing

procedimento SA(f(.). N(.).a.SAmax. 15, s)

1 ss*—5s; {Melhor solucao obtida até entao}

2 Iterl — O;{Numero de iteracdes na temperatura T}
3 1T'—1o ATemperatura corrente}
4 enquanto (1' > 0) faca

5 enquanto (Iterl < SAmax) faca
6 Iterl — Iterl + 1;
E
8
9

Gere um vizinho qualquer s € N(s);
A= f(s") = f(s);

se (& < 0)
10 entao
11 § — s";
12 se (f(+') < f(s*)) entdo s* — s/;
13 sendo
14 Tome = € [0, 1];
15 se (z < e 2/ entdo s —
16 fim-se;

17 fim-enquanto;
18 T —axT;

19 Iterl — O;

20 fim-enquanto;

21 s — s*;

22 Retorne s;

fim SA;
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Simulated Annealing:

Prescrigoes para o resfriamento

1. Geomeétrico:

1, =al, 1 ¥k >1 (1)

onde 1} representa a temperatura na iteracao k& do
método, isto €, na k=&sima vez em que ha alteracao
no valor da temperatura € o« uma constante tal que
0 < o < 1.

= Tk g 2)
1‘}"?\;;-"-'1:—1

onde 1} representa a temperatura na iteracao £ do
metodo € v uma constante tal que 0 < ~ < 1,

1,

. {.-3’1};_1 se k=1 3)
k= i1
>
TF 1, ¢ k> 2

onde ~ = %, sendo 71, a temperatura ini-

cial, 1, a temperatura na k-&sima iteracao e 5 um
parametro para corrigir a imperfeicao do resfria-
mento (0 < 5 < 1),
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Simulated Annealing: Prescrigdes para
determinar a temperatura inicial

1. Pela média dos custos das solucdes vizinhas:

e Gerar uma solucao inicial qualquer
e Gerar um certo numero de vizinhos
e Para cada vizinho, calcular o respectivo custo
e Retornar como temperatura © maior custo das
solucoes vizinhas
2. Por simulacao
e Gerar uma solucao inicial qualquer
e Partir de uma temperatura inicial baixa

e Contar quantos vizinhos sao aceitos em SAmax
iteracoes nessa temperatura

e Se 0 numero de vizinhos aceitos for alto (por
exemplo, 95%) retornar a temperatura corrente
como a temperatura inicial para © método

e Caso contrario, aumentar a temperatura (por

exemplo, em 10%) e repéetir 0 processo ro3



Determina ¢cao da temperatura
inicial por simula cao

1
2

18
19

procedimento 1'emperaturalnicial(3.~v. SAmax.To. s)
T — T5; {Temperatura corrente}
Continua — 1T RUFE;

3 enquanto (Continua) faca

Aceitos — 0; {Vizinhos aceitos na temp. T}
para fterl = 1 até SAmax faca
Gere um vizinho qualquer s" € N(s);
A= f(s") — f(s);
se (A < 0)
entao
Aceitos — Aceitos + 1;
senao
Tome = € [0, 1];
Se (I < € &f) entao Aceitos + +;
fim=se;
fim=para;
se (Aceitos > ~ x SAmax)
entao Continua — FALSE;
senao 1'— 3 x 1,
fim=-se;

20 fim-enquanto;

21 Retorne 1
fim 1T emperaturalnicial,
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Simulated Annealing:
Consideracoes Gerais

Nilmero maximo de iteracdes em uma dada
temperatura calculado com base na
dimensdo do problema;

Temperatura de congelamento do sistema:
quando se atingir, p.ex., T = 0,001 ou quando
a taxa de aceitacdo de movimentos cair
abaixo de um valor predeterminado;

Os parametros mais adequados para uma
dada aplicagdo s6 podem ser obtidos por
experimentagdo.
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Resultados Computacionais do Problema 44
de Selecao de Projetos oo

Parametros do AG

Parametro Valor
Geracao de populacoes 200
Numero de individuos em cada nova geracéao 20
Probabilidade de Mutacéao 1%
Probabilidade de Crossover 50%
Parametros do SA

Parametro Valor

SA o 500
Temperatura inicial Obtida por simulacao

a (taxa de resfriamento) 0.99 206




Resultados Computacionais do Problema
de Selecao de Projetos

e Meta de producao e penalidades por

desvios de meta

Parametro Valor
meta de producao (M) 90 Mt
Pexc $15,00/t
Pfalta $3,00/t
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Resultados Computacionais do Problema EE:
de Selecao de Projetos -
* Microcomputador PC AMD Durom, 900 MHz, 128 MB RAM
* LINGO verséo 7.0
* SA e SA+Subida desenvolvidos em Borland C++ 5.0
 Algoritmos Genéticos: linguagem e equipamento nao especificados
Melhor VPL | VPL Médio Tempo Médio
Método ($X106) ($X106) de execucao
(segundos)
AG 2015 - 2,03
SA 2167 2165 2,99
SA+Subida 2180 2180 2,99
Lingo 2148 - 0,00

Solucao 6tima: 2180 (obtida por enumeracao completa, em 180 segundos)**®



Variable Neighborhood
Descent (VND)

Proposto por Nenad Mladenovic & Pierre Hansen
em 1997

e Método de Descida em Vizinhanca Variavel

e Explora o espaco de solugoes através de trocas
sistematicas de estruturas de vizinhanca

Explora vizinhancas gradativamente mais
“distantes”

Sempre que ha melhora em uma certa vizinhanga,
retorna-se a vizinhanca “menos distante”
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Variable Neighborhood
Descent (VND)

e Principios basicos:
Um 6timo local com relacao a uma vizinhanca

Nao necessariamente corresponde a um 6timo
com relacao a outra vizinhanca

Um 6timo global corresponde a um otimo local
para todas as estruturas de vizinhanca

Para muitos problemas, 6timos locais com
relacao a uma vizinhanca sao relativamente
Proximos
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Variable Neighborhood
Descent (VND)

1 Seja s, uma solucédo inicial e r o numero de estruturas de
vizinhanca;
S « S, {Solucéao corrente}
K « 1; {Tipo de estrutura de vizinhanca}

enquanto (k <r) faca
Encontre o melhor vizinho s’ 00 N®)(s);
se (f(s) <f(s))
entdos ~ s’; k « 1;
senao k « k+1;
fim-se;
10 fim-enquanto;
11 Retorne s;
fim VND;

©OooO~NOOTPkWN
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Iterated Local Search (ILS)

e Pressuposto:

Os 6timos locais de um problema de otimizacao podem
ser gerados a partir de perturbacoes na solucao otima
local corrente
e A perturbacao precisa ser suficientemente forte para
permitir que a busca local explore diferentes
solucoes e fraca o suficiente para evitar um reinicio
aleatorio
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Iterated Local Search (ILS)

e Componentes do ILS:

GeraSolucaolnicial:

Buscalocal:
Retorna uma solucao melhorada

Perturbacao:
Modifica a solucao corrente guiando a uma solucao
intermediaria

CriterioAceitacao:

Decide de qual solucéo a proxima perturbacéo sera
aplicada
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lterated Local Search (ILS)

procedimento ILS
So « Solucaolnicial
S — Buscalocal(s,)
iter « O
enguanto_(iter < iter
iter — iter+1
S’ — perturbacao(s, historico)
s” — Buscalocal(s’)

m ax)

s « CritericAceitacad(s, s, s”)
fim -enquanto
retorne s




Iterated Local Search (ILS)

e Combina intensificacao com diversificacao

¢ Intensificacao:

E obtida fazendo-se “pequenas” perturbacdes na
solucao o6tima corrente

e Diversificacao:

E obtida aplicando-se “grandes” perturbacdes na
solucao 6tima corrente
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ILS aplicado ao Planejamento
Operacional de Lavra com Aloca cao
Dinamica de Caminhoes

e Utiliza 20 niveis de pertubacéao;

o Cada nivel n consiste em realizar n diferentes movimentos
de forma aleatdria

e Busca Local:
Método VND (Variable Neighborhood Search)

e Critério de Parada:
Tempo de processamento pre-determinado
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ILS aplicado ao Planejamento

Operacional de Lavra com Aloca cao
Dinamica de Caminhoes
Problemas-teste:
e SituacoOes reais em mineradoras;
A N° De |>|0 £E N° de N° de
Instancias Parametros Carregadeiras | Caminhdes
SIS de Controles g
POLAD1 17 10 8 30
POLAD?2 17 10 8 30
POLAD3 32 10 7 30
POLAD4 32 10 7 30
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ILS aplicado ao Planejamento Operacional de
Lavra com Alocacao Dinamica de Caminhoes

Desempenho do Algoritmo ILS:

Procedimento | Procedimento Il
Instancia oM LS LS
f, 7 (sY) f, (s Dp (%) f,7(s") Dp (%) Tempo
216,801
POLADOL | 7o' | 211,99 0,0 263883 | 02 789.2
poLapoz | 2721791 5oai 21| 00 524899 | 0.1 822 1
2751.78 ’ ' ’ ’ ’
poLapoa | 196291 con a0 | g06 | 373694 | 710 842 1
1584 5@ ’ ’ ’ ’ ’
poLapos | 392188\ ooneas | 36 | 5979583 01 819 4
2706,4%) ’ ’ ’ ’ ’

(1) Melhor solugdo em 15 minutos de processaméftbielhor solugdo em 240 minutos;

(3) Solugdo 6tima, obtida em 80 minutos de processamento.



Algoritmos Gen éticos

v 0Os AGs fundamentam-se em uma analogia com
processos naturais de evolucao, nos quais, dada uma
populacao, os individuos com caracteristicas geneticas
melhores tém maiores chances de sobrevivéncia e de
produzirem filhos cada vez mais aptos, enquanto
iIndividuos menos aptos tendem a desaparecer

v As caracteristicas dos individuos, registradas em seus
genes, sao transmitidas para seus descendentes e
tendem a propagar-se por novas geracoes

v Caracteristicas dos descendentes sao parcialmente
herdadas de seus pais (Crossover) e parcialmente de
Nnovos genes criados durante o processo de reproducao
(Mutacao)
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Operadores gen éticos

I B B N e I N N N .
CROSSOVER
I B N N .
MUTACAO
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Algoritmos Gen éticos

» O objetivo de um AG € o de tentar
melhorar as qualidades geneéticas de
uma populacéo atraves de um processo
de renovacao iterativa das populacoes
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Relacao entre AG e

Problema de Otimiza cao
AG Problema de Otimizacao

Individuo Solucao de um problema

Populacao Conjunto de solucoes

Cromossomo Representacao de uma solucéao

Gene Parte da representacao de uma
solucao

Alelos Valores que uma variavel pode
assumir

Crossover / Mutacao |Operadores de busca




Estrutura de um AG b asico

“

| Nao

Geracao de uma nova populacao

>
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Avalia cao de cromossomos

.- Feita pela funcao de aptidao (fithess)

- Em um problema de maximizacao pode ser a
propria funcao objetivo

- Em um problema de minimizacao pode ser o
Inverso da funcao objetivo
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Fase de sele cao

Binary tournament selection:
Selecionar dois individuos aleatoriamente
O primeiro pai é o individuo com maior aptidao
Selecionar, aleatoriamente, outros dois pais

O segundo pai € o individuo com maior aptidao
nessa nova selecao

. Aleatorio
. Roleta russa
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Fase de reprodu cao

- Dois ou mais cromossomaos passam por um
Drocesso de mutacao e/ou recombinacao
para gerar novos cromossomos filhos
(offsprings)

- Operador mutacao classico

pP=(0101)

!
p=(0111)
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Fase de reprodu cao

- Operador crossover classico (one point crossover):

- Descendentes sao formados a partir da reuniao de
segmentos de cada pai

p,=(011] )
P,=(101|010)
l
O,=(011]010)
0,=(101] )
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Operador crossover parao
PCV

e Operador OX

Operador crossover de dois pontos de corte
Cruzamento entre os pais geram dois filhos
Filhos herdam a ordem de visita dos pais
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Operador OX para o PCV

ep,=(638|241|579)
ep,=(127]|465|893)

o f,=(XxX|241]|xXXX)
e Ordem de visita de p, = {8,9,3,1,2,7,4,6,5}
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Operador OX para o PCV

ep,=(638|241|579)
ep,=(127]|465|893)

o f,=(XxX|241]|xXXX)
e Ordem de visita de p, = {8,9,3,/’&%7,%6,5}
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Operador OX para o PCV

ep,=(638|241|579)
ep,=(127]|465|893)

o f,=(XxX|241]|xXXX)
e Ordem de visita de p, = {8,9,3,/’& ,7,§I/,6,5}
o f,=(XxxXx|241]|8xX)
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Operador OX para o PCV

ep,=(638|241|579)
ep,=(127]|465|893)

o f,=(XxX|241]|xXXX)
e Ordem de visita de p, = {8,9,3,/’& ,7,§I/,6,5}
o f,=(Xxxx]241]|89%)
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Operador OX para o PCV

ep,=(638|241|579)
ep,=(127]|465|893)

o f,=(XxX|241]|xXXX)

e Ordem de visita de p, = {8%,3,/’&%7,%6,5}

o f,=(xxx|241]|893)
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Operador OX para o PCV

ep,=(638|241|579)
ep,=(127]|465|893)

o f,=(XxX|241]|xXXX)

e Ordem de visita de p, = {8%;3/27%65}

o f,=(7xx]241]|893)




Operador OX para o PCV

ep,=(638|241|579)
ep,=(127]|465|893)

o f,=(XxX|241]|xXXX)

e Ordem de visita de p, = {8%;3/2]%65}

of,=(76x|241|893)




Operador OX para o PCV

ep,=(638|241|579)
ep,=(127]|465|893)

o f,=(XxX|241]|xXXX)

e Ordem de visita de p, = {8%;»“/’(2]9/}?/5}

of,=(765[241|893)




Sobrevivéncia / morte de
Cromossomos

- Como selecionamos 0S cromossomos que
devem sobreviver?

. Sobrevivem 0s que possuem os melhores
niveis de aptidao?

. E importante permitir também a sobrevida de
Cromossomos menos aptos, do contrario o
metodo ficaria preso em otimos locais

. Elitismo
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Selecao de cromossomos i
sobreviventes os
60
S 50 - m1
§ 40 02
o 30 -
o 20 - m3
2 10 | —. m4
Z 0 |
2 3 4
Cromossomos
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Roleta russa:

mecanismo para selecionar 0S Cromossomos
sobreviventes

ml
02
m3
w4
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