Métodos Numeéricos, Notas de aula, 2009.
© Departamento de Computacao, Universidade Federal de Ouro Preto.

Sistemas Lineares

Marcone Jamilson Freitas Souza, Departamento de Computagao, Instituto de Ciéncias
Exatas e Biologicas, Universidade Federal de Ouro Preto, 35400-000 Ouro Preto, MG, Bra-
sil. Homepage: http://www.decom.ufop.br/prof/marcone, E-mail: marcone@iceb.ufop.br

1 Introducao

Propoe-se, neste capitulo, apresentar métodos numeéricos para resolver sistemas lineares
postos na forma:

annry + air2 + 0+ AT, = b
azry + axpr2 + -+ awT, = by
(1.1)
ap1T1 + Ap2®2 + 0+ App®np = bn
ou, equivalentemente:
n
E QijTj = bz Vi = 1,2,...,n (12)
Jj=1
isto é, resolveremos sistemas lineares nos quais o namero de equagoes € igual ao de incog-
nitas.
Na forma matricial, um sistema linear é representado por Ax = b, em que:
ai; aiz2 - Qain
21 G2 -+ G2n . .
A= . . . . —— Matriz dos coeficientes
ap1  Ap2 - Apn
Ty
T2
x=1 . — Vetor das variaveis (ou incognitas)
Tn
by
ba
b= . — Vetor dos termos independentes
bn,

E comum também representar o sistema Ax = b pela sua matriz aumentada, isto &,
por:
ann a2 - a, | b

asi  aze - Q| b
—— Matriz aumentada do sistema

(A1) =

apl  an2 e Anpn | bn
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Defini¢ao: Denomina-se vetor solu¢ao (ou simplesmente solugao) de uma sistema Az = b,
e denota-se por T = [T1,Ta, - ,Zn|', ao vetor das varidveis que contém os elementos
Zj, 7 =1,---,n, que satisfazem a todas as equagoes do sistema.

2 Classificacao de um sistema com relagao ao nimero
de solugoes

Com relagao ao nimero de solugoes, um sistema linear pode ser classificado em:

(a) Compativel e determinado: Quando houver uma tinica solugao;
(b) Compativel e indeterminado: Quando houver uma infinidade de solugoes;

(¢) Incompativel: Quando o sistema nao admitir solugao;

3 Sistemas Triangulares

3.1 Sistema Triangular Superior

Denomina-se sistema triangular superior a todo sistema Az = b em que a;; = 0 Vj < 4,
ou seja, a sistemas da forma:

a111  + a12r2 + aiz3xrz + + anTn = b
a22%2 + azzrz + -+ AT, = by

az3rs + + aspTn = b3 (3.3)
ApnTn = bn

Tais sistemas sao resolvidos por substitui¢oes retroativas, através de equagoes da forma:

bz'f Z CLz'jIj
gy ==t Vi=mn,...1 (3.4)

A4
3.1.1 Discussao da solucao
1. Se a;; # 0 Vi = Sistema compativel e determinado;

2. Se a;; = 0 para algum ¢ ha dois casos a analisar:

n
(a) Seb; — > a;jz; =0 = Sistema compativel e indeterminado
j=it+1

n
(b) Seb; — > a;jx; #0 = Sistema incompativel
j=itl

3.1.2 Algoritmo

Apresentamos, pela Figura 1, o pseudocodigo do procedimento que resolve um sistema
triangular superior por intermédio de substituigoes retroativas. Supoe-se neste procedi-
mento que a; # 0 Vi, isto é, que os elementos diagonais da matriz dos coeficientes do
sistema sao todos nao-nulos.
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procedimento SubstituicaoRetroativa(n,A,b,x);
1z, « bn/ann;

2 paraiden —1 até 1 passo —1 faca

3 SOMA —0;

4 para j de 7 + 1 até n faca

5 SOMA — SOMA + a;; x x;;

6 fim-para;

7 €Ty < (bl — SOMA)/CL”,

8 fim-para;

9 Retorne z;  { Retorne o vetor solugao }

fim SubstituicaoRetroativa;

Figura 1: Algoritmo para resolver sistemas triangulares superiores

3.2 Sistema Triangular Inferior

Denomina-se sistema triangular inferior a todo sistema Az = b em que a;; =0 Vj > 4, ou
seja, a sistemas da forma:

1171 = b
a211  + G22%2 = b

(3.5)
Ap1T1 +  Ap2Ty + - +  Gppx, = bn

Tais sistemas sao resolvidos por substituicoes progressivas através de equagoes da
forma:

1—1
bi — Z aijacj
gi=—2" VWi=1,...n (3.6)

Qi

3.2.1 Discussao da Solucgao

1. Se ay # 0 Vi = Sistema compativel e determinado;

2. Se a;; = 0 para algum ¢ ha dois casos a considerar:

i1
(a) Se b; — " a;;z; =0 = Sistema compativel e indeterminado
j=1

i—1
(b) Se b; — > a;jz; # 0 = Sistema incompativel

Jj=1

3.2.2 Algoritmo

O pseudocddigo do procedimento para resolver um sistema triangular inferior por meio
de substituigdes progressivas é mostrado na Figura 2. Supode-se neste procedimento que
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procedimento SubstituicaoProgressiva(n,A,b,x);
1 paraide 1 até n faga
2 SOMA « 0;

3 para j de 1 até ¢« — 1 faga

4 SOMA «— SOMA + Qjj X Xj;

5 fim-para;

6 €Ty < (bz — SOMA)/G,”,

7 fim-para;

8 Retorne z;  { Retorne o vetor solugao }

fim SubstituicaoProgressiva;

Figura 2: Algoritmo para resolver sistemas triangulares inferiores

4 Métodos Numéricos

Os métodos numéricos destinados a resolver sistemas lineares sao divididos em dois grupos:
os métodos diretos e os métodos iterativos.

5 Meétodos Diretos

Sao métodos que produzem a solugdo exata de um sistema, a menos de erros de arredon-
damento, depois de um numero finito de operagoes aritméticas.

Com esses métodos é possivel determinar, a priori, o tempo maximo gasto para resolver
um sistema, uma vez que sua complexidade é conhecida.

A classica Regra de Cramer, ensinada no ensino médio, é um método direto. En-
tretanto, pode-se mostrar que o niimero maximo de operagoes aritméticas envolvidas na
resolugdo de um sistema n X n por este método é (n + 1)(nln — 1) + n. Assim, um
computador que efetua uma operacdo aritmética em 10~® segundos gastaria cerca de 36
dias para resolver um sistema de ordem n = 15. A complexidade exponencial desse
algoritmo inviabiliza sua utilizacao em casos préaticos.

O estudo de métodos mais eficientes torna-se, portanto, necessario, uma vez que, em
geral, os casos praticos exigem a resolugao de sistemas lineares de porte mais elevado.

Apresentaremos, a seguir, métodos mais eficientes, cuja complexidade é polinomial,
para resolver sistemas lineares. Antes, porém, introduziremos uma base tedrica necesséaria
A apresentagao de tais métodos.

Transformagoes elementares: Denominam-se transformacoes elementares as seguin-
tes operagoes efetuadas sobre as equagoes (ou linhas da matriz aumentada) de um
sistema linear:

1. Trocar duas equagoes:
Li — Lj;
Lj < Ly;

2. Multiplicar uma equagao por uma constante nao-nula:
L; «—cx Ly; ceR, c#0

3. Adicionar a uma equac¢ao um miltiplo de uma outra equacio:
Lj%Lj*FCXLi; ceR



Sistemas Lineares 5

Sistemas equivalentes: Dois sistemas Ax = b e Az = b se dizem equivalentes se a
solugao de um for também solucdo do outro.

Teorema: Seja Az = b um sistema linear. Aplicando-se somente transformagoes elemen-
tares sobre as equagoes de Az = b, obtemos um novo sistema Ax = b, sendo que
Ax = b e Ax = b sdo equivalentes.

5.1 Meétodo de Gauss

O método de Gauss consiste em operar transformagoes elementares sobre as equagoes de
um sistema Ax = b até que, depois de n — 1 passos, se obtenha um sistema triangular su-
perior, Uz = ¢, equivalente ao sistema dado, sistema esse que é resolvido por substituicoes
retroativas.

! ! ! /

ain a2 - an, | b ay ayp e ah, | b

as; az - a | b 0 aby -+ dby, | b

21 G22 2n 2 Transf. Elem. 22 2n 2

_Aranst. Blem.

! /

ap1 Ap2 - Apn | bn 0 0 e Ay | bn
Ax=b Ux=c

5.1.1 Descricao do Método

Para descrevermos o método, consideraremos o sistema linear 4 x 4 abaixo.

Try + 4daxs — 2x3 + x4 = 14,308

3331 + 11582 + 4:173 - 5:04 = 25, 744 (5 7)
—2£E1 + 3.’52 + 81’3 + 21‘4 = —3, 872 ’
101 — bzy + 23 — 3xz4 = 36,334

A resolugao deste sistema pelo método de Gauss envolve duas fases distintas. A pri-
meira, chamada de fase de eliminagao, consiste em transformar o sistema dado em um
sistema triangular superior. A segunda, chamada de fase de substitui¢do, consiste em
resolver o sistema triangular superior através de substituigoes retroativas.

Para aplicar a primeira fase, utilizemos o quadro abaixo, onde cada grupo de linhas re-
presenta um passo (ou estagio) da obtencao do sistema triangular superior. Trabalharemos
com 3 digitos com arredondamento na apresentagao em ponto flutuante.

Tabela 1: Fase de eliminacao

Linha | Multiplicadores Coeficientes Termos Transformagoes
das incognitas Ind. Elementares

L 7 4 -2 1] 14,308

L |y = —3/7 = —0,420 3 11 4 5| 25,744

L gy =2/7=0,286 2 3 8 2| -3,872

L8 g = —10/7= 1,420 10 5 1 3| 36,334

LY 0 9284 4858 -5429| 19,606 L) — —0,420 x LV 4+ L
LY gy = —4,144/0,280 = 0,446 0 4,144 7428 2286 0,220 L\ — 0,286 x L{” + L
L8 s = 10,716/, 280 = 1,154 | 0 -10,716 3,858 -4,429| 15888| L% — —1,429 x L{” 4 L
L 0 05261 4,707| -8,524|L — —0,446 x LD + LV
LS |y = —9,464/5,261 = —1,799| 0 0 9,464 -10,694| 38513 L% — 1,154 x LSV + L
L 0 0 0-19162] 53848|L — 1,799 x L) + 1
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Detalhemos a Tabela 1. Nela constam 3 passos:
Passo k = 1:
pivo: agq) =7
Linha pivotal: Lgo)

Objetivo: zerar os elementos abaixo do pivd agq).

Ao final do primeiro passo obtemos o sistema A'z = b' equivalente ao sistema dado,
em que:

7 4 -2 1 | 14,308
[A(l) | b(l)] 10 9,284 4,858 —5,429 | 19,606
10 4,144 7,428 2,286 | 0,220
0 -10,716 3,858 —4,429 | 15,888
Passo k = 2:

pivé: aly) = 9,284
Linha pivotal: Lél)

Objetivo: zerar os elementos abaixo do pivo a(212).

Ao final do segundo passo obtemos o sistema A2z = b(2) equivalente ao sistema dado,

isto é:

7 4 -2 1 | 14,308
A® |y [0 9,281 4,858 ~5,429 | 19,606
0 0 5261 4,707 | —8,524
0 0 9,464 —10,694 | 38,513

Passo k = 3:

pivo: aé? = 5,261
Linha pivotal: L:(f)

Objetivo: zerar os elementos abaixo do pivo aé?.

Ao final do terceiro passo obtemos o sistema A3z = b®3) equivalente ao sistema dado:

7 4 -2 1 | 14,308
A |y | 0 9284 4858 5,429 | 19,606
0 0 5,261 4,707 | —8,524
0 0 0 —19,162 | 53,848

Portanto, ao final de 3 passos, o sistema Az = b, expresso por (5.7), foi transformado
no seguinte sistema triangular superior A3z = b3:

Tx1 + 4y — 2x3 + ry = 14,308
9,284x, + 4,858x3 —  5,429x4 = 19,606 (5.8)
5,261z + 4,707Txy = —8,524 ’
— 19,162z4 = 53,848

Terminada a fase de eliminagao, passamos, agora, a fase de substitui¢ao, resolvendo o
sistema anterior através das seguintes substituigoes retroativas:

ri = S35 = 5 810

s = 78,52474;;)67?(72,810) — 0,894

2y = 19,606+5,429x(772,810)—4,858x0,894 — 0,001
2y = 14,308—4x0,0017+2x0,894—2,810 — 2,700

Portanto, a solucao do sistema é:
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2,700
0,001
0,894

—2,810

Kl
I

5.1.2 Avaliacdo do Residuo/Erro

O erro ¢ produzido por uma solugdo Z do sistema Ax = b pode ser avaliado pela expressao:

&= max |7;] (5.9)

sendo r; a i-ésima componente do vetor residuo R, o qual é dado por:
R=b- Az (5.10)

Para o exemplo considerado, o vetor residuo é:

14,308 74 -2 1 2,700 0,002
Reb o Ap_ | 2T | 3 11 4 -5 0,001 | _ | 0,007
—3,872 -2 3 8 2 0,894 —0,007
36,334 10 -5 1 -3 ~2,810 0,015

Assim, o erro € cometido vale:

e = max |r;] = max {|0,002|,|0,007|,| — 0,007|,]0,015|} = 0,015
1<i<n 1<i<4

5.1.3 Algoritmo

Apresentamos, a seguir, o pseudocddigo do procedimento relativo & fase de eliminagao
do método de Gauss. A ele se segue o procedimento de substituicao retroativa descrito
a pagina 3. Esse algoritmo supoe que os elementos diagonais (agx) sdo nao-nulos. Na
hipétese de existir algum agr = 0, esse elemento deve ser colocado em outra posicao fora
da diagonal principal, por intermédio de operagdes de troca de linhas e/ou colunas.

procedimento Eliminacao(n,A,b);
1 parak del até n — 1 faga
2 para i de k + 1 até n faga

3 M — —Qg [ Ak

4 para j de k + 1 até n faca

5 7aij<—aij+m><akj;

6 fim-para;

7 b; < b; + m X by;

8 fim-para;

9 fim-para;

10 Retorne A e b; { Retorne a matriz aumentada modificada }

fim Eliminacao;

Figura 3: Algoritmo da fase de eliminagao do método de Gauss
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Tabela 2: Complexidade de pior caso do Método de Gauss

Fase Divisoes | Multiplicagoes Adigoes Total
1 n—1 n(n—1) nin—1)

2 n—2 (n=1)(n—=2) | (n=1)(n—2)

n—1 1 2).(1) 2).1)

Eliminacao 7"(”2_1) in® — in in® — in 2nd —1n2—1In
n 142+ - +n |1+2+ +n
Substituicao n @ w n?

T T 1.3, 1 T T T 12
‘ TOTAL ‘§n2+§n‘§n3+§n2—%n‘§n3+§n2—§n §n3+%n2—%n

5.1.4 Complexidade

Para avaliar o naimero méximo de operagoes aritméticas envolvidas na resolugao de um
sistema n X n pelo método de Gauss, mostra-se, pela Tabela 2, a complexidade de pior
caso das fases de eliminacao e substituigao.

Como se observa, o método de Gauss tem complexidade polinomial O(n?). Um com-
putador que faz uma operacao aritmética em 1078 segundos gastaria 0,0000257 segundos
para resolver um sistema 15 x 15 (Um tempo infinitamente inferior aquele gasto pela Regra
de Cramer, conforme péagina 4).

5.1.5 Observagoes Finais

No método de Gauss, os multiplicadores do passo k da fase de eliminacao sao calculados
pela expressao:

(k—1)
a:
miy) = ——H = Vi=k+1,-,n (5.11)
Ak
Observe que o pivo do k-ésimo passo da fase de eliminacao é sempre a,(jc_l)7 isto é, o

elemento diagonal da matriz A%*~1) do sistema transformado A®~Dz = b(*=1) obtido no
passo anterior.
Desvantagens do método de Gauss:

(i) Nao pode ser aplicado quando o pivo for nulo (agr = 0);

(ii) Os erros de arredondamento cometidos durante um passo da obtengao do sistema
triangular se propagam para os passos seguintes, podendo comprometer a validade
da solugao obtida.

Para contornar o problema (i) e minimizar o problema (ii), a ideia é usar uma estratégia

de pivoteamento, conforme a seguir se descreve.

5.2 O Meétodo de Gauss com Pivotagao Parcial

Esta estratégia de pivoteamento consiste em:

(i) No inicio da etapa k da etapa de eliminagao, escolher para pivd o maior elemento,
em modulo, dentre os coeficientes:
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(k=1), . _
a;, 3 t=kk+1,--n
(ii) Trocar as linhas k e i se necessario
Exemplo: Resolver o sistema a seguir, avaliando o erro cometido em cada caso:

{0,0002951 + 2z9 = 5 (5.12)

2¢1 + 229 = 6
(a) Pelo método de Gauss
(b) Pelo método de Gauss com pivotacao parcial

Resolugao do item (a):
A Tabela 3 apresenta a fase de elimina¢do do Método de Gauss aplicado ao sistema
linear 5.12.

Tabela 3: Fase de elimina¢ao do Método de Gauss do sistema (5.12)

Linha | Multiplicadores Coeficientes Termos Transformacgoes
das incognitas Ind. Elementares
L 0,002 2 5
L(QO) magq = —2/0,002 = —10% 2 2 6
LD 0 19998 | -49994 | LY — —10000 x LV + L0

Tendo triangularizado a matriz dos coeficientes do sistema (5.12), passemos a fase de
resolugao do sistema triangular (5.13), o qual é equivalente ao sistema dado:

0,0002z, —+ 20y = 5
{ —19998z, = —49994 (5.13)
cuja solugao é:
— 0,0001
12,4999

Avaliemos o residuo R e o erro € produzido por esta solugao.

[ 14,9998 1 [ 0,0002
U P R )

e = max |r;] = max {]|0,002|,|1]} =1
1<i<n 1<i<2
Resolugao do item (b):
A Tabela 4 apresenta a fase de eliminagdo do Método de Gauss, com pivotagao parcial,
aplicado ao sistema linear (5.12).
Tendo triangularizado a matriz dos coeficientes do sistema (5.12), passemos a fase de
resolucao do sistema triangular (5.14), que é equivalente ao sistema dado:

{2331 + 29 = 6 (514)

1,9998z, = 4,9994

cuja solugao é:
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Tabela 4: Fase de eliminacao do Método de Gauss ¢/ pivotagao aplicado ao sistema (5.12)

Linha | Multiplicadores Coeficientes Termos Transformacoes
das incognitas Ind. Elementares

JAg 0,0002 2 5

L 2 2 6

L{® 2 2 6 | L\ — W

Lgo)/ mogp = —0,0002/2 = —0, 0001 0,0002 2 5 Léo)/ — Lgo)

Ly 01,9998 | 49994 [ LY — —0,0001 x LI + LO

. [ 0,5001 }
2,4999

O residuo R e o erro € produzido por esta solugao sao apresentados a seguir.

[ 4,9999 7 _ [ 0,0001
f=b-Aw= [ 6 } - [ 6,0018 } - [ ~0,0018 ]

e = max |r;] = max {|0,001],| — 0,0018|} = 0,0018
1<i<n 1<i<2
Tais resultados mostram, claramente, a melhora obtida com a técnica de pivotagao.
Observamos, finalmente, que a escolha do maior elemento em moédulo entre os candi-
datos a pivo faz com que os multiplicadores, em moédulo, estejam entre zero e um, o que
minimiza a ampliagao dos erros de arredondamento.
Apresentamos, pela Figura 4, & pagina 11, o pseudocodigo do procedimento de Gauss

com pivoteamento parcial para resolver sistemas lineares. Neste procedimento, A é a

matriz aumentada do sistema, isto é, A = [A | b].

5.3 O Meétodo de Gauss com Pivotagao Completa

Nesta estratégia, no inicio do passo k da fase de eliminacao é escolhido para pivo o elemento
de maior médulo dentre aqueles que ainda atuam no processo de eliminagao, isto é:

max |a(k_1)|;

Pivo = ak~1) =
Vigzk

TS

Assim, apo6s localizado o maior elemento em modulo da matriz sob transformacao, é
necessario passé-lo para a posicao ayg. Para tanto, sao feitas, se necessério, uma troca de
linhas e uma troca de colunas a cada passo k. Esta estratégia, entretanto, nao é muito
empregada, pois envolve uma comparagao extensa entre os elementos az(-f_l), i,j>ke
troca de linhas e colunas para posicionar o pivo. Todo este processo acarreta um esforgo
computacional bem maior que a estratégia de pivoteamento parcial e nem sempre resulta
em ganho significativo na qualidade da solu¢ao produzida.

5.4 O Meétodo da Decomposigao LU
5.4.1 Introducao

Em muitas situagoes, é desejavel resolver varios sistemas lineares nos quais a matriz dos
coeficientes é a mesma. Nesses casos, é indicado resolver o sistema linear Az = b por uma
técnica de decomposicao da matriz A. Dentre as técnicas de decomposi¢cao mais utilizadas,
destacamos a da decomposicao LU.
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procedimento GaussPivoteamentoParcial(n, A, 1);
1 parakdel até n — 1 faga

2 w + |agl;

3 r— k;

4 para i de k até n faca
5 se |a;,| > w entao
6 w — |aikl;

7 T 1

8 fim-se;

9 fim-para;

10 para j de k até n + 1 faga
11 C auz — ks

12 A5 < Arj;

13 Qrj < QUT;

14 fim-para;
15 para i de k 4+ 1 até n faca

16 Mk — —Qik/Akk;

17 para j de k + 1 até n + 1 faga
18 7(1”' — Q5 + My X Gy

19 fim-para;

20 fim-para;

21 fim-para;

22 Ln — an,nJrl/ann;

23 parai den — 1 até 1 passo —1 faca

24 SOMA — 0;

25 para j de i + 1 até n faca

26 SOMA — SOMA + a;j X xj;

27 fim-para;

28 €Ty < (a7;$n+1 — SOMA)/GH,

29 fim-para;

30 Retorne z;  { Retorne o vetor solugio }
fim GaussPivoteamentoParcial(n,A,z);

Figura 4: Algoritmo do Método de Gauss com Pivoteamento Parcial

Por esta técnica, uma matriz A é decomposta como o produto de duas matrizes L e
U, sendo L uma matriz triangular inferior e U, uma matriz triangular superior, isto é:

A=LU

Desta forma, podemos reescrever o sistema Ax = b na seguinte forma:

Az =(LU)x=L.(Uz) =1

Fazendo-se Uz = y podemos resolver o sistema Ax = b em dois passos: Primeiramente,
resolvemos o sistema triangular inferior Ly = b, obtendo g como solugao. Em seguida, com
a solucao gy obtida no passo anterior, resolvemos o sistema triangular superior Uz = 7,
obtendo Z como solucao. Em outras palavras, decompomos a resolucao de um sistema
linear na resolucdo de dois sistemas triangulares: o primeiro, triangular inferior, que se
resolve facilmente por substituigbes progressivas (basta aplicar o Algoritmo da Fig. 2,
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considerando elementos diagonais unitarios) e o segundo, triangular superior, que se resolve
por substituigdes retroativas (Algoritmo da Fig. 1).

Antes de descrevermos o método da decomposicao LU com detalhes, apresentaremos
alguns conceitos necessarios a sua fundamentacao.

Definicao: Seja A uma matriz quadrada de orden n, nao-singular, isto &, det(A4) # 0.
Diz-se que A~ é a inversa de Ase AA™' = A" 1TA=1.
Teorema 2: Se A e B sdo matrizes de ordem n, inversiveis, entdo: (AB)~! = B~14~1

Teorema 3: Se

1 0 0 1 0 0
MO =] my 1 0| eMBD=]0 1 0| entio:
ms3i 0 1 0 mso 1
1 0 0]

(i) (M(O))fl = —mo 1 O
—msi 0 1 i
[ 1 0 0]

() MONH=T=10o 1 0
L 0 —mso 1 ]

5.4.2 Fatoragao LU de uma matriz

Os fatores L e U podem ser obtidos utilizando-se a ideia basica do Método de Gauss.
Mostremos como isso pode ser feito fatorando-se uma matriz A genérica de ordem 3.

Tabela 5: Fatoracao LU de uma matriz

Linha | Multiplicadores | Coeficientes Transformacgoes
das incognitas Elementares

i T

N R N R QO

B0 = o [ofd o) o

LY 0 ol ab) [ L —my x L 4 LD

L:(,)I) m32:—aé12)/a<212) 0 a:%) a%) Lgl)<—m31XL§0)—|—L§J>

0 0 0 a2 LD g x L0 4 LD

Sejam A© AW AR MO ¢ M) matrizes definidas conforme a seguir:
[ (0) (0) 0) 7
@y Qa3 O3
AO) = 0 O 0 |, Matriz A original

(0) (0) (0)
Gz; a3z G433

(0 0 0) 7
@51) @52) @§3)

AN — 0 ag) a%) — Matriz obtida ao final do passo k =1
0 oD L0
L (zy A3z |
(o 0 0) T
a(11) a(12) a(13)
AR = 0 &glz) a%) — Matriz obtida ao final do passo k = 2

0 0 |
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1 0 0 1 0 0
MO =1|my 1 0|leMHD=]0 1 0
msy 0 1 i 0 mso 1
Observe que:
_ 0 0 0
1 00 agl) agz) 53)
L ma 01 31 @32 Q433
r 0 0 0
‘%51) o %52) 0 %53) 0
= m21a§1)+a(21) m21a§2)—|—aé2) m21a§3)—|—ag3)
L mslaﬁhra:(ﬁ) m31a§%)+a§g) m31a§%)+a:(£3)
r (o 0 0
agl) ag; aga)
O e .
i 1
0 a:(az) a:(a:s)

De forma analoga podemos mostrar que M) AM = A(

Resumindo, temos:
A0 — 4
A@) — pr0) 4(0)

2)

A®@ = ;@) A — Ay a0 40 — MW pr0) 4
~~ ~~

M(0) A(0) A
Logo:

A@) = prW pp0) 4

Premultiplicando ambos os membros da expressio anterior pela inversa de MM A1)

obtemos:

(MOMOY=14@) = (MO Oy prMWpr0 A =TA= A

I
A= (M(l)M(O))—lA(2) = (M(O))—l(M(l))—lA(Z)
1 o011 o o7[d? af o
A=| -my 1 0[]0 1 0 0 aff) ol
—msi 0 1 0 —Mms2 1 0 0 ai(’)?%)
(M©))=1 (M©)=1 A@)
10 0] [aY oY af
1 1
A=| -may 1 0 0 afy) ol
| —ma1 —maz 1 0 0 a
L U

Assim, podemos concluir que A = LU, sendo:

(i) U é a matriz triangular superior obtida ao final da fase de eliminagao do método de

Gauss;

(ii) L é uma matriz triangular inferior, cujos elementos da diagonal principal sdo unitérios
e abaixo de cada elemento diagonal I = 1 encontram-se os multiplicadores da etapa

k da fase de eliminagao com sinal trocado.
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5.4.3 O Método da Decomposicao LU

Este método, também conhecido como Método de Doolittle, consiste na seguinte sequéncia

de passos:

(i) Obter a fatoracdo LU da matriz A;

(ii) Fazer Ux = y;

(iii) Resolver o sistema triangular inferior Ly = b;

(iv) Obtida a solugdo g do sistema Ly = b, resolver o sistema triangular superior Uz = §.

Marcone Jamilson Freitas Souza

Exemplo: Resolver pelo Método da Decomposicao LU o seguinte sistema linear:

31‘1 —+ 2(132 + 41’3
I =+ T2 + 21’3
4dry + 3x9 — 2x3

= 2
= 3

1

(a) Obtencao da fatoracdo LU da matriz dos coeficientes:

Tabela 6: Fatoragao LU da matriz do sistema (5.15)

Linha | Multiplicadores Coeficientes Transformagoes
das incégnitas Elementares
L 3 2 4
LY | may = —1/3 1 1 2
LY | gy = —4/3 4 3 -2
i 1/3 © 13 2/3 | LY — —(1/3) x L + L
L) | mas =303 =—1]4/3 + 1/3  -22/3 | L§) — —(4/3) x L\ + LY
Ly 43 1 ¢ 8 |LP ——1x1¥M 4L
Logo
3 2 4
...... 1 0 3 9 4
A® = | 1/3 1/3 2/3 | =L=11/3 0le U=]|0 1/3 2/3
......... 4/3 1 1 0 0 -8
4/3 1 -8
(b) Resolugao do sistema Ly = b:
Y1+ =1 = y=1
(1/3)yr + w2 = 2 = y=5/3
4/3)y1 + y2 + yz = 3 = yz3=0
g=[1 5/3 0
(c) Resolugao do sistema Uz = §:
3r1 + 29 + dry = = 1= -3
(1/3)392 + (2/3)$3 = 5/3 = X2 = 5
—8xs = = 3 = 0

(5.15)
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z=[-3 5 0]
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A obtencao dos fatores L = [l;;] (com diagonal principal unitaria) e U = [u;;] no
Método de Doolittle pode ser realizada utilizando as seguintes formulas:

U1y = aij

i—1
wig = i — ) ikt

k=1
) . aq
lzl U1 .

1 i

i = 2 ay— 3 i,
ij wj; ij kgl ikUkj

Figura 5: Formulas para obtengao dos fatores L e U

5.5 O Meétodo da Decomposicao LU com Pivotagao Parcial

Para aplicar a estratégia de pivoteamento parcial ao Método da Decomposigao LU faz-se
necessario armazenar um vetor de permutagao P.
Mostremos através de um exemplo como o método funciona.
Seja resolver o seguinte sistema linear:

31‘1 4162 X3 = 9
X + 2x9 4+ 23 = 3 (516)
4$1 31}3 = =2
(a) Fatoracao LU:
Tabela 7: Fatoragao LU da matriz do sistema (5.16)
Linha | Multiplicadores Coeficientes Transformacoes Vetor
das incognitas Elementares Permutagao
L0 3 4 1 1
L 1 2 2 2
LY 4 -3 3
g 4 0 3 (LY LY 3
LY | gy =174 1 2 2 2
L | gy = —3/4 3 -4 1|20 — L 1
LY 1/4 5 2 114 L « —(1/a) x L + LY 2
LY 3/4 0 4 13/4| LY — —3/4) x L + L 1
Ly 3/4 -4 13/4| LY — L{Y 1
LY s = —2/(—4y = 1/2| 1/4 2 11/4 | L — LY 2
L? 1/4 -1/2 ¢ 35/8 | L — (1/2) x LY + LY 2
Passo k = 1:

A matriz dos coeficientes e o vetor de permutacdo originais sdo:
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[3 -4 1 1
A9 =11 2 2|; PO=]2
4 0 -3 3

Dado que na coluna k = 1 o maior elemento esta na terceira linha, devemos permutar
as linhas Ly e L3, o que resultard na seguinte matriz dos coeficientes transformada:

(4 0 -3 3
A" =11 2 2| pO =12
3 -4 1 1

Prosseguindo com o Método de Gauss, obtemos a seguinte matriz transformada ao
final do passo k = 1:

4 0 -3 3
A =1 1/4 2 11/4 | ; PD=| 2
3/4 —4 13/4 1

Passo k = 2:

Analogamente, dado que na coluna k = 2, o maior elemento estd na terceira linha,
devemos permutar as linhas Ly e L3, o que resultard na seguinte matriz dos coeficientes
transformadas:

4 0 -3 3
AW = | 3/4 —4 13/4 | ; PO = |1
1/4 2 11/4 2
Encerrado o passo k = 2 obteremos:
4 0 -3 3
A® = 1| 3/4 -4 13/4 | ; P®=]1
1/4 —1/2 35/8 2

A partir da matriz A®) extraimos as matrizes L e U:

1 00 4 0 -3
L=|3/4 1 0|e U=|0 —4 13/4
1/4 —1/2 1 0 0 35/8

(b) Resolucao do sistema Ly = b:
onde b é o resultado da aplicacio do vetor de permutacio ao vetor b.
Aplicando P = [ 3 1 2 ] aovetorb=[9 3 -2 ] obtemos:b=[ -2 9 3]

1+ = -2 = y1=-2

(B/Hyr + Y2 9 = yp=21/2

(/dyr — (1/2ya + y3 = 3 = yz3=35/4

g=[-2 21/2 35/4]
(¢) Resolugao do sistema Uz = §:

41 4+ 0z — 3r3 = -2 = x1= 1

— dxe 4+ (13/4)zs = 21/2 = ay= -1

(35/8)25 = 35/4 = ax3= 2

z=[1 -1 2]
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5.6 Meétodo de Cholesky

Este método se aplica quando a matriz dos coeficientes A ¢ simétrica (A = A?) e definida
positiva (z'Ax > 0 Vo # 0). Nesta situacdo, a matriz A pode ser fatorada em
A = LU = LL', sendo os elementos [;; de L obtidos a partir das seguintes formulas:

lii — Vi = 27 ,n
ln = 74 Vi=2,---.,n
1 J71 . . .
lij = T <aij - k2—21 lik:ljk:) Vi=j+1,---,n; j>2

Figura 6: Formulas para obtencao do fator L do Método de Cholesky

Conhecido o fator L, o sistema Az = L L' = b se resolve em dois passos. Primei-

ramente, resolvemos o sistema Ly = b, obtenc?lJo 7 como solugdo. A seguir, resolvemos o
sistema L'z = ¢, obtendo Z como solucao.
Observamos que em uma matriz definida positiva todos os autovalores da matriz sao
positivos, isto é, sdo positivas todas as raizes do polindomio caracteristico det(4A—AI) = 0).
Devido a estabilidade numérica da decomposigao de uma matriz simétrica definida po-
sitiva, nao se faz necessario o uso da pivotacao parcial na decomposi¢ao de Cholesky.

Exemplo: Seja resolver o seguinte sistema linear pelo Método de Cholesky:

4(1’31 + 2332 + 14.173 = 14
201 + 1729 — bBxz3 = -—101 (517)
141‘1 — 5172 + 83563 = 155

Solugao:

Procuremos coeficientes [;; tais que:

4 2 14 Iy 0 O i o I

2 17 -5 = lo1 oo 0 0 loo 39

14 -5 83 l31 3o 33 0 0 33
A L Lt

Resolvendo-o, obtemos:
i = ai=Vi=2 121:mz%:1 131:&:174:7

l22:\/a22—l%1=\/17—1:4
lsp = 7= (as2 — Is1lo1) = 1 (—H —7x 1) =3

l22
lsg = /ags — 13, — 12, = /83 -T2 — (=3)2=5
Conhecido o fator L, resolvamos, agora, o sistema triangular inferior Ly = b:

2 00 n 14
1 40 v | = | —101
7 -3 5 Y 155
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cuja solugao é: y = [ 7 =27 5 ]t
O passo seguinte, agora, é resolver o sistema triangular superior Uz = Ltz =

2 1 7 I 7
0 4 -3 Ta = —-27
0 0 5 T3 5

cuja solugao é:

z=[3 -6 1]

5.7 Refinamento da Solucgao

Em vista da possibilidade de existéncia de erros gerados nos célculos dos multiplicadores,
em geral a solucao z(® de um sistema linear Az = b nao é exata.
Procuremos, entéo, uma solucao (") “melhor” que z(?) na forma:

71 =70 4 A (5.18)
onde:
jgO) 6§0)
~(0) (0)
20— | ™ IO
,%0) 6£L0)

isto &, A9 & a parcela de correcao do vetor z(9).
Logo, podemos escrever:
Az =p
AFO £ A0) = p
Az 4+ AAO) =p
AAO0) — p — Az(0) — R(O)

AAO®) = RO) isto &, para determinarmos a parcela de correcio AA() basta
resolvermos um sistema linear onde A é a matriz dos coeficientes do sistema original e
R©) & o residuo produzido pela solucao z(%).

Com isso, obteremos:

504 50
{0) , (0)
1) — 50 4 A0 — | T2 TL‘S?

7)) + 65

Evidentemente, Z(!) também pode nio ser uma “boa” solucdo. Neste caso, procura-
remos uma solucao ainda melhor z(?), na forma: z(? = z(!) + AM sendo a parcela de
correcao A obtida resolvendo-se o sistema AAM = RM  sendo R o residuo produzido
pela solucao aproximada z(1).

Este processo se repete até que uma das seguintes condicoes seja satisfeita:

. k ) . .
(i) max ‘7’1( )| < g, onde € é a precisdo estabelecida;
1<i<n
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(ii) k> ITERMAX, onde ITERMAX é o ntimero maximo de iteragoes.

Obs.: Dado o fato de que no processo de refinamento de uma solugao devem ser resolvidos
vérios sistemas AA®) = R®) com k = 1,2,--- , ITERMAX, sendo a matriz dos coefici-
entes a mesma, o método mais indicado é o da decomposi¢gao LU com pivotagao parcial.

Exercicio
Resolva o sistema 5.19, a seguir, pelo Método da Decomposicao LU retendo durante os
célculos 3 casas decimais (com truncamento). Refine a solugao até que max |7"Ek)| < 0,010
Stsn

ou k > 2 iteracgoes.

3rz1. + B2 + 33 = 5
Txy, — 3z + x3 = 10,416 (5.19)
2¢7 4+ 4xo — bry = 19,652

(a) Obtencao da fatoragdo LU da matriz dos coeficientes:
A tabela 8 apresenta os passos relativos a fatoragao LU, sem pivotagao, da matriz dos
coeficientes do sistema (5.19).

Tabela 8: Fatoragao LU da matriz do sistema (5.19)

Linha | Multiplicadores Coeficientes Transformacoes
das incognitas Elementares

L 3 5 3

LY |mgy = —7/3 = —2,333 7 -3 1

LY |may = —2/3 = 0,666 2 4 -5

L 2,333 © -14,665 -5,999 | LY — —2,333 x L 4+ LY
LY | gy = —(0.670)/(~14. 66%) — 0,045 | 0,666 : 0,670  -6,998 | LY «— —0,666 x L + L
Ly 0,666  -0,045 : -7,267|L{? «— 0,045 x L§Y + LY

3 5 3
A@ = | 2,333 : —14,665 —5,999
0, 666 —0,045 : —7,267
1 0 0 3 5 3
L= 22333 1 0l e U=|0 -14,665 —5,999
0,666 —0,045 1 0 0 —7,267

(b) Determinacio de z(0):
(b.1) Resolugao do sistema Ly = b:

1+ = 5 = Y1 = 5
2,333y, + o 10,416 = yo= —1,249
0,666y1 — 0,045ys + y3 = 10,652 = ys= 16,265
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g=[5 -1,249 16,265 |'

(b.2) Resolucao do sistema Uz = §:

31 + S5ry + 33 =
— 14,66520 — 5,999z —
7.26715 —

20 =12238 1,

(b.3) Avaliagao de R(®):

5 3 5
RO =p— A7 = | 10,416 | — | 7 -3
19, 652 2 4

Como max |r£k)\ = 0,014 > 0,010 devemos
1<i<3
atual z(0).

(¢) Determinacio de z(1):

5 = x= 2,238
1,249 = xp= 1,000
16,265 = 3= -—2,238

000 —2,238 |'

3 2,238 0
1 1,000 | = | —0,012
-5 ~92,238 ~0,014

prosseguir com o refinamento da solugao

Como 71 = z(© 4+ A entdo para calcular a nova solucdo z), devemos obter a
parcela A(©) a qual é obtida resolvendo-se o sistema linear AA® = R(0).

(c.1) Resolugao do sistema Ly = RO,
N + = 0 = Yy = 0
2,333y, + Yo = —0,012 = y,= -0,012
0,666y; — 0,045y + y3 = —0,014 = y3= —0,014
g=[0 -0,012 —0,014 |’
(c.2) Resolucio do sistema UA©) = g
3600 4+ 562+ 360 = 0 = &M= —0,001
— 14,6656 — 599963 = —0,012 = &= 0,000
— 7,2676) = —0,014 = @) = 0,001
A = [ —0,001 0,000 0,001 ]"
(c.3) Determinacio da nova solugao z(1):
2,238 —0,001 2,237
1) =70 L AO) = 1,000 | + 0,000 | = 1,000
—2,238 0,001 —2,237
(c.4) Avaliacao de R(:
5 3 5 3 2,237 0,000
RM =p—AzW = | 10,416 | - | 7 =3 1 1,000 | = | —0,006
19, 652 2 4 -5 —2,237 —0,007

Como max |r§k)| = 0,007 < 0,010, concluimos que Z(!) ¢ a solugio do sistema (5.19)

com a precisao requerida.
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5.8 Meétodos Iterativos

Tratam-se de métodos nos quais a solu¢ao T de um sistema linear Az = b

é obtida como
limite de uma sequéncia de aproximacdes sucessivas (%), z() z2 ... z#) ... gsendo
dada uma aproximacéo inicial z(?), isto é:

7= lim z® (5.20)

k—o0

5.8.1 Meétodo de Jacobi

Seja o sistema linear Az = b em sua forma expandida:

a11x1 + aiexre  + + apT, = b
a21T1 +  agx2 + +  agnx, = bg
ap1¥1  +  Gp2T2 + +  Apnxn = bn

Explicitemos x1 na primeira equagao, xo na segunda equagao e assim sucessivamente.

- by — (a1222 + a1373 + - - + a1,7n)
1=
aii
S by — (ag121 + a2373 + - - - + 2,7y
5=
a22
o bn - (anlxl + Ap2T2 + -+ an,n—lzn—l)
n =

a”ﬂ/ﬂ

O método de Jacobi consiste na seguinte sequéncia de passos:

(0)

2§ (0)

(i) Escolher uma aproximagcao inicial 20 = g:éo) T

arbitraria;

(ii) Gerar aproximagoes sucessivas z®) a partir de z(*=1) com base nas seguintes equacoes
de iteragao:

ON by — (algxgkfl) + algxékfl) +oo+ aln:vglkfl))
! aii
L) by — (azlargk_l) + aggscék_l) +tagpaly V)
2 a22
2k — by, — (anlx(lk_l) + angxgk_l) + anyn_lxék:ll))

n

Apn
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(k

Sinteticamente, cada componente x, ) & determinada com base na seguinte equagao:

n
bi - Z aijl';-k_l)
j=1

o) = i#i

(5.21)

Qg

Na forma matricial:

2® = J2* D 4D vE=1,2,.. (5.22)

sendo J e D definidas de acordo com (5.23) e (5.24). A matriz J é conhecida como
“matriz de iteracao de Jacobi”.

0 —a12/a11 —a13/ann —a1p /011
—a21 /a2 0 —ag3/az —a2, /G20
J = . ) (5.23)
_anl/ann _an2/ann _an3/ann 0
bl/an
bs/azs
D= (5.24)
bn/ann

(iii) Interromper o processo quando um dos critérios abaixo for satisfeito:

(k) _

(1) max |z; xl(k_l)| < €, onde € é a tolerancia permitida;

1<i<n

(2) k> ITERMAX, onde ITERMAX ¢é o niimero méximo de iteragoes.

Exemplo:
Resolver o sistema (5.25), a seguir, pelo método de Jacobi usando como aproximagao

inicial 2(®) = [ 0 00 ]t e como critério de parada 1r£1a<><3|x§k) - xgk_1)| < 0,002 ou

k > 10 iteragoes:

10xy + 2x9  + T3 = 7
z; — 15zy + r3 = 32 (5.25)
2.%1 + 3%2 + 101’3 = 6
(a) Equagoes de iteragao:
2 = J2*=1 4 D, onde:
0 —-2/10 —1/10 7/10
J = 1/15 0 1/15 D= -32/15
-2/10 -3/10 0 6/10
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(k—1) (k—1)

w(k) _ 7 — 2xq — x5
1 10

S 39 _ xgkq) _ xgkq)
2 —15

L _ 6228 30t
3 10

(b) Determinagao da solucao do sistema:

k mgk) xék) xgk) Erro = max \xz(-k) - xgkfl)\
1<i<3

0 0 0 0 -

10,7000 | -2,1333 | 0,6000 2,1333

2 | 1,0667 | -2,0467 | 1,1000 0,5000

3 10,9993 | -1,9889 | 1,0007 0,0993

4 10,9977 | -2,0000 | 0,9968 0,0111

5 | 1,0003 | -2,0004 | 1,0005 0,0037

6 | 1,0000 | -1,9999 | 1,0000 0,0004

23

Portanto, T = [ 1,0000 —1,9999 1,0000 ]t é a solucao do sistema (5.25) com pre-

cisao € < 0,001.

5.8.2 Convergéncia do Método de Jacobi

Seja o sistema Az = b posto na forma z = Jx + D, onde J = (fij)nxn €

0 se 1=17
fij_{

—aij/ajj se 7/75]

Se T é a solugao de Ax = b entao podemos escrever:

z=Jz+D

Por outro lado, as equagdes de iteragao no Método de Jacobi sao:

e® = Jz*D 1D VE=1,2,--

Fazendo (5.27) - (5.26), obtemos:

x(k)—f:J(x(k_l)—i‘) Vk=1,2,---

Seja E®) = () — 7 o erro cometido na k-ésima iteracio. Logo:

E® = JE®D  yp =12, ...

Ou, em termos de componentes:

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)
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egk) = Oegkil) + leegkil) + o flneglkil)

(k) (k—1) (k—1) (k—1)

e = e + Oe + - n€

: e g e (5.30)
e = funel V4 faelTV 0T

Aplicando propriedades de modulo sobre as equagdes do sistema (5.30), obtemos:

k k— e _
ST 1B < [ Sl + [0 Sl 4 [ S Uil (5:3)
i=1 i=1 i=1 i=1
i#1 i#2 i#n

Teorema: (Critério das colunas) E condicio suficiente para que o Método de Jacobi
convirja que:

n
lajil > lagl  Vi=1,2,-,n (5.32)
i=1
1#]
O critério das colunas estabelece que se os elementos diagonais forem dominantes nas
colunas, entao o Método de Jacobi converge, independentemente da solugao inicial.

Provaremos, agora, esse fato.
Prova:

Hipotese: Os elementos diagonais sao dominantes nas colunas
k . , _
Tese: eg ) 0, isto é, z) — z

A partir da hipotese, isto €, do fato de que:

n
\ajj|> E |l17;j| Vj:1,2,"'7ﬂ
i=1
1#]
podemos escrever:

n

D

i=1
i#]

Yile1  Wji=1,2,---,n

ajj

n
Z|fl]‘<1 Vi=1,2,---,n
i=1
1#]
Seja Y |fijl <L <1 Vj=1,2,---,n. Levando esse resultado na expressao (5.31),
i=1

i)
obtemos:

Zn: ]&\ < LG: )eg’“*”) Vk=1,2,--
] =1

i=1

Fazendo k =1,2,3,--- podemos escrever:
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i\eil)\ < Lfi\ei‘”\

i=1 =1

Z!”! < Lileﬁ”l <12y
1 i=1 i=1

)

>

i=1

n
egk)) <Lk Z ego)‘
i=1

Tendo em vista que 0 < L < 1, entao fazendo k — oo, obteremos:

n
lim e(»k)’
IH)OZ W0
1
Do resultado anterior extraimos que ‘egk)‘ - 0= egk) —0 Vi=1,2,---,n. Assim,
como egk) = xgk) — &; Vi, obteremos: xz(-k) — &; = ) — z, conforme queriamos
demonstrar.

5.8.3 Algoritmo do Método de Jacobi

A Figura 7, a seguir, apresenta o pseudocodigo do Método de Jacobi. Tol é a tolerancia
admitida, ITERMAX é o nimero maximo de iteragoes permitida e x é o vetor solugao, o
qual comega com uma aproximagao inicial.
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procedimento Jacobi(n, A, b, ITERMAX, Tol, z);

1 PARE « FALSE;

2 k< 0;

3 erro «— oo;

4 enquanto (k < ITERMAX e erro > Tol) faﬁ
5 erro < 0;

6 para i de 1 até n faga

7 rant; «— x;;

8 fim-para;

9 para i de 1 até n faga

10 © soma — 0;

11 para j de 1 até n faga

12 se (j # 1) entdo soma «— soma + a;j - rant;;
13 fim-para;

14 x; < (b — soma) /a;y;

15 se (Jx; — xant;| > erro) entao

16 erro «— |x; — xant,|;

17 fim-se;

18 fim-para;

19 k—k+1;

20 fim-enquanto;

21 se (erro < Tol) entao

22 Retorne z;  { Retorne o vetor solugéo }

23 senao

24 Imprima: Nao houve convergéncia em ITERMAX iteragoes
fim Jacobi

Figura 7: Algoritmo do Método Iterativo de Jacobi

5.8.4 Meétodo de Gauss-Seidel

Este método difere do anterior apenas com relacao as equacgoes de iteracdo, as quais sdo:

MON b — (01908 + gz 4+ 4 agna® D)
1 a1
MO by — (azlx(lk) +a23mgk71) T a%x%kq))
5 =
a22

(k) _ b3 — (a31mgk) +a32mgk) T +a3nm£ﬁ_l))

L3

a33

ot a4 0 4+ an1ol)

n
Ann

Sinteticamente:
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i—1 n
k k—1
b= el = 5 el
ORI j=it Vi=1,2,---,n (5.33)

3
a’Zl

Na forma matricial, o Método de Gauss-Seidel pode ser posto na formas:

2® = La® 1 Uz*-D 4 D (5.34)
sendo:
0 0 0 -+ 0
—a21/a22 0 0 R 0
L= | —asi/azs —aza/ass 0 - 0
*anl/ann *an2/ann *anB/ann e 0
[0 —ai2/ann —aizfain -+ —aip/an
0 0 —agg/as -+ —aG2p/a2
U=10 0 0 -+ —azi/ass
0 0 0 s 0
bi/ai
b2/a22
D = .
L bn/ann

A equacio (5.34) pode ser escrita na forma z*) = Gz(*~1) + D. De fato, a partir de
(5.34), podemos escrever:
z®) — Lz®) = yzk-D 4 D

(I—L)z®™ =yz*-1 4 D

e® = (-0 ' Uk 4T -L)"'D
T H—/
D

ca®) =Gz 4 D,

A matriz G, dada pela equacdo (5.35), é a chamada “matriz de iteragdo de Gauss-
Seidel”.

G=(I-L)"'U (5.35)

Exemplo:
Resolver o sistema abaixo (que é o mesmo sistema 5.25 usado para exemplificar o Mé-
todo de Jacobi) pelo Método de Gauss-Seidel usando como aproximagio inicial 20 =

[0 0 0 ]t e como critério de parada max. 2F) — 27D < 0,001 ou k > 10 iteragoes:

10z, + 200 + r3 = 7
r1 — ].5(E2 + I3 = 32
2c7 + 3x9 + 103 = 6
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(a) Equagoes de iteragao:

z®) = L") 4+ Uz*=1 4 D onde:

0 0 0 0 —-2/10 —1/10 7/10
L= 1/15 0 o|,Uu=[0 0 1/15 | e D= | —32/15
—2/10 —3/10 0 0 0 0 6/10

I S

= 10

l’(k) _ 32 — "Egk) — xék_l)
2 —15

x(k) _ 6 — ngk) — 3mék)
3 10

(b) Determinagao da solucao do sistema:

k xgk) xgk) xgk) Erro = max \:cz(-k) - acgk_l)\
1<i<3

0 0 0 0 -

1| 0,7000 | -2,0867 | 1,0860 2,0867

2| 1,0087 | -1,9937 | 0,9964 0,3087

3 10,9991 | -2,0003 | 1,0003 0,0096

4 | 1,0000 | -2,0000 | 1,0000 0,0009

Portanto, T = [ 1,0000 —2,0000 1,0000 ]t é a solugdo do sistema (5.25) com pre-
cisao € < 0,001.

5.8.5 Algoritmo do Método de Gauss-Seidel

A Figura 8, a seguir, apresenta o pseudocodigo do Método de Gauss-Seidel. Tol é a
tolerancia admitida, ITERMAX é o nimero méximo de iteragdes permitida e z é o vetor
solugao, o qual comega com uma aproximagao inicial.

5.8.6 Convergéncia dos Métodos Iterativos

Para os métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel sao validos os seguintes critérios de
convergéncia:

CRITERIO DAS COLUNAS: E condicdo suficiente para que um sistema linear con-
virja usando um método iterativo que:

n
lajj| > laijl  Vi=1,2,--,n
=
2 i=1laijl

Além do mais, quanto mais proximo de zero estiver a relagao max %, mais
1_]_77« 33

rapida serd a convergéncia.
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procedimento Gauss-Seidel(n, A, b, ITERMAX, Tol, x);

0~ O Ui Wi

21
22

PARE «— FALSFE;

k «— 0;

erro «— 0o;

enquanto (k < ITERMAX e erro > Tol) faﬁ

erro < 0;
para i de 1 até n faga
- zant — T
soma < 0;
para j de 1 até n faca
se (j # 1) entdo soma — soma + a;j - T5;
fim-para;
x; < (b — soma)/a;;;
se (|z; — zant| > erro) entdo
erro — |x; — xant|;
fim-se;
fim-para;
k—Fk+1;

fim-enquanto;
se (erro < Tol) entao

Retorne z;  { Retorne o vetor solugao }

senao

Imprima: Nao houve convergéncia em ITERMAX itera¢oes

fim Gauss-Seidel

Figura 8: Algoritmo do Método Iterativo de Gauss-Seidel

CRITERIO DAS LINHAS: E condicdo suficiente para que um sistema linear convirja

usando um método iterativo que:

n
|aii|>2|aij| Vi:1,2,~~~,n
j=1

i
2 —1lail
Além do mais, quanto mais préoximo de zero estiver a relagao max iji_z_l, mais
<i<n ”
rapida serd a convergéncia.
CRITERIO DE SASSENFELD: Seja
i—1 n
;(\azﬂ *05)+ > ) |ai;|
g == = (5.36)

|asi
E condigao suficiente para que um método iterativo convirja, que:

= max G; <1
B 19,9@

Além disso, quanto menor for § mais rapida serd a convergéncia.
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CRITERIO DO RAIO ESPECTRAL: E condicdo necessaria e suficiente para que
um método iterativo convirja que p(F') < 1, isto é, que o raio espectral (maior
autovalor, em modulo) da matriz de iteragdo do método seja menor que a unidade.
Além disso, quanto mais proximo de zero for p(F') mais rapida sera a convergéncia.

Exemplo 1:
Verificar se ha garantia de convergéncia do sistema a seguir usando um método iterativo.

3x1 + r3 = 3
r1 — X2 = 1 (537)
201 + x2 + 3xz3 = 9

(a) Critério das colunas:

lan| =13 =3 ¥ lazn| +]as| =1 +[2] =3

laze| = [ =1/ =1 # |awz| +[as2| = [1] +|0] =2

lags| =3[ =3 > axs| +[azs| = 2]+ [1] =3

Como o critério das colunas nao é verificado para as colunas 1 e 2 (bastava que nao fosse
satisfeito para uma tunica coluna), concluimos que esse critério ndo garante convergéncia

se usarmos um método iterativo.

(b) Critério das linhas:

lan| =1[3[=3 > Jawa| +|aws| =[0[+ 1] =1
laga| = [ =1 =1 % |ag1|+ [azs| = [1] +]0] =1
lass] = [3| =3 # laz1| + lazz2| = 2| + (1] =3

Como o critério das linhas nao é verificado para as linhas 2 e 3, concluimos que nao ha
garantia de convergéncia, por esse critério, se usarmos um método iterativo.

(c) Critério de Sassenfeld:

aiz|+|a o|+|1
ﬁ1=|12| \13\:\|‘3|\|:1/3

lai1

__ Jasi|xBi+]azs| _ [1xF+[0] _
P2 = lazz] -1 =1/3
By = lasi|xBit]asa|xB2 _ [21xF+[1Ix5 _ 1/3
3 = ‘aga‘ - ‘3| o
_ _ 1 1 17 1
f = max f; =max{3, 3,3} =3

1<i<3

Como = 1/3 < 1 resulta que o critério de Sassenfeld foi satisfeito. Portanto, pode-se
aplicar um método iterativo ao sistema (5.37), uma vez que ha garantia de convergéncia
do mesmo.

Exemplo 2:
Verificar se ha garantia de convergéncia do sistema a seguir usando um método itera-
tivo.
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0,521 + 0,622 + 0,3z3 = 0,2
xr1 + xro + xr3 = 0 (538)
0,4x7 — 0,420 + lzg = -0,6

Solugao:

Claramente os critérios da linha e da coluna nao se aplicam. Apliquemos, entao, o
critério do raio espectral. As matrizes de iteracao dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel,
dadas respectivamente por (5.23) e (5.35), sao:

0 -1,2 —0,6
J=L+U = -1 0 -1 — p(J) =1,1200
-0,4 0,4 0
0 —1,2 —0,6
S=(1I-0L)"'U = 0 1,2 -0,4 = p(S) =0,6928
0 0,96 0,08

Como p(J) > 1 e p(S) < 1 entdo somente pelo Método de Gauss-Seidel havera conver-
géncia.

5.9 Calculo de Determinantes

Um subproduto da resolugao de sistemas lineares por meio de métodos diretos é o célculo
de determinantes. Mostremos como calcular o determinante de uma matriz pelo Método
da Decomposi¢ao LU.

Como vimos, a matriz A pode ser decomposta como produto de dois fatores L e U,
onde L é uma matriz triangular inferior com elementos diagonais unitarios e U uma matriz
triangular superior, isto é: A = LU. Assim, podemos escrever:

det(A) = det(L.U) = (det(L)) x (det(U))

(1) (11

n
= H u;; = produto dos pivds
i=1

No caso de haver pivoteamento:

det(A) = (—1)*det(L.U) = (=1)* x produto dos pivos

sendo k o nimero de trocas de linhas que ocorreram durante o processo de decomposicao.

Exemplo:
Na decomposi¢ao LU da matriz

A:

Ny
o
)
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com decomposi¢ao parcial, obtemos os seguintes fatores L e U:

1 00 4 0 -3
L= 3/4 1 0|e U=|0 -4 13/4
1/4 —1/2 1 0 0 35/8

com 2 trocas de linhas. Logo:

det(A) = (1) det(L.U) = (=1)% x 4 x (—4) x 35/8 = =70

5.10 Sistemas Lineares Complexos

Um sistema linear Az = b é dito complexo se seus elementos sao nimeros complexos, isto
é, se:

A = M+ Ni
T = s+t
b = c+di
sendo M e N matrizes n x n, s,t,c¢,d vetores n x 1 e 42 = —1.

Exemplo: Dado o sistema linear complexo:

(5.39)

243z + (4—20)z2 = 3+5i
7i!E1 - 4$2 9+ 3

temos:

A | 2+3i 4-2 Lo | st po | 30
- 71 —4 ’ - 52+t2i ’ - 9+3Z

2 4 3 -2 3 5
we[3 4] o[22 e [2] [
Para descomplexificar esse sistema procedemos como segue:
Ar=b
(M + Ni)(s+ti) = (c+ di)
Ms + Nsi+ Mti+ Nti? = c+ di
Ms+ Nsi+ Mti — Nt =c+di
Ms— Nt+ (Ns+ Mt)i=c+di
Como duas entidades complexas sao iguais se forem iguais as suas partes real e imagi-
naria, entao:

Ms — Nt = c
Ns + Mt = d

As equacoes anteriores formam um sistema linear de coeficientes reais, cujas incognitas
sao os vetores s e t, que pode ser resolvido por qualquer um dos métodos apresentados
anteriormente. Esse sistema pode ser colocado na seguinte forma matricial:

v o)=L

Exemplo: Resolver o sistema (5.39) por qualquer método numérico.
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5.11 Calculo da Inversa de uma Matriz

33

Seja A, xn & matriz que se deseja inverter. Se A, «, possui a inversa X, x, entdo AX = 1.

Sejam X, Xo, -

-, X,, as colunas de X. Para se achar a matriz inversa faz-se necessario

resolver n sistemas lineares cuja matriz dos coeficientes é a mesma, isto é, devem ser
resolvidos os sistemas:

X, =
AXy = (
AX, = (

1 00 -~ 0 )t
010 0 )t
000 - 1)

O método mais indicado para calcular a inversa de uma matriz é o Método da Decom-
posicao LU, uma vez que tem-se que resolver varios sistemas lineares com uma mesma
matriz dos coeficientes.

Exercicio:

Aplicar o método anterior para encontrar a inversa da matriz:

3 5 3
A= 7 =3 1
2 4 -5

5.12 Comparacao entre Métodos

A Tabela 9 compara os métodos iterativos e diretos com relagao a varios aspectos.

Tabela 9: Comparagao entre os métodos numéricos

’ Item \ Meétodo Direto Método Iterativo

Convergéncia A solugao é sempre obtida Ha garantia de obter solu¢ao
somente sob certas condi¢oes

Numero de E possivel determinar a priori Nao é possivel determinar a

operagoes o niamero de operacoes necessarias | principio a complexidade

Esparsidade Destroéi a esparsidade da matriz Preserva a esparsidade da

durante a fase de eliminagao matriz
Erros de Os erros aparecem durante a Apenas a solucao corrente é
arredondamento | aplicacao das transformacoes sujeita a erro. Nao hé

elementares sobre as equagoes

do sistema. Esse erro se propaga
porque as transformacoes de cada
fase sao realizadas a partir de
equagoes transformadas da fase
anterior, as quais estao sujeitas

a erros. Essa propagacao de erros
pode ser minimizada usando-se
técnicas de pivoteamento.

propagacgao dos erros porque
sao usados os coeficientes
originais da matriz A e vetor
b no célculo das componentes
da solugao.

5.13 Mal Condicionamento de Sistemas Lineares

Resolva os sistemas lineares (a) e (b) a seguir e compare suas solugoes.
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1
0

r - y = 1 T - Y
(“){x — 1,0000ly = 0 °© (b){x —0,99999y

O que aconteceu e por qué? Esta é uma situagao em que o sistema é dito “mal condi-
cionado".

Dizemos que um sistema é bem condicionado (estavel) se pequenas mudancas nos coe-
ficientes e nos termos independentes acarretam pequenas mudancas na solucao do sistema.

No caso de sistemas mal condicionados, pequenas mudancas nos dados de entrada
provocam grandes variagoes na solucao final.

Um critério pratico para verificar se um sistema é mal condicionado consiste em avaliar
o determinante normalizado da matriz dos coeficientes, a saber:

det A

162 ...

onde o; = \/aZ, + a2, + - +a?,
Se o moédulo desse determinante estiver muito préximo de zero (| det(NormA)| < 1)
pode-se esperar o mal condicionamento do sistema.

Exercicio:
Verifique se o sistema (5.41) é mal condicionado.

Txw —+ 8rys + 9rs = 24
8r1 + 99 + 10xz3 = 27 (541)
921 + 10z + 8xz3 = 27

5.14 Aplicagoes
5.14.1 Eletricidade
Seja o diagrama de circuito dado pela Figura 9:

A 2Q
100V 1

1Q

B 50 30

W O

Figura 9: Diagrama de circuito de uma rede elétrica

3

Pela Lei de Ohm, a corrente que flui do né p para o n6é ¢ de uma rede elétrica é
. V,—V, N
calculada com base na férmula I;,;, = ~—*, com I em ampéres e R em Ohms, sendo V),
ra
e V, as voltagens nos nos p e g, respectivamente, e R, a resisténcia no arco pq.
Pela Lei de Kirchoff, a soma das correntes que chegam a cada né é nula; assim, as
equagoes que relacionam as voltagens podem ser obtidas.

Para o diagrama de circuito considerado, pede-se:
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(a) Obter as equagdes dos nos 1, 2 e 3;

(b) Aplique o critério de Sassenfeld ao sistema resultante para mostrar que o mesmo
converge usando um método iterativo;

(¢) Resolver o sistema formado por um método iterativo, com € < 0.5, a fim de se obter
as voltagens em cada n6 do circuito.

Resposta: A solugao do sistema que contém as voltagens do circuito com erro € < 0,5 &,
pelo Método de Gauss-Seidel:

. 74,99
V=1 70095
59,17

Observacio: A solugao exata ¢ V = [76 72 60]":

5.14.2 Estequiometria de reagao quimica

Equilibrar a reagao quimica:

KMnO4 + HSO4 + NaNOy; — K5SO4 + MnSO4 + NaNO3 + H,O

Sugestao: Atribua coeficientes x; as substancias que aparecem na equagao. Como pela Lei
de Lavoisier, em uma reagao quimica a soma das massas dos reagentes é igual & soma das
massas dos produtos resultantes, entao iguale a quantidade de cada elemento quimico que
aparece no lado esquerdo da equagao & quantidade desse mesmo elemento que aparece no
lado direito da equagao. Esse procedimento, feito para cada elemento quimico, resultara
em um sistema de equagoes lineares, onde as incognitas sdo os coeficientes estequiométri-
cos x; da reagao quimica. No caso de haver mais incognitas do que equagoes, o sistema
é indeterminado, isto é, ha4 uma infinidade de solucbes para ele. Para gerar uma dessas
solugdes, basta atribuir um valor qualquer a uma das incognitas. Caso aparegam valores
negativos para alguma incdgnita, tente outra atribuicao, ja que no caso real os coeficientes
estequiométricos sdo nimeros inteiros positivos. Se a soluc¢do do sistema for fracionaria,
multiplique-a pelo determinante do sistema. Isto fard com que todos os coeficientes sejam
inteiros.

Resposta: Uma das possiveis solugoes é:

2KMnOy4 + 3H>SO4 + 5NaNOy; — KoSO4 + 2MnSO4 + 5NaNO3 + 3H,O
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