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Este capitulo tem por objetivo apresentar métodos para resolver numericamente uma
integral.

1 Introducao

Sabemos, pelo Teorema Fundamental do Calculo Diferencial e Integral, que:

b
[ @) =r0) - F@ (L1)

onde F(z) é uma primitiva de f(z), isto é, F'(x) = f(z).

Exemplo: Para calcular I = flg In(z)dz, primeiramente determinamos a primitiva de
f(x) =In(z). Isto pode ser feito utilizando-se a técnica de integracdo por partes, ou seja,
aplicando-se a férmula [ udv = wv — [ vdu.

No caso considerado, tem-se:

uw=In(r) = du=1

T

dv=dr = dv=[de —v=uz

1
Logo, [In(z) dz = xzIn(z)— [z.—dz = zIn(z) — [ dx = zin(z) — .
—_— N x

M dv wv ~—
vdu
Desta forma, I = f13 In(x)dz = zln(z) — z[3=31n(3) — 11In(1) = 1, 2958
S—— =
F(3) F(1)

Na determinagao numérica de uma integral, varias situagoes podem ocorrer:
(i) A determinacao da primitiva F' pode ser “dificil”;

(ii) A fungao f a integrar pode néo possuir uma primitiva F. Por exemplo, o cdlculo da
integral f: e~ dz ndo é possivel pela aplicagao do Teorema Fundamental do Célculo,
uma vez que nao existe funcdo F(z) cuja derivada seja f(z) = e*xQ;

(iii) A funcdo f pode ser conhecida apenas pelos seus pontos (z;, f(z;)) e ndo pela sua
expressao analitica.

Em situagoes como as apresentadas anteriormente se justifica a aplicacao de métodos
numeéricos.
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2 Foérmulas de Newton-Cotes

A idéia dessa familia de procedimentos é dividir o intervalo [a,b] em n subintervalos de
mesmo espagamento h = (b—a)/n e substituir f pelo polindmio interpolador de Gregory-
Newton de grau n. Assim,

= / " fa)de ~ / P (2)d (2.2)

A%yo z(z=1)..(2=(n=1)) A"y

sendo P,(z) = yo + 2Ayo + 2(z — 1) 552 + -+ - +

— T—Zo
ez= "7

n!
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fxg) |-
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Figura 1: Polinémio interpolador P, (z) de uma funcao f
Para calcular o erro cometido na integragao (E;) basta integrar o erro da interpolagao

(Er).
De fato, como Er(z) = f(z) — P,(x) entdo f(z) = P,(x) + Er(x) e, desta forma:

f: f(z)dz = f; P, (z)dx + fab Er(z)dx

Logo, o erro cometido na integracao vale:

b
E,;:/ Ep(z)dx (2.3)

f(n+1) 3
!

onde Er(z) = h" ™ z2(2 — 1)(z — 2)...(z — ”)Tl)() para algum ¢ € [a, b].

2.1 Regra dos Trapézios
2.1.1 Foérmula simples

A idéia desse procedimento é substituir a fungao f a integrar pelo polinémio interpolador
de Gregory-Newton de grau n = 1, ou seja, por P;(z) = yo + 2Aye. Tem-se, portanto:

I= f; f(z)dz ~ ff Py(z)dx = ff(yo + 2zAyg)dx
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Tendo em vista a relagao entre as variaveis z e © e que a = xg e b = x1, entao a
expressao anterior admite a seguinte simplificagao:

Como z = 5% entao dz = %dm, isto é, dz = hdz.

Parax =20 = 2=0

Parax:xlﬁz:imlgxoz%:l

I = f: flx)dx =~ f;l(yo + zAyo)dr = fol(yo + zAyg)hdz = hly,z + %Ayo]é =

hlyo + 2 Ayo] = hlyo + (1 — vo)] = & [yo + 1]
Portanto, ao se substituir f por Pj(z) obtemos para a integral a seguinte aproximacao:

b
1= [ #@)z =5 i+ ) (24)

Geometricamente, a férmula anterior indica a area da figura compreendida entre as
retas * = a, * = b, o eixo Oz e o polinémio interpolador P;(x), isto é, a drea de um
trapézio. Como sabemos, a area de um trapézio vale a metade do produto da altura h
pela soma da base menor (no nosso caso, o) com a base maior (no nosso caso, yi).

2.1.2 Erro da férmula simples

Fazendo n = 1 na férmula do erro dada por 2.3, temos:
B = [P Er(@)de = [ h22(: = )5 OQde = [ h22(z — ) L& hdz = p3 L8 122 -

» 3 2 ) h3 »
Z)dZ:thég)[%f%hl):h3f2(£)[%*%]:* JiQ(&)
Logo, o erro cometido ao se substituir f por um polinémio interpolador de grau 1 é

dado pela seguinte férmula:
h3 £ (€)
E,=—— 2.5
i B (2.5)
para algum ¢ € [a, b]
A férmula 2.5 tem aplicabilidade pratica restrita, uma vez que a determinacio de &
nao é uma tarefa trivial. Em virtude disso, na prética é comum obter-se um limitante
para o erro da integracao, isto é:

th”f h3M
B =) - S L

(2.6)
sendo My = arél;m%(b |f7 ().

2.1.3 Foé6rmula composta

A idéia desse procedimento é dividir o intervalo [a,b] em n subintervalos de mesmo es-
pacamento h = b’Ta e aplicar a cada subintervalo [z;,x;11] Vi =0,1,--- ,n— 1 a férmula
simples da Regra dos Trapézios.

b
I= [ fx)de~ %lyo+ 1] + &lyr + v2] + - + &lyn—1 + )

A férmula composta da Regra dos Trapézios é, portanto:

b
h
I= / f(z)dx ~ §[yo +2y1 + 22 + -+ 2Yn—1 + Yn] (2.7)
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2.1.4 Erro da férmula composta

O erro Ep;qp da férmula composta da Regra dos Trapézios é a soma dos erros £; cometidos
em cada um dos subintervalos [x;, z;11], isto é

3 pne
onde E; = —% V¢ € [zi—1,2),comi=1,--- ,n—1n.
Um limitante do erro pode, entao, ser determinado:

|Eqpapl < 1Eal + [Baf + -+ |E|

sendo |F;| < |h?’1#

e M; = max |f7(x)].

T€[Ti—1,T4]

E| < h3M;
1| =

: _ h3 Mo
Seja My = ma 5t <1552

X
a<z<b

|f”(x)|. Entao

. 3 p—
Assim, ‘ETrap‘ < nlM,. Como h =22, vem:

(b—a)® M
|ETrap‘ Snes g
Finalmente, tem-se a férmula para o erro maximo cometido pela aplicacao da férmula
composta da Regra dos Trapézios:

(b — a)3M2

do My = ” .
sendo My = max |f” ()

Exemplo:
Calcule f13 In(z)dx:

(a) Pela férmula composta da Regra dos Trapézios com n = 10;
(b) Avalie o erro méximo cometido no item anterior;

(¢) Determine o niimero minimo de subintervalos necessdrios para que se obtenha o valor
da integral com erro inferior a 0,001.

Solugao:
(a) Célculo da Integral

_ b—a _ 3—-1 _
h = n 10 _0’2

7 ZT; Y = 1I1(I’l) C;
0 | 1,0 | 0,0000 1
T |12 0,1823 2
2 | 14| 03365 2
3116 0,4700 2
4 [ 1,8] 05878 2
5 |20 0,6931 2
6 |22 0,785 | 2
7|24 0,8755 2
8 126 09555 | 2
9 128 1,0296 2
10 [ 3,0 1,0986 1
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n 10
I=1 Eocy =0,1 ;)cy =0,1x 12,9362 = 1,2936
(b) Avaliacao do erro

< (b—a)’ M, — ”
Sabemos que |E| < 55> onde M» ;g}%(bﬁ (2)]

fl@)=n(z) = f'(z) = ; = [(z) = — 3.

7 R _ L — =
My = x| (@) = max |~ | =1 paraw = 1.
L |B| < {221 = 10,0067

(c) Determinagao do nimero de subintervalos
|E| < boa My
(b—a)*My < 12n2%e
. 12n% > (b— a®) My

(b a) M2
n? > 12

Sendo o segundo membro desta ultima desigualdade nao-negativo, entao:

[(b—a)’ Mo
nz 12¢

Tendo em vista que a =1, b=3, ¢ =0,001 e My =1, tem-se:

(231 _
"2\ T3%0.001 — 25,82

Logo, o nimero minimo de subintervalos necessarios para que se obtenha o valor de
3 ,
J; In(x)dz com erro € < 0,001 é n = 26.

2.2 1° Regra de Simpson
2.2.1 Férmula Simples

A idéia desse procedimento é substituir a fungao f a integrar pelo polinémio interpolador
A Yo

de Gregory-Newton de grau n = 2, isto é, por Pa(z) = yo + 2Ayo + 2(z — 1) =5
I:fff( dﬂ:~f Py(x dx*f(0+ZAyo+Z(zfl)Ay°)dx

Tendo em vista a relagao entre as variaveis z e x e que a = xg e b = x1, entao a
expressao anterior admite a seguinte simplificacao:

Como z = 57 entao dz = %dw, isto é, dr = hdz.

Paraz =29 = 2=0

Parax:x2:>z:7m2;%:%:2

I = f;f Vdx ~ fm (yo + 2zAyg)dx = f02 (yo + 2Ayo + (22 — Z)Agyo)hdz = hlyoz +
Ay + (5 — 5)22]3 = hf2y + 2890 + (8 — 2)85m] = R[2y, + 20y, + LA50) =

h2yo +2(y1 — yo) + 3(y2 — 2y1 + yo)] = & [yo + 4y1 + y2]
Portanto, ao se substituir f por Py(z) obtemos para a integral a seguinte expressao:

/ Flw)de % % fyo + 4y + ) (2.9)
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2.2.2 Erro da férmula simples

Pode ser mostrado que:

5 p(4)
Eys = *%0(5) (2.10)

para algum £ € [a, b].

2.2.3 Formula Composta

Para obter a férmula composta da 1% Regra de Simpson, deve-se dividir o intervalo

[a,b] em n subintervalos de espagamento h = b_T“ e aplicar a cada par de subinterval-

os [zi_1,x], [s,i41] Vi=1,2,--- ,n— 1, a férmula simples da 1% Regra de Simpson.
Desta forma, obtém-se:

b 1 1
I=[] f(x)de ~ Llyo + 4y + yo) + 2ly2 + dys + ya] + - + Elyn—2 + 4Wn—1 + u]
Portanto:

b
h
I= / fl@)de = lyo +4yr + 2y +dys + 2ya + -+ Loz T dyn-1 +yn] - (211)
sendo n um ndmero par.

2.2.4 Erro da férmula composta

O erro da férmula composta é a soma dos erros cometidos em cada um dos n/2 pares de
subintervalos, um para cada conjunto de 3 pontos, isto é:

Eyg = Byt Ext o+ Eupo

e F® (g,
sendo E; = —fT(&) para §; € [Ta(i—1), T2i].
Para determinarmos um limitante para o erro, seja My = max, |f@®(z)|. Entao:
a<z<

5 5
|Bi| < ks = |Ers| < 2|Ei| = |Ers| < a5 My

_ b= = b—a\® _ (b—a)®
Como h = =9 entdo | E1s| < & (22)° My = C% My

O limitante para o erro da férmula composta da 1* Regra de Simpson é, portanto:

(b — a)5M4

Bl <
15| = 50,

(2.12)

sendo My = @ (z)].
sendo My = max |f*(z)
Exemplo:

Calcular, pela Primeira Regra de Simpson, f13 In(x)dz com erro € < 0,001.
Solucao:

(a) Calculo de n

Por 2.12, |Eqg| < %. Impondo-se |Eqg| < ¢ tem-se:

(b—a)® My

Ront <€
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. (b=a)’My 4 a/(b—a)5 My
TR0 Sne==nz 1802

Calculemos M4 Sendo f(x) = In(x) =

) =1= )=k = ) = 3 =

f@W(2)= — 5. Assim, My = max |f*(z)| = max |- &|=6

z€lab]

Tendo em vistaquea =1, b=3, € =0,001 e M4 = 6, tem-se:

(3—1)°x6 __ ,/32x6 __
nz= \/180><0 501 — \/ 0180 = 2 7

Como o numero de subintervalos nessa regra deve ser par, resulta que o nimero
minimo de subintervalos necessarios para que o calculo da integral dada contenha erro

€< 0,001 én=6.

(b) Calculo da integral
h=>"t=a_3-1_1

6 ~— 3
| x|y =n(x;) | o
0] 1 0,0000 1
1]4/3 0,2877 4
2 15/3 0,5108 2
3] 2 0,6931 4
417/3 0,8473 2
518/3 0,9808 4
6| 3 1,0986 1
I:%Zciyi—SZczy,— 3 % 11,6612 = 1,2957
=0

Este valor obtido vem comprovar que,

de fato, o erro cometido é inferior & 0,001, uma

vez que pelo Célculo Diferencial e Integral o valor da integral fls In(z)dz = 1,2958.

2.3 2° Regra de Simpson
2.3.1 Foérmula Simples

A idéia desse procedimento é substituir a fungao f a integrar pelo polinémio interpolador

de Gregory-Newton de grau n = 3, isto é,

1)(z — 2) A

I_/f

2.3.2 Erro da férmula simples

para algum £ € [a, b].

por Ps(z) = yo + zAyo + 2(z — 1) A22y0 +z2(z —
[yo + 3y1 + 3y2 + ys] (2.13)
5 4(4)
3RS0 -_
80
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2.3.3 Foérmula Composta

Para obter a férmula composta da 2% Regra de Simpson, deve-se dividir o intervalo [a, b]
em n subintervalos de espacamento h = I’_T“ e aplicar a cada conjunto de 4 pontos, isto €,
a cada trés subintervalos [x;_1,z;], [, Tit1], [Tit1, Tive] Vi=1,2,--- ;n—2, a férmula
simples da 2* Regra de Simpson.

Desta forma, obtém-se:

b

I= [ fx)dz ~ 3[yo + 3ys + 3y2 + ys] + 22[ys + 3ys + 3ys + ye] + -+ + 2 [yn_s +

3Yn—2 + 3Yn—1 + yn]
b 3h
I'= [ f(z)de~ —[yo+3y:+3y2+2y3+3ya+3ys +2ys -+ +2yn—3+3Yn—2+3Yn—1+Yx]
a

(2.15)
sendo n um miultiplo de 3.

2.3.4 Erro da férmula composta

De forma similar ao aplicado na determinagao do erro da férmula composta da 1¢ Regra
de Simpson, obtém-se:

(b—a)>M,

|Eogl < (2.16)

do M, = @ ().
sendo My = max |/ ()

Exemplo:
Determinar o niimero minimo de subintervalos necessarios para calcular, pela Segunda
Regra de Simpson, o valor da integral ff’ In(z)dz com erro £ < 0,001.

Solugao:

Por 2.16, |E9g| < %. Impondo-se [Eyg| < ¢ tem-se:

b—a)® M.
: 80)n4 t<e
. (b—a)®My 4 4/ (b—a)5 My
Lo Sne=n 2\ i
Do exercicio anterior sabemos que My = m[ax] |f @ ()| = m[ax] | — 5| = 6. Assim,
z€la,b z€([1,3

tendo em vista que a =1, b=3, € =0,001 e My = 6, tem-se:

4/(8=1)5%x6 _ ,/32x6 _
n = \/ 80x0,00 — /0,080 — 7
Como o numero de subintervalos nessa regra deve ser miltiplo de 3, resulta que o

nimero minimo de subintervalos necessarios para que o célculo da integral dada contenha
erro € < 0,001 é n =29.

2.4 Observacgoes finais

Analisando-se as expressoes dos erros das férmulas compostas da Regra dos Trapézios,
Primeira e Segunda Regras de Simpson, dadas pelas férmulas 2.8, 2.12 e 2.16, respectiva-
mente, é possivel estabelecer a seguinte prioridade de uso:
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(i) 1* Regra de Simpson, a qual exige que n seja par;
(ii) 2% Regra de Simpson, a qual exige que n seja miltiplo de 3;

(iii) Regra dos Trapézios, na qual n pode ser qualquer;



