Notas de Aula de Cdlculo Numérico.
© Departamento de Computacio/ICEB/UFOP, 2012.

Equacoes Algébricas e Transcendentes

Marcone Jamilson Freitas Souza, Departamento de Computagao, Instituto de Ciéncias
Exatas e Biologicas, Universidade Federal de Ouro Preto, 35400-000 Ouro Preto, MG,
Brasil. E-mail: marcone@iceb.ufop.br

1 Introducao

O objetivo deste capitulo é o de apresentar métodos numéricos para resolver uma equagao
f(z)=0.

Resolver uma equagao f(x) = 0 significa encontrar ntimeros &;, denominados raizes,
tais que f(&) = 0. Geometricamente, conforme mostra a Figura 1, as rafzes representam
os pontos de intersegao do grafico de f com o eixo Ozx.

y

Figura 1: Raizes de uma equacgao

2 Fases na determinacao de raizes

A determinacgao de raizes envolve as seguintes fases:

2.1 Fasel - Isolamento

Nesta fase o objetivo é o de determinar um intervalo [a, b], 0 menor possivel, que contenha
uma dnica raiz.

Para cumprir este objetivo os métodos que apresentaremos a seguir apoiam-se em dois
resultados do Calculo Diferencial e Integral.

Teorema de Cauchy-Bolzano Seja f uma fungdo continua em um intervalo [a,b]. Se
f(a) x f(b) < 0 entdo existe pelo menos um ponto & € [a,b] : f(§) = 0.
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Resultado 2 Se f’ preservar o sinal em [a, b] e o Teorema de Cauchy-Bolzano for verifi-
cado neste intervalo entao a raiz £ é dnica.

Assim, para isolarmos as raizes de uma equacao f(z) = 0 comumente utilizamos um
dos seguintes procedimentos:

Procedimento I:

Esbogar o grafico de f, determinando intervalos [z;, z;+1] que contenham uma tnica raiz.
Este objetivo pode ser cumprido gerando-se uma tabela de pontos (z;, f(z;)), onde os

pontos inicial e final, bem como o valor do passo considerado (z;+1 — ;), dependerdo do

problema considerado e da experiéncia do usuério.

Exemplo: Isolar as raizes de f(z) = 2z — cosz = 0.

Inicialmente, geremos uma tabela de pontos x;, f(z;).

v | f(x)
-2 | -3.58
-1 | -2.54
0 -1
1 1.46
2 4.42

Como f(0) x f(1) < 0= £ €[0,1]. Sendo f'(x) =2z +sen x > 0 Vz = £ & unica.

Procedimento II:
Decompor a funcao f, se possivel, na forma f = g — h, onde os graficos de g e h sejam
conhecidos e mais simples. Neste caso, os pontos de intersecao dos gréaficos de g e h
representam as raizes de f(z) = 0.

Com efeito, sejam z; os pontos de interse¢ao dos graficos de g e h. Logo:

9(x;) = h(z:) = g(i) — h(z:) =0 (2.1)
Como f(z) = (9 — h)(z) = g(z) — h(x) Vz entdo:

g9(x;) = h(z;) = f(x:) (2.2)
Sendo g(x;) — h(z;) = 0 (equacdo 2.1), resulta pela equagao 2.2 que f(x;) = 0, isto &,
os valores x; sdo as raizes de f(x) = 0.

Exemplo: Isolar as raizes de f(z) = 2z — cosz.
Inicialmente, fagamos a decomposi¢ao da funcao f dada:

f@)=0<= 2z —cos(z) =0 <= 2z =cosz

N~
g(z) h(z)

Esbocemos, a seguir, os graficos das fungodes g(z) = 2z e h(z) = cosz.

A partir da visualizacdo grafica e tendo em vista que f(0) x f(7/2) = —7 < 0, con-

cluimos que existe uma raiz £ € [0, 7/2].
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Exercicios
Isole as raizes das seguintes equagoes:

(a) f(z) =23 =92+3=0

2.2 Fase Il - Refinamento

Uma vez isolada uma raiz em um intervalo [a,b], procura-se, nesta fase, considerar uma
aproximagao para a raiz e “melhoré-la” sucessivamente até se obter uma aproximagao com
a precisao requerida.

3 Critérios de parada

Dizemos que zj é uma “boa” aproximagao para a raiz £ de uma equagdo f(x) = 0 se os
critérios abaixo forem satisfeitos:

(i) [f(ze)l <e
(ii) [zp — ¢l <e

onde ¢ ¢ a precisao (tolerancia) admitida.
Observamos que estes dois critérios nao sao equivalentes. De fato:

y y

f(x)

fx,)

Figura 2: Caso (a) Figura 3: Caso (b)

No caso (a) temos |f(zk)| < € mas com |z —§| > €. No caso (b), ao contrario, temos
|z — &| < & mas com |f(zx)| > e.

Desta forma, faz-se necessario impor os dois critérios. Por outro lado, como um deter-
minado método pode nao convergir em uma dada aplicacdo, é comum impor-se, também,
um ndamero maximo de iteragoes.
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A questéo que surge é: Como avaliar o critério de parada (ii) se ndo se conhece &7

Para resolver esta questdo a idéia é reduzir o intervalo [a,b] que contém a raiz £ até
que sua amplitude seja inferior a precisdo requerida, isto é, até que b — a < e.

Assim, sendo b—a < ¢ =V, € [a,b] tem-se |z —&| < b—a < e. Logo, |z, — §] < €
e qualquer zj € [a,b] é uma boa aproximagao para a raiz £.

4 Meétodo da Bissecao

4.1 Introdugao

A idéia do Método da Bissegéo é reduzir o intervalo [a, b] que contém a raiz ¢ dividindo-o
ao meio a cada iteragao.

4.2 Algoritmo

Apresentamos pela Figura 4 o pseudo-codigo do procedimento Bissegao.

procedimento Bissecao(a,b, €, ITERMAX,z);

1 k<0

2 x+— (a+b)/2;

3 enquanto (b—a>¢e ou f(x)>¢e) e k<ITERMAX) faca

4 se (fla) x fla) < 0)

5 entao b «— x

6 Senao a «— x;

7 x—(a+b)/2;

8 k—Fk+1;

9 fim-enquanto;

10 se (k < ITERMAX)

11 entao Retorne x como aproximacgao para a raiz;

12 senao Imprima: Nao foi obtida uma aproximacao com a precisao
13 requerida em k iteracoes;

fim Bissecao;

Figura 4: Algoritmo do Método da Bissegao

4.3 Estimativa do ntimero de iteracoes

Estimemos o nimero de iteragoes necessarias para obter uma aproximagao xj com uma
precisdo € estabecida a priori, utilizando-se o critério (ii) da segdo 3, |zx — &| < &, como
tnico critério de parada.

bo — ag = b—a

b1 —a; = (bo — (10)/2 = (b— (Z)/2

b2 —ag = (b1 — al)/2 = (bo — 0,0)/4 = (b— (L)/22

b —ap = (b—a)/2%
Impondo by — a, < €, vem:
e ce= b —=2b> 0 — ok >nb2 — kIn2 >t
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Assim, o numero minimo de iteragoes necessérias para se calcular uma aproximacao
para a raiz de uma equacao com precisao € pode ser determinado pela expressao:

In (M)

S

k>
In2

(4.3)

4.4 Exemplo 1

Determinar o namero de iteragoes necessarias para calcular a raiz de f(z) = 2z —cosz =0
no intervalo [0, 1] com precisao € < 0,01, utilizando-se |z —&| < & como critério de parada.
Solugao

Para o exemplo considerado temos: a =0, b =1, ¢ = 0,01. Aplicando o resultado 4.3,
vem:

In b=¢ hl%
k e — — = 06,64
o In2 In2 ’

Como o numero k de iteracoes é um ntmero inteiro, resulta que k = 7.

4.5 Exemplo 2

Determinar com precisao € < 0,01 e com um méximo de 10 iteragoes, a raiz da equagao
flx) = 2 — cosz = 0.
Solugao:
(a) Isolamento da raiz:
Ja foi visto que & € [0, 1].
(a) Refinamento da solugao:

k|a b xg flzr) | b—a Conclusao

01]0 1 0.500 | 0.122 | 1 € €10.000,0.500]

110 0.500 | 0.250 | -0.469 | 0.500 ¢ €[0.250, 0.500]

2 | 0.250 | 0.500 | 0.375 | -0.181 | 0.250 ¢ €[0.375,0.500]

3 10.375 | 0.500 | 0.438 | -0.031 | 0.125 ¢ €[0.438,0.500]

4 10.438 | 0.500 | 0.469 | 0.045 | 0.063 € €1]0.438,0.469]

5 | 0.438 | 0.469 | 0.453 | 0.007 | 0.031 € €1]0.438,0.453]

6 | 0.438 | 0.453 | 0.445 | -0.012 | 0.016 ¢ €[0.445,0.453]

7 1 0.445 | 0.453 | 0.449 | -0.002 | 0.008 | Pare! poisb—a <cee |f(zr)| <e

Na iteracao 7, tanto a amplitude do intervalo [a, b] quanto a imagem, em modulo, de 7
sa0 menores que a precisao requerida, isto é, b—a = 0.453—0.445 = 0.008 < ¢ = 0.0l e
|f(z7)] = 0.008 < ¢ = 0.01. Desta forma, dizemos que z7 = 0.449 é uma aproximagao
para a raiz £ da equacdo f(x) = 2z — cosxz = 0 com uma precisdo ¢ < 0.01.

4.5.1 Vantagens e Desvantagens do Método da Bissegao

A maior vantagem do Método da Bissegdo é que, para sua convergéncia, ndo ha exigéncias
com relagdo ao comportamento do gréfico de f no intervalo [a, b].

Entretanto, ele nao é eficiente devido & sua convergéncia lenta. Pode ser observado
que f(z) ndo decresce monotonicamente. Isto decorre do fato de que na escolha de uma
aproximagao r = “T“’ nao se leva em consideragao os valores da fungao nos extremos do
intervalo. No pior caso, a raiz ¢ estd proxima a um extremo.

O Método da Bissegdo é mais usado para reduzir o intervalo antes de usar um outro
método de convergéncia mais rapida.
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5 Meétodo da Falsa Posicao

5.1 Introdugao

Seja f uma fungao continua em um intervalo [a, b] tal que f(a) x f(b) < 0.

A idéia deste método é a de tomar como aproximagdo x para a raiz £ no intervalo [a, b]
a média ponderada entre os extremos a e b com pesos | f(b)| e | f(a)]|, respectivamente. Isto
é:

L ax B +b x| f(@) o)

[F )] +1f(a)l
Desta forma, x estara mais préoximo do extremo cuja imagem for menor.
Como f(a) e f(b) tém valores de sinais contrarios, entao temos dois casos a considerar:
(i) f(a) <0e f(b) >0
Neste caso, |f(a)] = —f(a) e |f(b)| = f(b). Logo:

ax |f®)+bx|f(a)] _ ax f(b)=bx f(a)

FOI+ 1@l f0) = fla)

(ii) f(a) >0e f(b) <O
Neste caso, |f(a)| = f(a) e |f(b)] = —f(b). Logo:

ax [fO)+bx|f(a)] _ —axfb)+bxfla) axfb)—bxfla)

fOI+ 1@l —fO+ @) fb) - fla)

Observamos que em ambos os casos tem-se, portanto:

x:axf(b)—bxf(a) (55)

f(b) = f(a)
Neste método, as aproximacoes sao geradas conforme a expressao 5.5 garantindo-se, a
cada iteragdo, que elas estejam no intervalo [a, b] cujos extremos tenham valores de sinais
contrarios.

5.2 Interpretagao geométrica

O nimero z dado pela formula 5.5 representa o ponto de intersegdo da reta que passa
pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) com o eixo Ox.
De fato, a equagao da reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) é:

xz flx) 1
a f(a) 1|=0
b)) 1

Resolvendo este determinante, obtemos:
zf(a) +bf(x) +af(b) —bf(a) —af(z) —zf(b) =0
z(f(a) = f(b)) + (b—a)f(z) + af(b) — bf(a) =0
r = =a)f(@)+bfa)—af(b)
fla)—F(b)
No ponto de intersegdo dessa reta com o eixo Ox tem-se f(x)=0. Logo:
_ bf(a)—af(b)
. fla)=f(®)
Multiplicando numerador e denominador por —1 resulta a expressao:
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_ af) ~bf)
7= (@)

Observamos que o Método da Falsa Posi¢ao procura gerar, a cada iteragao, uma apro-
ximagao xj para a raiz £ cuja imagem seja a menor possivel, isto é, uma aproximagao tal
que |f(x)| < €, sem se preocupar com a diminui¢do da amplitude (b — a) do intervalo
[a,b] que contém a raiz.

A Figura 5 ilustra como funciona o método.

f(b) |

f(a)
f(xo)

Figura 5: Interpretacao geométrica do Método da Falsa Posicao

5.3 Convergéncia

Teorema 1 Seja f continua em um intervalo [a, b] tal que f(a) X f(b) < 0. Se, além disso:

(i) f’ preservar o sinal e nao se anular em [a, b];

(i) m = min [f'(z)];

z€[a,b]
(iil) M = max |f'(x)];
z€la,b]
Entao: |z —¢&| < M;m|$k — Tp—1]

Desta forma, se fizermos |z — ;1] < w5 obteremos |z, — | < €, isto &, o critério

(ii) da segdo 3 pode ser satisfeito impondo-se |z — Zp—1| < -
m

Entretanto, como na préatica o célculo dos limitantes inferior e superior da derivada
primeira de f no intervalo [a,b] ndo ¢ uma tarefa das mais simples (assim como verificar
a satisfagao ao item (i) do Teorema 1), é comum impor-se apenas que |z — xx—1| < € seja
utilizado como critério substituto do mecanismo de parada (ii) da se¢do 3. Observamos,
entretanto, que com essa imposicao, nem sempre o Teorema 1 serd atendido. Assim, nao
havera garantia de que a solugao xj, difira da raiz £ de ¢.

Teorema 2 Se f ¢ uma funcéo continua em um intervalo [a,b] e f(a) x f(b) < 0 entéo o
Método da Falsa Posicao converge.
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Observamos que se f” preservar o sinal em [a,b], um dos extremos se manteré fixo
durante o processo iterativo. Ha 4 casos a analisar: (1) f”(z) > 0 Vz € [a,b], f(a) <0
e f(b) >0; (2) f"(z) <0 Vx € [a,b], f(a) >0e f(b) <0; (3) f'(x) >0 Vz € [a,b],
fla)>0e f(b) <0e (4) f'(x) <0 Vz €a,b], f(a) < 0e f(b) > 0. Nos dois primeiros
casos, o extremo direito b do intervalo sera fixo, enquanto que nos dois ultimos casos, o

ponto fixo sera o extremo esquerdo a.

5.4 Algoritmo

Apresentamos pela Figura 6 o pseudo-cddigo do procedimento Falsa Posigao. Este proce-
dimento considera os critérios |f(zx)| < € € |rr — xx—1| < € como mecanismos de parada.

procedimento FalsaPosicao(a,b, ¢, ITERMAX,x);

1 k0
2 Tapt < @
o e,
4 enquanto ((|z —xapt| > ou |f(z)|>¢) e k< ITERMAX) faca
5 se (f(a) x f(a) < 0)
6 entao b «— x
7 Senao a «— x;
8 Tant < T3
ax f(b)—b a
9w el
10 k—k+1;
11 fim-enquanto;
12 se (k < ITERMAX)
13 entao Retorne x como aproximagao para a raiz;
14 senao Imprima: Nao foi obtida uma aproximacao com a precisao

15

fim FalsaPosicao;

5.5 Exemplo

requerida em k iteragoes;

Figura 6: Algoritmo do Método da Falsa Posicao

Determinar, com erro £ < 0,01, a raiz da equagdo f(z) = 2z —cosz = 0 no intervalo [0, 1].

Solugao:

Gerando as aproximagoes x segundo a expressao 5.6, obteremos a seguinte tabela:

k| a b Tk flxg) | |zr — xp—1| | Conclusao

010 1 0.407 | -0.105 - € €[0.407,1.000]

1| 0.407 | 1.000 | 0.447 | -0.009 0.040 € €[0.447,1.000]

2 | 0.447 | 1.000 | 0.450 | -0.001 0.003 Pare! pois |f(z2)] < 0.01 e |zg — x| < ¢

Logo, xo = 0.450 é uma aproximagao para a raiz £ da equagao f(x) = 2z — cosx =0

com uma precisao € < 0.01.
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5.6 Vantagens e Desvantagens do Método da Falsa Posicao

A grande vantagem do Método da Falsa Posigao é que ela é uma técnica robusta, que
converge independentemente da forma do grafico de f no intervalo [a, b].

Entretanto, quando a convergéncia para a raiz s6 se faz a partir de um extremo do
intervalo [a, )] e a imagem desse ponto fixo tem um valor muito elevado, a convergéncia é
lenta. Este fato pode ser verificado analisando-se mais cuidadosamente a formula 5.5.

Suponhamos que o ponto fixo seja b. Neste caso, coloquemos a férmula 5.5 em um
outro formato, que mostre a parcela de acréscimo dado ao extremo esquerdo a, que nesta
situacao ¢ variavel. Para tanto, adicionemos ao seu numerador as parcelas —a x f(a) e
a x f(a). Logo:

_ axf(b)=bxf(a) _ axf(b)—bxf(a)—axf(a)taxf(a) _ a[f(b)—;‘(ba)]—(z—a)f(a)

z T F®)—f() F(®)—f(a) (b)—F(a)
Assim:

i@,
T @ >0

Analisemos essa ultima formula. Sendo, por hipotese, b fixo e f(b) elevado, a expressao

—% (b — a), que representa o acréscimo, serd pequena, acarretando convergéncia tao

mais lenta quanto maior for o valor de f(b). Para o caso de se considerar a como ponto
fixo, faz-se necessario colocar a formula 5.6 em outro formato equivalente (que pode ser
obtido a partir da férmula 5.5, somando-se e subtraindo a parcela b f(b) ao seu numerador),
a saber: © =b— %(b —a).

Para evitar que um extremo fique fixo durante o processo iterativo (situagado que ocorre
quando f(xg) X f(zr—1) > 0), a idéia é substituir a reta que passa pelos pontos (a, f(a))
e (b, f(b)) por uma de inclinagdo menor. Por exemplo, se em duas iteragoes consecutivas
tivermos f(zx) X f(xk—1) > 0 e 0 extremo fixo for b, entdo substituimos f(b) da férmula

5.6 por f(b)/2.

6 Meétodo de Newton-Raphson

6.1 Introducgao

Seja f uma fungdo continua em [a, b] tal que:
(i) fa) x f(b) <O
(ii) Existe uma tnica raiz € € [a, ]
(iii) f’ e f” preservam o sinal e ndo se anulam em [a, ]

Um exemplo de uma fungao satisfazendo as condigoes acima é o da figura 7 abaixo:

A idéia do Método de Newton-Raphson é a de aproximar um arco da curva por uma
reta tangente tragada a partir de um ponto da curva.

Seja xg € [a, b] uma aproximagao inicial para a raiz. A tangente de a na figura 7 é:

f(zo)

tan(a) = pa—

= f' (o)
De onde resulta que:

_ f(=@o)
*7 Flao)

1 =2
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f(xo

Figura 7: Interpretacao geométrica do Método de Newton-Raphson

De forma anéloga obtemos x2, que representa a intersecao da reta tangente ao grafico
de f no ponto (z1, f(z1)) com o eixo dos x:

o f(l'l) e
tan(3) = o — 1 f(@1)
Isto é:
vy — 2y — 1)
f'(z1)
Genericamente:
B J(rp_1) _
Ik—xk_l—m Vk—172, (67)

6.2 Escolha da aproximacgao inicial

Teorema Se f(a) x f(b) < 0e f' e f” forem ndo nulas e preservarem o sinal em |[a, b],
entdo partindo-se de uma aproximagao inicial zq € [a, ] tal que f(xg) x f”(xq) >0
é possivel gerar, pelo Método de Newton, uma sequéncia de aproximacgoes xj que
convirja para a raiz £ de f(z) = 0.

6.3 Exemplo

Determinar pelo Método de Newton-Raphson, com precisao € < 0,01 em um maximo de
10 iteragoes, a raiz da equagdo f(xz) = 2z — cosz = 0.
(a)Isolamento

Ja foi visto que & € [0, 1].

(b)Determinacao de xo:

f'(x) =2+senz = f'(z) >0 Vael0,1]

f'(z) =cosz = f"(x) >0 Yzel0,]]

Sendo f(0) = —1, f(1) = 1.46 e f"(z) > 0 entdo podemos tomar como aproximagcao
inicial 29 = 1, pois f(1)f”(1) > 0.

(¢)Refinamento:
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k| zk flzk) | f'(zk) | |zk — xk—1] | Conclusao

011 1.460 | 2.841 -

110486 | 0.088 | 2.467 0.514

2 | 0.450 | 0.001 | 2.435 0.036

3 1 0.450 | 0.000 | 2.435 0.000 Pare! pois |f(z3)] < 0.01 e |[x3 — 22| <€

Logo, z3 = 0.450 é uma aproximagdo para a raiz & da equagao f(z) = 2z —cosz =0
com uma precisao € < 0.01.

6.4 Algoritmo

Apresentamos pela Figura 8 o pseudo-codigo do procedimento Newton-Raphson. Este
procedimento considera os critérios |f(zx)| < € e |ax — Tx—1] < € como mecanismos de
parada.

procedimento Newton-Raphson(e, ITERMAX,z);
1 k<0

2 ) — oo

3 enquanto (|0 >e ou |[f(z)|>¢) e k< ITERMAX faca
4 f(@) .

f'(@)”

5 T — x+0;
6

7

8

0 — —

k—k+1;
fim-enquanto;
se (k < ITERMAX)
9 entao Retorne x como aproximacgao para a raiz;
10 senao Imprima: Nao foi obtida uma aproximacao com a precisao
11 requerida em k iteragoes;
fim Newton-Raphson;

Figura 8: Algoritmo do Método de Newton-Raphson

6.5 Vantagens e desvantagens do Método de Newton

O Método de Newton-Raphson tem convergéncia muito boa (quadratica). Entretanto,
apresenta as seguintes desvantagens:

(i) Exige o calculo e a analise do sinal de f" e f”
(ii) Se f'(xk—1) for muito elevado a convergéncia sera lenta
(iii) Se f'(xk—1) for proximo de zero pode ocorrer overflow

Para contornar o item (i), o qual é necessario para a escolha da aproximagao inicial, é
comum apenas calcular-se o valor da fungao e o de sua derivada segunda nos extremos a
e b, considerando para xo o extremo que satisfazer a condi¢ao f(zg) x f”(x¢) > 0. Para
tanto, é importante que o intervalo [a,b] considerado seja suficientemente pequeno, de
forma a minimizar a possibilidade de variacao de sinal de f’ e f”.
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7 Estudo Especial das Equagoes Algébricas
Equagoes algébricas sao todas as equagoes que podem ser colocadas na forma:

Po(2) = apa"™ + ap_12™ "+ agx? +arx +ap =0 (7.8)
ondea;, € R Vi=0,1,---,n

Teorema Fundamental da Algebra P,(z) = 0 tem n raizes &, i =1,2,---,n reais
ou complexas.

7.1 Valor de um polin6mio em um ponto
7.1.1 Forma tradicional

Dado um polinémio Py(x) = 322 — 5z + 6, se desejarmos calcular seu valor em um dado
ponto, por exemplo, para x = 1, normalmente o fazemos da seguinte forma:

Py(1)=3x1>-5x1+6

Observamos que essa forma tem complexidade quadratica (O(n?)), conforme se mostra
na Tabela 1 a seguir.

Tabela 1: Complexidade da forma tradicional de se avaliar um polinénio

Polinémio Grau | Adigoes | Multiplicacoes | Total
Pi(x) = a1z + ag 1 1 1 2
Py(z) = az2® + a1z + agp 2 2 3 (1+2) 5
Ps(x) = azaz® + az2? + a12 + ag 3 3 6 (1+2+3) 9
P,(1) = apa™ + ap_12" 4+ -+ a1+ ag n n 1+24+--+n ”2%3"

7.1.2 Regra de Horner

Uma forma de reduzir a complexidade envolvida na avaliagdo de um polindmio em um
ponto é usar a Regra de Horner, que usa uma sequéncia de parénteses aninhados.

Tabela 2: Complexidade da Regra de Horner

Polinémio Grau | Adigoes | Multiplicagoes | Total
Pi(x) = a1z + ap 1 1 1 2
Py(z) = (a2x + a1)x + ag 2 2 2 4
Ps(z) = ((agx + az)x 4+ a1)x + ag 3 3 3 6
Po(z) = (- (anT+an—1)x+ -+ +a1)x + ao n n n 2n

Como se pode observar da Tabela 2, a complexidade envolvida na avaliagao de um
polindémio em um ponto por esta regra ¢ linear (O(n)).
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Exemplo: Calcular P(5) nos seguintes casos:
(a) P(x) =423 + 222 —x + 1
(b) P(z) = 2° + 223 + 522 — 6

Solucao:
(a) Zg(a:) =((dx+2)z-1)z+1=P0B)=((4x2+2)x2—-1)x2+4+1=>546
(b) P(z) =((((z+0)z+2)z+5)z+0)z —6 =

P(5) = ((5+0) x5+2) x545) x 540) x 5 — 6 = 3494

Na Figura 9 ilustra-se o pseudocoddigo do procedimento Horner. Os parametros de
entrada deste procedimento sdo o grau n do polinémio, seu vetor a de coeficientes, o
ponto = para o qual se deseja calcular o valor do polindémio. A saida é a variavel P, que
acumula o valor do polindémio no ponto zx.

procedimento Horner(n, a, P, x);
1 P« ap;

2 parai=n até 1 passo —1 faga
3 P—Pxxz+a;_q;

4 fim-enquanto;
5

fi

Retorne P;
m Horner;

Figura 9: Procedimento de Horner

7.2 Limite das Raizes Reais
7.2.1 Limite Superior das Raizes Positivas (LSRP)

Teorema de Lagrange Seja a equagao algébrica
P,(r) = apz™ + ap_12" ' + -+ ax? + a1z + a9 = 0 com a, > 0, ap # 0

ek = max {i: a; < 0}. Entdo para limite superior das raizes positivas de
0<i<n—1

P,(z) =0, caso existam, pode-se tomar o numero:

B
L=14 "1/~ (7.9)

sendo B = max |a4
a;<0
0<i<n-—1

Desse teorema concluimos que se £ é a maior das raizes positivas de P, (z) = 0, entao:
<L

Exemplo 1: Determinar o limite superior das raizes positivas da equacio P(z) = 2° +
3zt — 923 — 22 + 202 — 12 = 0.

Solugéo:
n=>5 a,=1,a9=-12#0,
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k= max 1{2 ta; <0} = 0121;2(4{3, 2,0} =3

0<i<n— <
B= max |a|= max{|-9||-1,[-12[} =12
0<i<n—1 0<i<4

L=1+ "}/ =1+ /1 =1+4346 =446
Logo, £T < 4.46

7.2.2 Limite Inferior das Raizes Positivas (LIRP)

Sejam &1,&, -+ , &, as raizes de P,(z) = 0. Logo:

Pr) = an(z - &)z = &) (2= &) =0

Para determinarmos o limite inferior das raizes positivas de P,(z) = 0, basta substi-
tuirmos x por % em P,(z) = 0 e aplicarmos o Teorema de Lagrange a equagio resultante.
O inverso do limite obtido sera, entdo, o limite inferior das raizes positivas de P,(z) = 0.

Mais especificamente, seja a equagao auxiliar Pi(z) = z"P(2) = 0.

Tendo em vista que Pi(z) = a,(+ — &)(2 — &)+ (2 — &) = 0, tem-se que as raizes

—0sdo: L L ... L
de P (z) = 0 sdo: E g B

Seja EL* a maior das rafzes positivas de Py(xz) = 0 e Ly o limite superior das raizes
positivas de P;(z) = 0. Entao EL* < Ly. Isto é&: €T > L%

Portanto, %1 é o limite inferior das raizes positivas de P, (z) = 0.

Exemplo 2: Determinar o limite inferior das raizes positivas de P(z) = x% 4+ 32* — 923 —
22 +20x — 12 =0.

Solugao:
Pi(e) = 2P (3) =a® [(3)7+3(2)" —9(3)° ~ (3)" +20(3) ~12] =0
S Pi(z) =1+ 32 — 922 — 23 4 202% — 122° = 0.
Como a, < 0, devemos multiplicar a equacao auxiliar por —1. Desta forma, obtemos:
Pi(z) = 1225 — 202* + 2% + 922 — 30 — 1 = 0.
Nesta equacao temos: n =5, a, = 12,
B = max{| — 20|,| — 3|,| — 1|} = 20,
k =max{4,1,0} = 4.

Assim, Ly =1+ "}/ 2 =14 *3/2 =14 V/1.67=2.67
Portanto, L% = 5t= =0.37 ¢ 0o LIRP de P(z) = 0, isto &, £ > 0.37.

Obs.: Dos exemplos 1 e 2 concluimos que 0.37 < £+ < 4.46

7.2.3 Limite Inferior das Raizes Negativas (LIRN)

Sejam &1, &2, -+, &, as raizes de P(z) = 0. Se tomarmos como equagdo auxiliar Py(z) =
P(—xz) = 0, teremos como raizes de Py(z) =0: —&1, &, -, —&,.

Seja —€~, £~ < 0, a maior das raizes positivas de P»(x) = 0 e Ly o limite superior das
raizes positivas de Po(x) = 0.

Entao: —§~ < Ly = £ > —Lo, isto é, —Ls & o limite inferior das raizes negativas
de P(z) =0.
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Exemplo 3: Determinar o LIRN da equacio algébrica z° + 324 — 923 — 22 4202 — 12 = 0.

Solugao:
Py(z) = P(—2) = (—2)% + 3(—2)* = 9(—2)% — (—2)?> + 20(—2) — 12 =0

S Py(x) = —2® + 30+ 92° — 22 — 200 — 12 =0

Para que possamos aplicar o Teorema de Lagrange devemos multiplicar a equagao
anterior por —1, uma vez que a, = a; = —1 < 0. Desta forma:

Py(x) =25 — 32" — 923 + 22 + 202+ 12 =0

Nesta equacao temos: n =5, a, = 1,

B =max{| - 3[,[ -9} =9,

k = max{4,3} = 4.

Assim, Ly = 1+ /2 =1+ /2 =14 V0 =10

Portanto, £~ > —10.

7.2.4 Limite Superior das Raizes Negativas (LSRN)
De forma anéloga aos casos anteriores, seja a equagao auxiliar:
n -1
Py(x)=2"P|{— | =0
x

Seja —5%, &~ < 0, a maior das raizes positivas de P3(z) = 0 e L3 o limite superior das
raizes positivas de Ps(x) = 0.

)
Logo: —¢b <Ly =5 —1>¢ Ly 25 —L>¢ — ¢ <L
Isto é, —L% é o limite superior das raizes negativas de P(x) =

Exemplo 4: Determinar o LSRN da equacao algébrica x® + 3z* — 923 — 22 4202 — 12 = 0.

Solugao:
Py =a?P (1) =a® [(=1)" 43 (=1)" = 9(-1)* ~ (- + 20 (-3) —12] =0
o P3(z) = =1+ 3z + 922 — 2% — 202 — 122° = 0.
Como a, < 0, devemos multiplicar a equagao auxiliar por —1. Desta forma, resulta
que:
P3(z) = 1225 + 202 + 2° — 922 — 3z + 1 = 0.
Nesta equacao temos: n =5, a, =12, B=9, k = 2.
Assim, Ly = 1+ "—,k/g =1+ °¢3=1+V0.75 =191
Portanto, 71%3 = —143 = —0.52 ¢ 0 LSRN de P(z) = 0.
Obs.: Dos exemplos 3 e 4, concluimos que —10 < £~ < —0.52.

7.3 O Numero de Raizes Reais
7.3.1 Regra de Sinais de Descartes

O ntimero de raizes positivas de uma equacio algébrica, denotado por nt ou ¢ igual ao
nimero de variagoes de sinal na sequéncia dos coeficientes ou é menor que esse nimero
por um inteiro par.
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Exemplo 5: Em P(z) = +a® — 422 — 2 + 6 = 0 ha 2 variagdes de sinal na sequéncia dos
coeficientes. Portanto, ha 2 raizes positivas ou nenhuma (n™ =2 ou 0).

Para determinarmos o namero de raizes negativas de P(x) = 0, denotado por n™, basta
trocarmos x por —z e calcularmos o ntumero de raizes positivas de P(—z) = 0, o qual ser&
o namero de raizes negativas de P(z) = 0.

Para o exemplo anterior, em P(—x) = (—2)%—4(—2)?—(—2)+6 = —2®— 42?2 +24+6 = 0
h& uma troca de sinal. Logo, n~ = 1.

Exemplo 6: P(x) = 2% — 223 — 722 + 82+ 12 =0

Solugao:

= (—2)* = 2(—2)® - 7(—2)?> +8(—z) +12=0
44203 — 722 —82x4+12=0

S

|

[\

o

<
o8

Exemplo 7: P(z) = % — 823 + 1622 — 8r +15=10
Solugao:

nt =4 ou 2 ou 0

P(—z) = (—2)* = 8(—z)> + 16(—z)?> — 8(—z) + 15=0
S P(—x) =2* + 823 + 1622 + 8z +15=0

n- =0

Exemplo 8: P(z) = 2% +4r+4 =0

Solugao:
nt =0
P(—x)=(—2)? +4(-2) +4=0
P(—z)=2%—4x+4=0
n- =2 ou0

7.3.2 Regra de Sinais de Sturm

Sequéncia de Sturm Chama-se sequéncia de Sturm de uma equagao algébrica P(z) = 0

a sucessdo: po(z), p1(z),p2(2), -, pu(@)
onde po(z) = P(z), p1(z) = P'(x) e px(z), k > 2 & o resto da divisdo, com sinal
trocado, de Py_2(z) por Py_1(x).

Teorema de Sturm Se P(a) # 0 e P(b) # 0 entdo o namero de raizes reais distintas
de P(z) = 0 no intervalo a < x < b é exatamente |N(a) — N(b)|, onde N(a)
(respectivamente N (b)) representa o ntimero de variagoes de sinal na sequéncia de
Sturm no ponto © = a (respectivamente x = b).

Exemplo 9: Calcular o nimero de raizes reais distintas no intervalo [0,3] da equagéo
P(z) = 23 + 2% — x + 1 = 0, sabendo-se que a sucessao de Sturm de P(z) = 0 é

(a) po(z) =2 +2%2 —2+1

(b) pi(z) =32% + 2z — 1
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Solugao
po(0) =+1>0 po(3) =+34>0
pi(0)=-1<0 p1(3) =+32>0
p2(0) = —;94) <0 p2(3) = +14/9 > 0
p3(0) =—-5 <0 3(3) = —99/16 < 0

No ponto x = a = 0 houve uma variacao de sinal (de po(0) para p;(0)). Assim
N(0) =1.

Por outro lado, no ponto x = b = 3 também houve uma variagdo de sinal (de p2(3)
para p3(3)). Assim N(3) =

Do exposto, concluimos que a equacdo x> +2% —x+1 = 0 no possui raizes no intervalo
[0,3] pois N(0) — N(3)=1—-1=0.

Exemplo 10: Dada a equacdo xz* — 223 — 722 4 8z 4 12 = 0, pede-se:

a) Determinar os limites das raizes reais

(a)

(b) Construir a sequéncia de Sturm

(¢) Determinar o nimero de raizes reais
)

(d) Isolar as rafzes

(a.1) Determinagao do LSRP
(a.2) Determinagao do LIRP
(a.3) Determinagao do LIRN

(a.4) Determinagao do LSRN



