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Avisos

Verifiquem a visualizacdo de algoritmos!
https://visualgo.net/
Site da disciplina:

http://www.decom.ufop.br/marco/
Lista de e-mails:

pccl730@googlegroups.com
Para solicitar acesso:

http://groups.google.com/group/pccl73
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Algoritmo de Floyd-Warshall

Historico

O algoritmo proposto por Robert Floyd em 1962 é baseado no algoritmo de
Stephen Warshall do mesmo ano para calculo de fechos transitivos em
grafos.

Referéncias

Warshall, Stephen (January 1962). “A theorem on Boolean matrices”.
Journal of the ACM 9 (1): 11-12. doi:10.1145/321105.321107.

Floyd, Robert W. (June 1962). “Algorithm 97: Shortest Path".
Communications of the ACM 5 (6): 345. doi:10.1145/367766.368168.
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Algoritmo de Floyd-Warshall

Principio

O algoritmo de Floyd-Warshall calcula os caminhos mais curtos entre todos
os pares de vértices de um grafo direcionado e ponderado que
eventualmente possua arcos com peso negativo, mas que n3o possua ciclos
de custo negativo.

Trata-se novamente de um algoritmo de programacdo dindmica bottom-up.

Também de maneira similar, o conceito de relaxacdo do comprimento dos
caminhos mais curtos é empregado: incrementalmente, aprimora-se uma
estimativa utilizada, até que o valor 6timo seja atingido.
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Algoritmo de Floyd-Warshall

Principio
O algoritmo compara os caminhos entre os vértices ¢ e j passando por k
vértices intermediarios, k =1, ..., n.

Em outras palavras, todos os caminhos entre cada par de vértices sdo
analisados.

Uma matriz armazena o valor dos caminhos mais curtos entre os vértices,
porém, n3o ha informacdo sobre composicido do caminho.
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Exemplo Compacto

3
@_’@ Na iteragdo k=0, somente os caminhos

representados por uma dnica adjacéncia no

2
grafo sdo conhecidos.
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Exemplo Compacto

Na iteracdo k=1, todos os caminhos que
passam pelo vértice 1 s3o descobertos.

Em particular, o caminho [2,1,3] substitui o
caminho [2,3].
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Exemplo Compacto

k=2

Na iteracdo k=2, todos os caminhos que
passam pelo vértice 2 ou pelos vértices 2 e 1
sdo descobertos.

Em particular, o caminho [4, 2, 3] n&o é
considerado, dado que [4, 2, 1, 3] é um
caminho mais curto até ent3o.
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Exemplo Compacto

Na iteracdo k=3, todos os caminhos que
passam pelo vértice 3 ou pelos vértices 3 e 2
ou 1 sdo descobertos.
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Exemplo Compacto

k=4:

@92

: : }2»._>.¢'_1i® Finalmente, em k=4, todos os caminhos
j 2 2 e 1 mais curtos sio determinados.
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Exemplo Compacto

0 000 OO,

56, OROROLO
o (2)(3) @ 2,2 -1
L%ZG@@@@@@@@
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Algoritmo de Floyd-Warshall

Terminologia

L: Matriz que armazena os caminhos mais curtos entre os vértices;

Inicialmente, L é inicializada com os pesos dos arcos do grafo (d;;);
Caso ndo haja arco entre dois vértices ¢ e j, d;; = oo.

l;j: elemento da matriz L na linha 7 e coluna j.

Referéncia

A versdo do algoritmo com trés lacos aninhados é devida a Peter Ingerman.

Ingerman, Peter Z. (November 1962). “Algorithm 141: Path Matrix".
Communications of the ACM 5 (11): 556. doi:10.1145/368996.369016
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Algoritmo de Floyd-Warshall

Entrada: Grafo G = (V, E) e matriz de pesos D={d;;} para os arcos {i, j}
1 L «+ D;//Inicializa os elementos da matriz L
2 para k < 1 até n faca

3 para i < 1 até n faca

4 para j <+ 1 até n faca

5 se l;; > l; + li; entdo
6 ‘ lij %lik—Flkj;

7 fim

8 fim

9 fim
10 fim

Marco Antonio M. Carvalho (UFOP) BCC204 4 de setembro de 2019 15 /45



Algoritmo de Floyd-Warshall

Ciclos de Custo Negativo

O algoritmo de Floyd-Warshall detecta ciclos de custo negativo.

Caso haja valores negativos na diagonal principal da matriz L (inclusive
durante a execugdo do algoritmo), significa que o vértice relacionado esta
contido em um ciclo de custo negativo.

Em outras palavras, é possivel sair do vértice, percorrer parte do grafo e
retornar ao vértice inicial com custo negativo.

Algumas versdes do algoritmo consideram que n3o havera ciclos de custo
negativo e definem inicialmente a distancia de um vértice para si préprio
como —oo, implicando em n3o haver atualizacdo possivel.
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Algoritmo de Floyd-Warshall

Complexidade

Os trés lacos aninhados s3o executados n vezes, logo, a complexidade final

& O(n?), ou mais precisamente, O(n?).

Embora a complexidade seja alta, é importante notar que todas as arestas
sio verificadas, e um grafo pode ter mais do que n? arestas, tornando-o
uma boa opg¢do para grafos densos.

Para grafos esparsos, executar uma boa implementac3o do algoritmo de
Dijkstra para cada um dos n vértices € uma melhor op¢do, com
complexidade O(nm lg n).

Caso haja arestas de peso negativo, o algoritmo de Johnson pode ser
utilizado.
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Algoritmo de Floyd-Warshall

Composicdo dos Caminhos

Conforme visto, n3o sdo armazenadas informac&es sobre quais vértices
compdem os caminhos mais curtos calculados, no entanto, o algoritmo
pode ser modificado.

N3o é necessario, entretanto, armazenar de fato todos os vértices dos
caminhos mais curtos, implicando na necessidade de uma matriz
tridimensional.

Arvores de Caminhos Mais Curtos podem ser utilizadas para este fim.
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Exemplo Passo a Passo

1
N; 4

—
N
[\
v
-h<—6o—6’1>
w
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Exemplo Passo a Passo

@—>@/ K

Matriz L inicial.

8188 |==|8 | w
wlolR[(R ||| o
S|B(™8 |88 e

818188 [=|~|™

818|8|w|8|=|
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Exemplo Passo a Passo

J=1 I
J=2, l12
J=3, li3
J=4 la
J=5, lis
J=6, lie

Marco Antonio M. Carvalho (UFOP) BCC204

min{li1; (l1+01)}3=0 |1]2]3]4|5]|6|
min{l12; (l11+012)}=1 1 0 1 [oo| 00| 0| 0
min{l1s; (11 +hs)}=c0 2]/ | 0 | 1 |3 ]2 ]0og
min{l14; (l11+014) =00 313 Jo0] 0] 2 c0|o0
1y i 4|0 | |oo| 0 ]|o0| 2
min{l15; (li+hs)}=00 5|l oo | o0 | oo | -3] 0 |
min{l1¢; ({11+l16)}=00 6| 0| 00|00 0 3 0

Iteragdo k = 1, i=1.
A matriz n3o é alterada.
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Exemplo Passo a Passo

j=1, loa1 = min{la1; (lo1+111)}=00 H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘
J=2, lao = min{la2; (l21+112)}=0 1] 0|1 |oo|oo]|oo] o0
j=3, l23 = min{123, (l21+113)}:1 2 0 0 1 3 2 o0
, ) 3| 3|0 0] 2 |oc0|x
Jj=4, log = mln{124 (l2l+114)}:3 a > | o | o0 0 . 5
§=5, las = min{las; (I21+115)}=2 5| occ|occ|o0|-3]0]oc
Jj=6, lag = min{lzs; (l21+l16)}=00 6|[oc0c| 0|00 |o0| 3 0

Iteragdo k = 1, i=2.
A matriz n3o é alterada novamente.
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Exemplo Passo a Passo

J=1, I3
J=2, l32
J=3, l33
J=4, l34
J=5, I35
J=0, l36

mln{lgg, 131+112 }

mln{lgﬁ, l31+116 }

D (Is1+1)}=3 | 2 |3|4]5]6|
)= 10| 1 |oc0|oo|oo]| o0
/;|+/1 )}:( 2 (0. ¢] 0 1 3 2 (0.8}
3| 3 || 0] 2 |oc0|x
131+ll4)}:2 4|0 | |oo| 0 ]|o0| 2
s (lsiths)l=00 B lloo|oo|oo|-3]0 o0
)}=o0 6 |loco|ow||oo| 3]0

Iteracdo k = 1, i=3.
A matriz é alterada!
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Exemplo Passo a Passo

Fast Forward...
N3o ha outras alteracées para k=1 e i=4, 5, 6.

Nos slides a seguir sé serdo exibidas as iteracées do algoritmo em que
ocorrem alteracdes na matriz L.

Atencdo: este exemplo possui erros de digitacdo no livro do Goldbarg!
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Exemplo Passo a Passo

@—>@/ i

Matriz L para k = 1.

8188 |==]8 | w
w|lolR[(& R ||w
o|B (™8 |88 e

AR AR =)

818|8|w|8|=]
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Exemplo Passo a Passo

7=1, lix = min{l11; (li2+21)}=0 |1 ]2[3]4]|5]6]
7=2, l12 = min{ly2; (112+122)} 1 1]/ 0 1 |oco| 00| 0|
7=3, Iy = min{lys; (liaHlps)}=2 2] 0 |1 ]3]2]c
3| 3|4 |0 2 |oc0|x
j=4, lig = min{l14; (l12+124)}=4 21 o0 oo Tao 10 Taol 2
J=b, lis = min{l15; (l12+l25)}=3 50| |-3| 0]
=6, lig = min{ly6; (l12+l26)}=00 6||oco|o0|o0|oo| 3 0

Iteracdo k = 2, i=1.
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Exemplo Passo a Passo

j=1, l31 = min{l31; (Is2+121)}=3 H 1/ 2(3|4|5]|6
J7=2, I3z = min{lz2; (I32+l22)}=4 1 0 1 2 4 3 | o0
=3, lys = min{las; (lntlog)}=0 2] | 0 |1 |3 | 2]

3|3 |4]0]| 2 oo|
Jj=4, l3g = min{ls4; (I32+124)}=2 2 o0 Too T T 0 Too T2
J=b, I35 = min{l35; (I32+l25)}=6 51 00| colool 3] 0| oo
j=6, lsg = min{lse; (Isg+lag)}=c0 6 |00 |00 |00 00| 3 | 0

Iteracdo k = 2, 1=3.
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Exemplo Passo a Passo

|12 |3[4][5]6]
(i<—>(:|) 1] 0 1 2141 3|
200 0] 13| 2]

311 3]4|0] 2] 6|

@/ 4 |loco|oo|oo| 0 |o0]| 2
5lloo|ow|ox|-3| 0|
6|loco|ow||oo| 3]0

Matriz L para k = 2.
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Exemplo Passo a Passo

g=1, li1 = min{ly1; (li3+131)}=0 H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘
7=2, l12 = min{ly2; (l13+132)}=1 1 0 1 2 4 3 | o
=3, l13 = min{lis; (Lig+l33)}=2 20/ 0111312
31134 |0]2]|6]|x
j=4, l14 = min{ly4; (liz+l34)}=4 2 oo loo oo T 0 Too 2
j=b, lis = min{l15; (l13+35)}=3 50| |-3| 0]
j=6, lig = min{lys; (l13+I36)}=00 6||oco|o0|o0|oo| 3 0

Iteracdo k = 3, i=1.
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Exemplo Passo a Passo

J=1, loy = min{la1; (laz+l31)}=4 H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘
J=2, lag = min{laa; (lag+I32)}=0 10|12 4] 3|0
j=3, los = min{las; (log+ls3)}=1 2| [0 | 1 ]3] 2]o0
3|]/3|4]|0]2]6|x
j=4, l24 = mln{124, (l23+134)}=3 4 00 00 00 0 00 2
j=5, los = min{las; (l23+135)}=2 5| occ|oco|oo|-3]0 ]
J=6, lag = min{las; (lag+l36)}=00 6||oco|o0|o0|oo| 3 0

Iteracdo k = 3, 1=2.
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Exemplo Passo a Passo

|1]2|3|4]5]6

—»@\ 101|243 ]|
|: 241013 2]|
311 3]4|0] 2|6 ]|

@/ 4 |loco|oo|oo| 0 |o0]| 2
5lloo|ow|ox|-3| 0|
6|loco|ow||oo| 3]0

Matriz L para k = 3.
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Exemplo Passo a Passo

J=1, l11 = min{l11; (l14+141)}=0 H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘
j=2, l12 = mln{llg, (114-}-142)} 1 1 0 1 2 4 3 o
J=3, lig = min{l13; (lia+la3)}=2 2] 4]0 ] 1 )3 ]2
. 3 3 4 0 2 6 | co
_]:4, l14 = m|n{114, (l14+]4-l)}=4 2 . . pos 0 - >
J=5, lis = min{l15; (lia+ls5)}=3 50l o0l ool 3101
Jj=6, lig = min{lys; (l1a+ls6)}=6 6||oco|o0|o0|oo| 3 0

Iteracdo k = 4, i=1.
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Exemplo Passo a Passo

7=1, lo; = min{la1; (loa+ls1)}=4 H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘
J=2, lag = min{la2; (l24+142)}=0 1 0 1 2 4 3 3
§=3, ly3 = min{las; (laa+143)}=1 21 4]0 1]3]2|x
3|]/]3|4]|0]2]6|x
g4 baa = mindlaa; (foa+laa) =3 4 loco|oo|oo| 0 |o0]| 2
=5, las = min{los; (I24+las) }=2 5| c0|loo|o0]|-3|]0]|x
j=6. l26 = min{lag; (l24+146)}=5 6||c0c|oc0|oo|oco| 3|0

Iteracdo k = 4, 1=2.
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Exemplo Passo a Passo

J=1, I3y = min{l31; (I34+141)}=3 H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘
J7=2, I3z = min{l32; (I3a+ls2)}=4 1 0 1 2 4 3 6
j=3, ls3 = min{lss; (lsa+lsz)}=0 2| 41 0] 1]3]2]5
3 3 4 0 2 6 | co
Jj=4, l3g = min{ls4; (I34+144)}=2 21 o0 oo Tao 10 Taol 2
J=b, I35 = min{l35; (I34+l45)}=6 5| c0|o0c|oo|-3]0]|o0
Jj=6, lsg = min{lzs; (I3a+ls6)}=4 6||oco|o0|o0|oo| 3 0

Iteracdo k = 4, 1=3.
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Exemplo Passo a Passo

J=1, Is1 = min{l51; (Isa+l41)}=00 H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘
j=2, l52 = mln{l 2 (l 4+l42)}:00 1 O 1 2 4 3 6
§=3, Is3 = min{ls3; (Isa+143)}=00 2114|013 |25
. 3 3 4 0 2 6 4
7=4, ls4 = mln{l54, (l54+]4-l)}= 3 a o o0 o0 0 ~ >
j=5, ls5 = min{l55; (I54+145)}=0 51 00| colool 3] 0| oo
J=6, ls6 = min{ls6; (I5a+l46)}=-1 6 |oco|oo|ox|loo| 3]0

Iteracdo k = 4, 1=b.
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Exemplo Passo a Passo

l1]2|3/4[5]6]
(i<_>(:|) 1]/ 0 1 2 14|36
21 4]0 1 31215

31 3|4 /|0] 2|64

@/ 4 |loco|oo|oo| 0 |o0]| 2

5|l |-3|0]-1

6 |loco|oow|x|oo| 3]0

Matriz L para k = 4.
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Exemplo Passo a Passo

J=1, li1 = min{ly1; (li5+I51)}=0 H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘
7=2, l12 = min{ly2; (l15+152)}=1 1 0 1 2 4 3|6
§=3, liy = min{liz; (Lis+lsz)y=2 2 4|01 ]3]2]5
3113|4|01]2]|6]|4
j=4, l14 = mln{ll4, (l15+l54)}=0 4 00 00 00 0 00 2
j=b, lis = min{l15; (l15+55)}=3 5o |-3]|0]-1
§=6, lig = min{l1s; (l15+156)}=2 6|[oc0|o0|o0|ox| 3]0

Iteracdo k = 5, 1=1.
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Exemplo Passo a Passo

J=1, loy = min{la1; (las+l51)}=4 H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘
J=2, lag = min{laa; (la5+152)}=0 1012 0]|3 ]2
=3, los = min{los; (los+lsz)y=1 2| 4 | 0|1 ]3]2/5
3 3| 4 0 2 6 | 4
j=4, loy = min{lag; (los+ls4)}=-1 2 oo oo oo 10 a0 2
J=5, lzs = min{las; (l25+155)}=2 5|loco|occ|oo|-3]01]-1
J=6, lag = min{las; (l25+l56)}=1 6|lococ|occ|oc0|ool| 3|0

Iteracdo k = 5, 1=2.
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Exemplo Passo a Passo

=l = minfl (stob= 1|2 | 3] 4|5 6]
7=2, lg2 = min{lg2; (les+l52)}=00 1012|0132
§=3, lgz = min{le3; (ls5+153)}=00 214101 |3|2]5
3113|4|01]2]|6]|4
7= loa = mintlas; (o5 +54)1=0 4 loo|oo|oo| 0 |oc0] 2
=5, les = min{les; (los+155)}=3 5| 0|0 |oo|-3|0]-1
j=6, lgg = min{lss; (lg5+I156)}=0 6||occ|x|oo|oo| 3|0

Iteracdo k = 5, 1=6.
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Exemplo Passo a Passo

|12 |3 [4][5]6]
(i<—>(:l) 1]/ 0 1 2101 3|2
2 4|0 1 /-1] 2|1

3134 |0]2]|6)4

@/ 4 |loco|oc0o|o0]| 0 |oo| 2
50| |-3|0]-1

6 loco|oo|o| 0] 3]0

Matriz L para k = 5.
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Exemplo Passo a Passo

7=1, lyg = min{ly1; (l46+l61) =00 H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ a4 ‘ 5 ‘ 6 ‘
J=2, lyo = min{ly2; (lag+le2)}=00 1/lol 120|312
§=3, Ly = min{luz; (lag+Hles) =0 21| 4 [0 | 1 |-1]2 |1
4 3113|4101 2]|6]|4
j=4, laa = min{laa; (la6+l64)}=0 4|loco|o0|oco| 0 ]oo] 2
=5, las = min{las; (las+165)}=5 5|locc|oo|o0|-3]0|-1
§=6, lsg = min{lsg; (la6+ls6)}=2 6lcc|loc|lc|l0] 3]0

Iteracdo k = 6, 1=4.
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Exemplo Passo a Passo

|1[2[3[4][5]|6]
(i<—>(:l) 1 0 1 2101132
21 4|0 1 1-112]1

33|14 /|0]2]|6)4

@/ 4 | occ|ox|oo| 0]5]2
50|00 |-3|0]-1
6|oco|o0|ox|0|3]0

Matriz L para k = 6.
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Applet para execucio do algoritmo de Floyd-Warshall-
https://www.cs.usfca.edu/"galles/visualization/Floyd.html
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https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/Floyd.html

Exercicio

Execute o algoritmo de Floyd-Warshall para o grafo acima.
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