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Parte 0

Álgebra Booleana



George Boole (1815 – 1864)



Boole 1847: Análise matemática da lógica



Boole 1854: Leis do pensamento



Parte I

Frege’s Begriffsschrift



Gotlob Frege (1848 – 1925)



Frege 1879: modus ponens

B ⊃ A B
A



Frege 1879: modus ponens

B ⊃ A B
A



Frege 1879: modus ponens

A ⊃ Φ(a) B
A ⊃ ∀a.Φ(a)



Frege 1879: modus ponens

A ⊃ Φ(a) B
A ⊃ ∀a.Φ(a)



Frege 1879



Frege em notação moderna

B ⊃ A B
A

A ⊃ (B ⊃ A))

(C ⊃ (B ⊃ A)) ⊃ ((C ⊃ B) ⊃ (C ⊃ A))

(C ⊃ (B ⊃ A)) ⊃ (B ⊃ (C ⊃ A))



Parte II

Dedução Natural de Gentzen



Gerhard Gentzen (1909 – 1945)



Gentzen 1934: Dedução Natural



Gentzen 1934: Dedução Natural

[A]x....
B

A ⊃ B
⊃-I A ⊃ B A

B
⊃-E

A B
A & B

&-I A & B
A

&-I1
A & B

B
&-I2



Uma prova

[B & A]z

A
&-E2

[B & A]z

B
&-E1

A & B
&-I

(B & A) ⊃ (A & B)
⊃-Iz



Simplificando provas

[A]x....
B

A ⊃ B
⊃-Ix

....
A

B
⊃-E

⇒

....
A....
B

....
A

....
B

A & B
&-I

A
&-E1

⇒

....
A



Simplificando uma prova

[B & A]z

A
&-E2

[B & A]z

B
&-E1

A & B
&-I

[B]y [A]x

B & A
&-I

(B & A) ⊃ (A & B)
⊃-Iz

A & B
⊃-E

⇓

[B]y [A]x

B & A
&-I

A
&-E2

[B]y [A]x

B & A
&-I

B
&-E1

A & B
&-I



Simplificando uma prova

[B & A]z

A
&-E2

[B & A]z

B
&-E1

A & B
&-I

[B]y [A]x

B & A
&-I

(B & A) ⊃ (A & B)
⊃-Iz

A & B
⊃-E

⇓

[B]y [A]x

B & A
&-I

A
&-E2

[B]y [A]x

B & A
&-I

B
&-E1

A & B
&-I



Parte III

Lambda Calculus de Church



Alonzo Church (1903 – 1995)



Church 1932: Lambda Calculus



Regras de redução

(λx. u) t ⇒ u[t/x]

fst (t, u) ⇒ t

snd (t, u) ⇒ u



Simplificando um termo

(λz. (snd z, fst z)) (x, y)

⇓

(snd (x, y), fst (x, y)))

⇓

(y, x)



Simplificando um termo

(λz. (snd z, fst z)) (x, y)

⇓

(snd (x, y), fst (x, y)))

⇓

(y, x)



Simplificando um termo

(λz. (snd z, fst z)) (x, y)

⇓

(snd (x, y), fst (x, y)))

⇓

(y, x)



Church 1940: Lambda Calculus Tipado

[x : A]x....
u : B

λx. u : A ⊃ B
⊃-I s : A ⊃ B t : A

s t :B
⊃-E

t : A u : B
(t, u) : A & B

&-I
(t, u) : A & B

t : A
&-I1

(t, u) : A & B
u : B

&-I2



Um programa

[z : B & A]z

snd z : A
&-E2

[z : B & A]z

fst z : B
&-E1

(snd z, fst z) : A & B
&-I

λz. (snd z, fst z) : (B & A) ⊃ (A & B)
⊃-Iz



Simplificando programas

[x : A]x....
u : B

(λx. u) : A ⊃ B
⊃-Ix

....
A

(λx. u) t : B
⊃-E

⇒

....
t : A....

u [t/x] : B

....
t : A

....
u : B

(t, u) : A & B
&-I

fst (t, u) : A
&-E1

⇒

....
t : A



Simplificando um programa

[z : B & A]z

snd z A
&-E2

[z : B & A]z

fst z B
&-E1

(snd z, fst z) : A & B
&-I

[y :B]y [x :A]x

(y, x) : B & A
&-I

(λz.(snd z, fst z)) : (B & A) ⊃ (A & B)
⊃-Iz

(λz.(snd z, fst z)) (y, x) : A & B
⊃-E

⇓

[y : B]y [x : A]x

(y, x) : B & A
&-I

snd (y, x) : A
&-E2

[y : B]y [x : A]x

(y, x) : B & A
&-I

fst (y, x) : B
&-E1

(snd (y, x), fst (y, x)) : A & B
&-I

⇓

[x : A]x [y : B]y

(x, y)) : A & B
&-I



Simplificando um programa

[z : B & A]z

snd z A
&-E2

[z : B & A]z

fst z B
&-E1

(snd z, fst z) : A & B
&-I

[y :B]y [x :A]x

(y, x) : B & A
&-I

(λz.(snd z, fst z)) : (B & A) ⊃ (A & B)
⊃-Iz

(λz.(snd z, fst z)) (y, x) : A & B
⊃-E

⇓

[y : B]y [x : A]x

(y, x) : B & A
&-I

snd (y, x) : A
&-E2

[y : B]y [x : A]x

(y, x) : B & A
&-I

fst (y, x) : B
&-E1

(snd (y, x), fst (y, x)) : A & B
&-I

⇓

[x : A]x [y : B]y

(x, y)) : A & B
&-I



Simplificando um programa

[z : B & A]z

snd z A
&-E2

[z : B & A]z

fst z B
&-E1

(snd z, fst z) : A & B
&-I

[y :B]y [x :A]x

(y, x) : B & A
&-I

(λz.(snd z, fst z)) : (B & A) ⊃ (A & B)
⊃-Iz

(λz.(snd z, fst z)) (y, x) : A & B
⊃-E

⇓

[y : B]y [x : A]x

(y, x) : B & A
&-I

snd (y, x) : A
&-E2

[y : B]y [x : A]x

(y, x) : B & A
&-I

fst (y, x) : B
&-E1

(snd (y, x), fst (y, x)) : A & B
&-I

⇓

[x : A]x [y : B]y

(x, y)) : A & B
&-I



Parte IV

Isomorfismo Curry-Howard





Haskell Curry (1900-1982) / William Howard (1926-)



Howard 1980



Howard 1980



Howard 1980



Obrigada!


