Logica

BC(C22 Programacao Funcional — Aula Pratica 05

Lucilia Camarao de Figueiredo

A préatica deve ser realizada antes da aula prevista para a discussdo da mesma. Verifique a data
prevista para a discussao de cada aula pratica no calendario do curso disponivel em www.dcc.ufmg.
br/~“lucilia/cursos/func. Traga para a aula de discussdo o codigo que vocé implementou. A
discussao nao sera eficaz se vocé nao tentar fazer os exercicios previamente.

Vocé pode trabalhar em conjunto com outros colegas, mas deve entender o que esta fazendo, pois
nao ird contar com a ajuda de colegas durante os exames.

A realizacao das praticas e presenca nas aulas sdo obrigatérias e valem pontos na disciplina.

1 Loégica

Nasta pratica voc6e vai implementar Logica Proposicional em Haskell. No arquivo pratica05.hs vocé veré as
seguintes declaracgoes de tipo:

type Name = String

data Prop = Var Name -- variavel
| F -- falso
| T -- verdadeiro
| Not Prop -- negagé&o
| Prop :&: Prop -- conjungdo
| Prop :|l: Prop -- disjuncgfo

O tipo Prop representa formulas da Logica Proposicional. Varidveis de proposicdo, tais como P e Q, podem ser
representadas como Var "P" e Var "Q". Além disso, temos as constantes booleanas T e F para ‘verdadeiro’
e ‘falso’; o predicado unério Not para negacdo (ndo confundir com a fun¢do not :: Bool -> Bool), e os
predicados binarios : |: e :&: para disjuncdo (V) e conjuncao (A).

utro tipo definido no arquivo pratica05.hs é
type Env = [(Name, Bool)]

O tipo Env ¢é usado como um ‘ambiente’ (environment) no qual sdo avaliadas proposigoes: ele consiste em uma
lista de atribuicao de valores-verdade a varidveis proposicionais. Usando esses tipos, sao definidas no arquivo
pratica05.hs as seguintes funcoes:

e satisfiable :: Prop -> Bool, que verifica se uma férmula é satisfazivel, isto é, se existe alguma
possivel atribuicao de valores-verdade as variaveis da férmula de modo que a férmula seja verdadeira.

Main> satisfiable (Var "P" :&: Not (Var "P"))

False

Main> satisfiable ((Var "P" :&: Not (Var "Q")) :&: (Var "Q" :|: Var "P"))
True
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e eval :: Env -> Prop -> Bool, que avalia uma dada proposi¢cao no ambiente dado. Por exemplo:

Main> eval [("P", True), ("Q", False)] (Var "P" :|: Var "Q")
True
e showProp :: Prop -> String, que converte uma porposicdo para uma notagao mais préxima da no-

tacao matemética usual. Por exemplo:

Main> showProp (Not (Var "P") :&: Var "Q")
"((NP)& Q)ll

e names :: Prop -> Names, que retorna todas os nomes de varidveis que ocorrem em uma proposicao.
Exemplo:

Main> names (Not (Var "P") :&: Var "Q")
["Pll’ ||Ql|]

e envs :: Names -> [Env] que gera a lista de todas as possiveis atribuicoes de valores-verdade para a
lista de varidveis dada. Exemplo:

Main> envs ["P", "Q"]
[[("P",False),("Q",False)],
[("P",False), ("Q",True)],
[("P",True), ("Q",False)],
[("P",True), ("Q",True)] 1]

e table :: Prop -> I0 (), que imprime a tabela-verdade de uma férmula.
Main> table ((Var "P":&: Not (Var "Q")) :&: (Var "Q":|: Var "P"))
P Q| ((P&(~Q))&(QIP))
oo | mmmmmm
FF | F
FT| F
TF | T
TT | F
e fullTable :: Prop -> I0 (), que imprime a tabela-verdade de uma férmualm incluindo os valores

verdade de todas as suas subformulas. (Nota: fullTable usa a fungdo subformulas, que voc6e ird definir
no exercicio 5, portanto, ela ndo funciona ainda.)

Main> fullTable ((Var "P":&: Not (Var "Q")) :&: (Var "Q":|: Var "P"))
PQ | ((Pe(~Q)&@IP)) (P&(~Q)) (~Q) (QIP)

- - | ___________________________________

FF I F F T F

FT|I F F F T

TF | T T T T

TT | F F F T

Exercicios

1. Escreva as seguintes formulas como Props (chame-as p1, p2 e p3 respectivamente, no seu programa):



(a) (PVQ)A(PVQ))
(b) (PVQ)A((=P)A(=Q)))
(© (PAQVR)A((=P)V(=Q)A((=P)V (=R))))

2. (a) Usando names, envs e eval, escreva a funcio tautology :: Prop -> Bool, que verifica se uma
proposicdo é uma tautologia. Teste essa fun¢io nos exemplos do exercicio (1) e nas negagoes de cada
uma dessas formulas.

(b) Defina dois testes QuickCheck para verificar que sua fung¢io tautology funciona corretamente. Use
como base os seguinets fatos:

Para qualquer férmula proposicional P,

i. ou P é uma tautologia ou —P é satisfazivel,
ii. ou P nao é satisfazivel ou =P nao é uma tautologia.

Nota: cuidado para ndo confundir a negagdo para valores do tipo Boolean (not) e a negacdo para
proposi¢oes, de tipo Prop (Not).

3. Vamos agora estender as representacao de proposicoes, assim como algumas fungoes definidas anterior-
mente, de maneira a considerar proposi¢oes formadas com os conectivos 16gico de implicagdo (:->:) e de
bi-implicagao (:<->:). Depois que voceé tiver implementado essas extensoes, as tabelas-verdade para esses
conectivos devem ser as seguintes:

Main> table (Var "P":->: Var "Q") Main> table (Var "P":<->: Var "Q")
PQ | (P->Q PQ | (P<—>Q)

- - | ______ - - | _______

FF | T FF | T

FT| T FT| F

TF | F TF | F

TT | T TT | T

(a) Estenda a definicdo do tipo de dado Prop de maneira a incluir os conectivos de implicagdo e bi-
implicacgao.

(b) Modifique as defini¢bes das fungdes showProp, names e eval de maneira a considerar proposi¢oes
construidas com esses conectivos. Teste suas defini¢oes imprimindo as tabelas-verdade acima.

(c) Defina cada uma das proposigoes a seguir como Props (respectivamente, proposi¢oes p4, p5 e p6 no
seu programa). Verifique se cada uma é ou ndo satisfazivel e imprima a tabela-verdade de cada uma
delas.

(@) (P=Q)N(P<Q))
(d) (P = Q)N (PA(=Q)))
() (P=Q)A(PA(-Q)V((P)AQ)))
(d) Abaixo da se¢do ‘exercises’ da pratica05.hs, na secdo entitulada ‘for QuickCheck’, vocé vai
encontrar uma declaragdo que comega com:

instance Arbitrary Prop where

Isso informa ao QuickCheck como gerar valores arbitrarios do tipo Prop de modo a realizar testes.
Para fazer com que o QuickCheck use os novos construtores, remova o comentario das duas linhas do
meio dessa defini¢ao:

-- , 1liftM2 (:->:) subform subform
—— , 1liftM2 (:<->:) subform’ subform’

Agora vocé pode testar as propriedades do exercicio (2b) novamente.



4. Duas féormulas sao equivalentes se elas tém sempre o mesmo valor verdade, para cada uma das possiveis
atribuicoes de valores-verdade as suas variéveis (e, é claro, se possuem o mesmo conjunto de variaveis). Em
outras palavras, duas féormulas sdo equivalentes se, em qualquer environment, elas sdo ambas verdadeiras,
ou sao ambas falsas.

(a) Escreva a fungdo equivalent :: Prop -> Prop -> Bool, que retorna True apenas se as duas
proposicoes dadas como argumento sao equivalentes. Por exemplo:

Main> equivalent (Var "P":&: Var "Q") (Not (Not (Var "P") :|: Not (Var "Q")))
True

Main> equivalent (Var "P") (Var "Q")

False

Main> equivalent (Var "R":|: Not (Var "R")) (Var "Q":|: Not (Var "Q"))

True

Vocé pode usar as funcoes names e envs para gerar os environments relevantes, e usar eval para
avaliar as duas proposicoes em cada environment.

(b) Escreva outra versdo da funcio equivalent, agora combinando os dois argumentos em uma nova
proposicao e usando a funcao tautology ou a funcao satisfiable.

(c) Escreva um teste QuickCheck para verificar que as suas duas implementagoes sdo equivalentes.

As subformulas de uma proposicdo podem ser definidas recursivamente do seguinte modo:

e Uma varidvel proposicional P tem como subférmula apenas ela prépria. Idem para as constantes T e F.
e Uma proposicao da forma =P tem como subférmulas ela prépria e todas as subfomulas de P.

e Uma proposicao da forma PAQ, PV Q, P — @, ou P < @ tem como subférmulas ela propria e todas
as subformulas de P e de Q.

A funcdo fullTable :: Prop -> I0 (), ja definida no arquivo pratica05.hs, imprime a tabela-verdade de
uma férmula, incluindo uma coluna para cada uma de suas subférmulas nao triviais.

Exercicios

3. Defina a funcao subformulas :: Prop -> [Prop], que retorna a lista de todas as subférmulas de uma
formula. Por exemplo:

Main> map showProp (subformulas p2)

"CPIQ&E(~PI&~Q))) ", " (RIQ","P","Q", " ((~P)&(~Q)) ", " (~P)", " (~Q) "]

(E necessério usar map showProp para converter proposigdo em um string; caso contrério seria mais dificil
visualizar o resultado.)

Teste as fungdes subformulas e fullTable para cada uma das proposi¢oes definidas anteriormente (p1 a
p6).



2 Exercicios adicionais

2.1 Formas Normais

Nesta parte do trabalho vamos obter diferentes formas normais para uma proposicao. Primeiramente, vamos
lidar com a forma normal negativa. Uma férmula esta na forma normal negativa se ela consiste apenas dos
conectivos V,A, letras porposicionais P, ou letras proposicionais negadas —P, além das constantes ¢ e f. Por-
tanto, a negacdo apenas é aplicada a varidveis proposicionais. Para transformar uma féormula para a forma
normal negativa, vocé pode usar as seguintes equivaléncias:

“(PAQ) & (P)V(-Q)
~(PVQ) & (P)A(=Q)
(P—Q) & (-P)vQ

(Po@Q) & (P=QNQ—P)
—(=P) < P

Exercicios

7. Defina a funcao toNNF : : Prop, ->Prop que transforma uma proposicao para a forma normal negativa.

8. Defina a funcao isNNF :: Prop ->Bool que determina se uma proposicao estd na forma normal negativa.
Use as funcoes de teste prop_NNF1 e prop_NNF2 para verificar se suas defini¢Oes estao corretas.

Agora vamos transformar uma formula para a forma normal conjuntiva. Isso significa que a formula é uma
conjuncdo de clausulas, onde cada clausula é uma disjungao de varidveis proposicionais (possivelmente negadas).

Vocé precisaré ter atencao especial ao caso das constantes t e f: elas proprias sao consideradas como férmulas
em forma normal conjuntiva, mas nao devem ocorrer em férmulas mais complexas em forma normal conjuntiva.
Essas constantes podem ser eliminadas usando-se as seguintes equivaléncias:

(PAt) < (tAP) < P
(PANf) & (FAP) & f
(PVt) < (tVvP) < t
(PVf) & (fvP) & P

Exercicios
9. Defina a fungao isCNF : : LProp ->Bool que determina se uma proposicao esti na forma normal conjuntiva.

Uma maneira comum de representar férmulas na forma normal conjuntiva é como uma lista de listas. Assim:

((AVB)A(CVD)VE)ANG <« [Ia,B]1,[C,D,E],[G]]

10. Pense como as constantes ¢ e f podem ser representadas como listas.
Dica: uma féormula em forma normal conjuntiva é verdadeira quando todas as suas clausulas sao ver-
dadeiras. Uma clausula é verdadeira se qualuger dos seus atomos é verdadeiro.

11. Escreva e fungio 1istsToCNF que traduz uma lista de lista de Props (que vocé deve supor que sejam
variaveis ou negacoes de varidveis) como uma Prop em forma normal conjuntiva.

12. Escreva e funcdo listsFromCNF que converte uma férmula em forma normal conjuntiva para sua repre-
sentacao como uma lista de listas de 4tomos.



Finalmente, vocé vai converter uma férmula Prop arbitraria em uma lista de listas. Vocé pode usar a seguinte
lei de distributividade (verifique que essa equivaléncia é valida usando fungdes que voé definiu anteriormente):

PV(QAR)& (PVQ)AN(PVR)
Ou, em uma versdo mais geral:

(PAAPA---APR)V(QiANQ2a A ANQn)

T
(PAVQOANPLVQ2)A(PLVQ3)A--A(PLVQn)A
(PoVQI)A(PoVQIA(PVQRI)A--A(PaVQn)A

(P V Q1) A (P V Q2) A (P NV Q3) A+ A (P V Qn)
Exercicios

13. Escreva a fun¢ao toCNFList que converte uma Prop em uma lista de listas, representando a formula em
forma normal conjuntiva.

Nota: transformar uma férmula para a forma normal conjuntiva tem custo computacional muito alto, especial-
mente para férmulas que envolvem grande nimero de bi-implicagdes («). Ao testar suas funcoes, escolha como
dados de teste féormulas nao muito complexas. Depois, teste sua fungao usando QuickChek, pela propriedade
prop_CNF.
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