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Forma Padrdo Solugdes Basicas Simplex
Defini¢oes Preliminares Notas
Conjunto Convexo
Um conjunto de pontos S é um Conjunto Convexo se o
segmento de linha juntando qualquer par de pontos em S é
completamente contido em S.
Convexo ou Nao ?
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Forma Padrio Soluges Basicas Simplex
Defini¢oes Preliminares Notas

Ponto Extremo

Em um conjunto convexo S um ponto P é um Ponto Extremo se
cada segmento de linha que fica completamente em S e contém P tem

P como final da linha.

Um Poliedro - Quais sao PEs ?
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Forma Padrao

@ Dizemos que um PL (Programa Linear) esta na forma padrao
se:
o todas as restri¢des sdo de igualdade
o todas as variaveis sdo nao negativas (> 0)
@ A conversdo de um PL qualquer para a forma padrao é feita com
os seguintes passos:
o para restri¢goes de < e > transformamos em igualdade através da
introdugdo de variaveis de folga
@ significado: falta ou ezcesso na igualdade
o varidveis que podem ser negativas sao substituidas por duas
variaveis, representando a parte positiva e negativa da mesma
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Definigdes Solugdes Basicas Simplex
Exemplo

3r1 + 229 > 6

I
3,%1 +2£E2 — 81 = 6

50z + 3523 < 80
I
50z + 3523 + s3 = 80

Definigdes Soluges Basicas Simplex
Forma Padrao

Exercicio

Coloque na forma padrao:

min :
3z1 + 2
s.a. :
T >3
ry +x2 <4
22}1 — T2 =
xy1,z9 >0

Notas
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Notas

Notas
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Forma Padrao

maz(ou min) :

Z =121 +Cx2 + ...+ CrTn
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o

s.a.
anzTi 12Tz ... AT =01
a21T91  A22T22 ... QT =by
Am1Tml  Am2Tm2 -+ OGmnpnTmn = bm
>0Viel,...,n
Definigdes Solugdes Basicas Simplex
Forma Padrao
Considere:
ail a12 ce. Q1n
a21 a/22 oo a2n
A=
ml  Am2 Amn
X1 bl
T2 b2
X = , b=
Tn bm

Entao o sistema de equagoes de qualquer PL pode ser escrito

como:
2
Ax=Db
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Definigdes Forma Padrio Simplex
Variaveis Basicas
Definicao

Em um sistema de equagbes com n variaveis e m restri¢oes definimos
como solugao basica uma solugdo onde temos:

m varidveis para as quais o sistema é resolvido, essas sao
chamadas Variaveis Basicas, as quais denotaremos
por VB

m —n o restante das variaveis permanece fixada em zero - as
Variaveis Nao-Basicas - VN B
Exemplo

T + T2 = 3
— T2 +x3 = —1

Verifique as solugoes para VB = {21, 25} e VB = {x9, 23}

Notas

Notas

Notas
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Variaveis Béasicas Notas

Todo conjunto de V' B permite a obtencao de uma solugao
bésica 7

ry +2z9 +x3 = 1
2x1 +4xo +as3

Tente BV = {z1,z2}

Definiges Forma Padréao Solugdes Basicas Simplex

Pontos Extremos e Solugoes Béasicas Notas
Factiveis

Definicao

Qualquer solugao basica onde todas as variaveis sdo
nao negativas ¢ uma Solugao Bdsica Factivel - SBF.

Teorema
Um ponto na regiao factivel de um PL é um Ponto Extremo

se e somente se ¢ uma Solugao Béasica Factivel para o PL.

Definigdes Forma Padrio Solugdes Basicas Simplex

Pontos Extremos Notas

mazx : 4xry +3x2

s.a.: xp  H+xg < 40
2$1 +$2 S 60
z1,72 > 0
U
maz : 4xry +3xo
s.a.: x +wxy +a3 = 40
2z +xa +x4 = 60
z1,%2,%3,74 > 0

10

Ex.: VB = {x1,z3} corresponde a qual ponto ? Qual o valor de z3, z2
e x4 na SBF desse ponto 7 %
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Pontos Extremos

1 +w2 +x3 = 40
2?61 +T2 +x4 = 60
T1,T2, 3,14 > 0

[ BV ] SBF | Ponto Extremo
T1,T2 x3 =x4 = 0,21 = x2 =20 E
1,3 zg = x4 = 0,21 = 30,23 = 10 C
T, T4 zo = x3 = 0,z1 = 40,23 = —20 —
xo,x3 | x1 =24 = 0,23 = —20,22 = 60 —
T2, T4 x1 =x3 = 0,22 = 40,24 = 20 B %
3,24 z] =z = 0,23 = 40,24 = 60 F
[
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Definigdes Forma Padrao Solugdes Basicas Simplex

PLs Degenerados

Degeneracao

Eventualmente, mais de um Conjunto de Varidveis Basicas pode
corresponder a um mesmo Ponto Extremo. Nesse caso dizemos
que o Programa Linear é Degenerado.

O impacto de solugoes degeneradas na resolucao dos PLs sera
discutido posteriormente.

Definigdes Forma Padrio Simplex
Direcao Ilimitada

Definicao

Em um PL com regiao factivel S e restri¢es Ax =b, x >0
dizemos que d é uma Direcao Ilimitada se para qualquer solugao
x € S e qualquer ¢ > 0:

z+edesS

Notas

Notas

Notas




Definigses Forma Padrio

Solugdes Basicas Simplex

Direcao Ilimitada

min: 50x; +100xy
s.a.: Tz +2xo —x3 =28
211 +12x2 —Ty = 24

1
1
d= 9

—_

4
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Definigdes Forma Padrdo Simplex
Pontos Extremos e Solugoes Factiveis
Teorema
Considere um PL na forma padrao com Solucoes Basicas
Factiveis
b1, by, ... by
Qualquer ponto x na regiao factivel do PL pode ser escrito no
formato:
k
x=d aF z O'ibi
i=1
sendo que d = 0 ou é a direcdo ilimitada e Zi;l o; = 1. I
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Definigdes Forma Padrio Simplex

Combinagoes Convexas de SBFs
Exemplo PL Limitado

mazr : 4ry  +3xz2

s.a.: T1 +z2 < 40
2r1  4xz2 < 60
z1,22 > 0

Ponto H (24,12) néo ¢ SBF.

Pode ser escrito como a combinagao
convexa de E e C:
H-06FE+04C

Ponto G também nao ¢ BFS.

Pode ser escrito como :
G=4F+2%H

FU 60 %
G=1F+5(0,6E40,40) !

6 6

Notas

Notas

Notas
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Combinacgoes Convexas de SBFs Notas
Exemplo PL Ilimitado

Try +2xo —x3 =28

2.T1 +12{E2 —T4 = 24
Descrevendo F' em termos de SBFs.

Diregao Ilimitada:

Inclinagao para ir de C' a F: %

2
4
d=1 2
52

Desse modo obtemos:

x=d+ by
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Definigdes Forma Padrdo Solugdes Basicas
O Algoritmo Simplex Notas

Passo 1 Converta o PL para a Forma Padrao.

Passo 2 Obtenha uma Solugao Basica Factivel (se

possivel) da Forma Padrao.

Passo 3 Teste de Otimalidade: Determine se a Solu¢ao

Basica é Otima. Se Otima PARE.
Passo 4 Caso nao seja 6tima - Mudanca de Base:

determine:
@ qual variavel ndo bésica ira entrar na base, com o

intuito de melhorar a fung¢ao objetivo;
@ qual variavel bésica ira sair da base.

Passo 5 Utilize as operagoes elementares para computar a

Nova Solugao Basica e volte para o Passo 3. I
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Definigdes Forma Padrio Soluges Basicas
Exemplo - Méveis Dakota Notas

A empresa Dakota fabrica Mesas, Armarios e Cadeiras. A

manufatura de cada um desses moveis utiliza madeira e dois
tipos de trabalho: acabamento e carpintaria. A necessidade de

cada recurso é dada abaixo:

Recurso Mesa Armario Cadeira
Madeira (m?) 8 6 1
Acabamento (horas) 4 2 1,5
Carpintaria (horas) 2 1,5 0,5

Tem-se disponivel 48 m? de madeira, 20 horas de acabamento e
8 horas de carpintaria. As mesas sdo vendidas por $ 60,

armarios por $ 30 e cadeira por $ 20. A empresa acredita que a
demanda por mesas e cadeiras é ilimitada, enquanto que no %

maximo 5 armarios serdo vendidos. wor
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e .
Moéveis Dakota

Notas
max z = 60x; + 30x2 + 20z3
st.: 8rp + 6xre + 3 < 48
dr + 2ry + 1,5x3 < 20
2x; 4+ 1,529 + 0,523 < 8
T9 < 5
r1,22,T3 >0
22 / 32
Definigdes Forma Padrdo Solugdes Basicas
Forma Padrao Notas
Linha
0 =z -60x -30x, -20x, = 0
1 8x,  +6x, +lx, +x, = 48
2 4x1 +2x2 -|-1,5x3 X = 20
3 le +1,5x2 +0,5x3 +x, = 8
4 x, +x, = 5
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Definigdes Forma Padrio Soluges Basicas
Primeira Solugao Basica Factivel Notas
Variaveis
Linha Bisicas
0 =z -60x, -30x, -20x = 0 2=0
1 8xv,  +6x, +lx, 4w, = 48 x=48
2 4x1 +2a¢2 +1,5x3 X = 20 x5=20
3 2x, +1,5x, +0,5x, + = 8 «x=8
4 x, +, = 5 «x=5

2 7

VNB = 21, 29,23

z =60z + 3022 + 2023
Quem entra ?

21 possibilita maior ganho por unidade e sera aumentado.
Até qual limite 7 uror
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Limite para Aumento de x;

Notas
Varidveis
Linha Basicas
0 z -60x -30x, -20x, = 0 2=0
1 8x  +6x, +lx, +x, = 48 x=48
2 4x,  +2x, +15%, +x, = 20 x=20
3 2, +1,5%, +0,5x, +x, = 8 x=8
4 x, +x, = 5 ”7=5
LIMITES
LiNHA RESTRIGAO  MAX z1
1 x4 =48 -8z 24 >0 48 /g
2 x5 =20 — 41 25 >0 20/,
*3 16 =8—211 26 >0 8/a
4 11 NAO APARECE xz7 >0 [e9)
* limite mais apertado -
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Definigdes Forma Padrdo Solugdes Basicas
Calculando a Nova Base Notas
Varidveis
Linha Basicas
0 =z -60x -30rv, -20x = 0 20
1 81] +(i:|r2 +lx, 4, = 48 x'=48
2 4x] +?.1r2 +l,5x“ +x, = 20 x,,=20
3 2x, +1,5x, +0,5x3 +X = 8| ,x, %
4 x, +x, = 5 x7=5
Na linha 3 a variavel xg saird da base e entrard a variavel ;.
PIVOTEAMENTO:
Executam-se as operagoes elementares para que 1 aparega com
coeficiente 1 nessa linha e com coeficiente 0 em todas as outras.
A linha 3 é dita linha pivo.
vror
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Definigdes Forma Padrio Soluges Basicas
Nova SBF Notas
Varidveis
Linha Basicas
0 =z +15x, -5x, +30x, = 240 2z=240
1 AR -4x, = 16 x=16
2 =, +0,5x, +x, 2%, = 4 x=4
3 x, +0,75x, +0,25x, +05x, = 4 x=4
4 x, o, = 5 x=5
E 6tima ?

Se ndo, quem entra e quem sai da base 7
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Pivoteamento
Varidveis
Linha Basicas
0 =z +15x, -5, +30x, = 240 2=240
1 A -4x, = 16 x=16
2 -x, +0,5x3 + -2x6 = 4| v %
3 x, +0,75x, +0,25;\c3 +0,5x, = 4 x=4
4 x, = 5 x=5
Definigdes Forma Padrdo Solugdes Basicas
Nova SBF
Varidveis
Linha Basicas
0 2 +5x, +10x, +10x, = 280 2=280
1 -2x, +x, +2x, 8%, = 24 x.=24
2 2%, +X, +2x, 4x, = 8 «x,=8
3 x, +1,25x2 -0,5.7(:5 +1,5x6 = 2 x1=2
4 x, +x, = 5 x7=5
fungdo objetivo: mazx z = —bdxg — 10z5 — 106

sem varidveis atrativas

SoLugio OTIMA (z1,...,23): (2,0, 8) g
BASE OTIMA (z1,...,27): (2,0, 8,24,0,0,5)

Definigdes Forma Padrio Soluges Basicas

Base Otima - Informacoes

Varidveis

Linha Bisicas
0 =z +5x, +10x,  +10x, = 280 2=280
1 -2x, 4, 420, 8, = 24 x=24
2 2x, +x, +2x, -dx, = 8 x=8
3 x, +1,25x, 05, +L5x, = 2 x=2
4 X, o= 5 x=5

Custo Reduzido (CR)
Indicado na linha 0 significa: quanto o aumento de uma unidade em
cada variavel pode reduzir a f.o. z

@ VB tem CR 0 na base 6tima

@ VNB (ex. x2) na base 6tima com 5 indica que aumentar x> em 1 pode %
diminuir em 5 unidades a f.o. =

Notas

Notas

Notas
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Base Otima - Informacoes

Notas
RESTRIGOES ATIVAS - Binding Constraints
Restri¢oes com variavel de folga igual a zero.
Varidveis  Var. Restrigdao
Linha Basicas Folga Original
1 -2x2 +x, -&»24;75 -st = 24 x4=24 x‘=24 +8x1+6x2+x3548
2 2x, +x, +2x,  -dx = 8 x=8 x=0 +4x+2v,+15x520
3 x +1,25x, -0,5x, +1,5x, = 2 x=2 x,=0 +2v,+15x,+0,55<8
4 x, +x, = 5 x=5 =5 %<5
As restrigoes 2 e 3, (horas de acabamento e carpintaria) sdo as
Gnicas que estao limitando o aumento do lucro.
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Definigdes Forma Padrdo Solugdes Basicas
Base Otima - Informacoes Notas

RESTRIGOES INATIVAS - Non-binding Constraints

Restricoes com variavel de folga > 0.

Varidveis  Var. Restrigio
Linha Bisicas  Folga Original
1 2%, w,  +20, 8%, = 24 x=24 x=24 +8x +6x +x,<48
2 -sz ) +2:|r5 -4xe = 8 x3=8 x5=0 +4x1+2x2+1,5x3520
3 x +1,25x2 -0,5J|r5 +1,5x; = 2 xl=2 x5=0 +2x1+1,5x2+0,5x358
4 x, +, = 5 x=5 «x=5 x,s5

As restrigoes 1 e 4, (qtd. de madeira e demanda de armérios)
sao restrigoes com folga. Ter mais madeira, por exemplo, nao

val permitir uma produgao maior.
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