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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, serao considerados alguns Problemas de Programacao de Hora-
rios (Timetabling). Wren[78] define esses problemas como:

“A alocacao, sujeita a restricoes, de recursos a objetos colocados no
espaco e no tempo, de modo a satisfazer, tanto quanto possivel, um
conjunto de objetivos desejaveis”

Estes problemas tém motivado diversas pesquisas no campo da Otimizagdo
Combinatoria e Inteligéncia Artificial. Neste trabalho, serdo apresentados os
principais tipos de Problemas de Programacao de Horarios (PPHs) encontra-
dos em institui¢oes de ensino. Apesar de que cada um desses problemas apre-
senta caracteristicas tinicas, os mesmos compartilham uma estrutura bastante
similar. Desse modo, a experiéncia adquirida na resolugdo de cada um desses
é, geralmente, facilmente generalizével para a resolu¢do de outros. De modo
mais abrangente, a adaptagao eficiente de técnicas genéricas como Programacao
Linear Inteira Mista (PLIM) e Metaheuristicas para PPHs também produz re-
sultados e conclusoes com reconhecida utilidade na resolucao de problemas fora
escopo dos considerados neste trabalho.

Neste trabalho serao revisadas algumas das principais técnicas de resolucao
de PPHs em instituicoes de ensino. Preferencialmente, foram selecionadas téc-
nicas genéricas. A apresentacao de algumas das técnicas inclui exemplos de suas
aplicacoes em PPHs, nesse caso, com énfase no Problema de Programacao de
Horéarios em Escolas (PPHE) .



Capitulo 2

Problemas de Programacao
de Horarios em Instituicoes
de Ensino

Problemas de Producdo de Quadros Horarios em Instituicbes de Ensino tém
sido bastante estudados nas ultimas décadas. Conferéncias regulares discutem
o tema no meio cientifico [17, 15, 16]. Algumas das razdes para esse interesse
sa0:

1. dificuldade de resolucao: encontrar um quadro de horarios que satis-
faca todos os interesses envolvidos é uma tarefa dificil, ademais, freqiien-
temente, a simples construgdo de uma quadro de horérios vélido ja é uma
tarefa complicada;

2. importancia pratica: como serd detalhado neste trabalho, a confeccao
de um bom quadro de horarios pode melhorar a satisfacdo do corpo do-
cente e permitir que a instituicdo de ensino seja mais eficiente na gestao
de seus recursos, além do mais, a programacao adequada das atividades
letivas permite um melhor desempenho dos alunos;

3. importancia tedrica: problemas deste tipo representam exemplos cléssi-
cos de problemas ‘“faceis de serem explicados e dificeis de serem resolvidos”,
de fato, os problemas apresentados neste trabalho constituem parte dos
problemas ditos NP-Completos ou NP-Dificeis[38], progressos na solugio
de problemas desse tipo s@o um dos grandes objetivos das pesquisas cor-
rentes em computagao, matematica e pesquisa operacional.

Uma maneira de lidar com (1.) é o aproveitamento de quadros de horarios anti-
gos: a cada ano, reutiliza-se o quadro de horarios anterior, realizando-se apenas
mudanc¢as minimas para acomodar as alteragoes requisitadas. Essa abordagem,
entretanto, é facilmente comprometida com alteragdes no corpo docente ou no
curriculo, por exemplo.

Neste trabalho os PPHs considerados sao divididos em trés tipos: Proble-
mas Programacio de Horarios em Escolas (PPHE), apresentados na sec¢do 2.3,
Problemas Programacio de Horarios de Cursos em Universidades (PPHU ), na
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secao 2.4 e Problemas de Programacao de Horarios de Exames em Universida-
des (PPHEU), na se¢do 2.6. Essa distin¢do néo é estrita, conforme discutido na
literatura|62], de modo que certos autores alertam para uma certa confusdo nos
nomes empregados na literatura. Em especial, sao encontrados virios PPHUs
e PPHESs bastante similares. Assim, os problemas considerados neste trabalho
correspondem a, casos tipicos selecionados pelos autores.

2.1 Otimizacao e Factibilidade

A dificuldade de producao de bons quadros de horarios advém, basicamente,
de dois pontos, como especificado em [35]. Primeiramente, tem-se a dificuldade
do tomador de decisdes em definir claramente quais as caracteristicas desejadas
no quadro de horarios. Por exemplo, como as aulas de um professor devem se
alocadas para que o mesmo fique satisfeito? Como as aulas de matemaética de-
vem ser distribuidas no decorrer de uma semana para que o aproveitamendo dos
alunos seja o maximo possivel? O qué constitui um quadro de horérios eficiente
para uma dada instituicdo de ensino? Estes problemas sdo geralmente proble-
mas com multiplos objetivos. N&o raramente esses objetivos sao conflitantes,
sendo que a definicao de cada um desses, bem como a sua importancia relativa,
¢ uma tarefa do tomador de decisées e do analista.

A outra dificuldade com os PPHs é puramente matematica: problemas desse
tipo sdo problemas de associacdo, de natureza combinatéria. Os métodos com-
putacionais exatos de resolucao existentes para PPHs geralmente trabalham
com enumeragao do espago de solugoes, mesmo que implicitamente, limitando
severamente o tamanho das instancias que podem ser resolvidas em tempos
computacionais razoaveis.

Considerando a modelagem de um PPH, inicialmente devem ser definidos os
requerimentos. Esses requerimentos devem ser expressos em termos de restri¢oes
do problema, que usualmente sao de dois tipos:

e restrigoes fortes: restricoes desse tipo devem ser satisfeitas a qualquer
custo, visto que nao é possivel a implementacao de um quadro de horarios
que ndo as satisfaca. A restricdo mais comum desse tipo é a ndo ocorrén-
cia de conflitos, como exemplo, considere a situacao inpraticidvel de uma
turma assistir a duas aulas ao mesmo tempo; restricoes fisicas também
sao desse tipo - a decisdo de em qual sala de aula serd dada um curso deve
considerar que a sala escolhida tera capacidade suficiente para comportar
a turma; desse modo, as restricoes fortes determinam o espago de busca
que serd considerado: somente solugoes que respeitam todas as restricoes
desse tipo sao consideradas factiveis; se o problema considerado consiste
em obter uma solucao factivel qualquer, entao esse denomina-se problema
de busca;

e restrigoes fracas: restricoes desse tipo sao aquelas cuja satisfagao é dese-
javel, mas caso nao seja possivel respeita-las, pode-se, ainda assim, imple-
mentar o quadro de horérios; restricoes fracas comuns sdo, por exemplo,
preferéncias de professores - um professor pode preferir dar aulas nos pe-
riodos da manha, mas eventualmente sera alocado no periodo da tarde
caso isso nao seja possivel ou caso interesses mais importantes estejam
envolvidos; no caso de programacio de exames (se¢do 2.6) uma restri¢do
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fraca comum é o espagamento dos exames para os alunos - com o objetivo
de minimizar o estresse, idealmente, cada exame de cada aluno deve ser
precedido por um certo nimero de periodos de folga; o atendimento das
restricbes fracas é a medida de qualidade de um quadro de horérios; se o
problema considerado consiste em encontrar uma solu¢ao que minimize a
violacao das restricoes fracas, tem-se entao um problema de otimizacao.

O conjunto de requerimentos, bem como o seu particionamento em restri¢des
fortes e fracas é bastante dependente da instituicdo de ensino e do sistema
educacional de cada localidade. Em geral os requerimentos podem ser divididos
em trés classes:

e organizacionais: relativos & instituicdo de ensino, nesse caso sao inclui-
dos os requerimentos que tratam da gestao de recursos, bem como do
atendimento da legislacao vigente, como:

— alocacao de salas: a realizacao de determinadas atividades letivas
exige salas com uma capacidade especificada, adicionalmente, alguns
cursos requerem laboratérios ou ginésios.

¢ pedagoégicos: pedidos importantes para o bom aproveitamento das aulas,
como:

— duracao das aulas: para a maioria das disciplinas é preferivel uma
distribuicao semanal uniforme das atividades ao invés da concentra-
cao de todas as aulas em um tnico dia, o que tornaria a atividade
cansativa;

— intervalos: determinados cursos envolvem tarefas de casa, de modo
que alguns dias de intervalo entre as aulas facilitam o acompanha-
mento dos alunos, no caso da Programagdo de Exames (secdo 2.6),

o oferecimento de intervalo de descanso para os alunos é um dos
principais requerimentos.

e pessoais: requisitados de acordo com as preferéncias e necessidades pes-
soais dos membros do corpo docente, alguns requerimentos desse tipo sao:

— preferéncias de horarios: alguns professores preferem os primeiros ou
altimos periodos;

— deslocamento: caso um professor lecione em vérios campi geografica-
mente distantes, alocacGes consecutivas em diferentes campi devem
ser realizadas prevendo um tempo de deslocamento entre esses;

Desse modo, os PPHs em instituicoes de ensino aparecem naturalmente como
Problemas com Multiplos Objetivos (PMOs). Uma possivel abordagem para
esses problemas é a utilizacao de métodos de otimizacao especificos para PMOs,
como o empregado em [20]. Nesses métodos, constrée-se um conjunto de solu-
¢oes ndo dominadas[7]. Com esse conjunto disponivel, o decisor pode selecionar
a solugdo que apresenta a melhor relacao entre os objetivos, de acordo com seus
critérios. Essa estratégia, no entanto, nao é pratica quando o nimero de ob-
jetivos & muito grande, visto que o conjunto de solugdes nao dominadas pode
crescer imensamente. De fato, na abordagem para programagdo de horarios de
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Carrasco & Pato[20], por exemplo, os diferentes objetivos sdo agrupados em
apenas dois.

Caso o decisor conhega claramente a relacdo de importancia entre os diferen-
tes objetivos, esses podem ser combinados em uma tnica funcao objetivo que
consiste em uma combinacao linear com pesos. Considere um problema com p
fungées objetivo: fi(x), f2(z), ..., fp(x), sendo que wy € R indica a impor-
tancia da k-ésima func@o objetivo. Assim, pode-se definir uma tnica funcéo
objetivo f(x) como:

f(z) =) wi. fulz)
k=1

Nos problemas considerados no restante deste texto serd suposto que os pesos
wg, sdo conhecidos, sendo informados como dados de entrada do problema.

2.2 Competicao Internacional de Programacao de
Horarios

Em 2002, a Metaheuristics Network[2] organizou uma competicio, a Internati-
onal Timetabling Competition (ITP)[55] de métodos de produgdo automatizada
de quadros de horarios. Nesta competicao os proponentes deveriam desenvolver
programas para resolver uma versao simplificada do problema de programagao
de cursos em universidades. O programa que produzisse a melhor solu¢do em
um tempo estipulado seria o vencedor. Essa atividade foi um marco bastante
importante para a pesquisa na area, visto que, tradicionalmente, poucos auto-
res realizavam experimentos computacionais comparando diferentes métodos de
solucio. Até entdo, era bastante comum a ocorréncia de publicagdes que com-
paravam os resultados computacionais com a solucao produzida manualmente
para o problema, um critério bastante impreciso. Essa situagdo ocorria prin-
cipalmente devido & ja mencionada diversidade de necessidades das diferentes
instituicdes de ensino. No caso do modelo considerado na ITP, sua qualidade
nao é ser genérico suficiente para modelar todos os casos existentes, mas sim
incorporar algumas caracteristicas que sao comuns & grande maioria dos pro-
blemas de programacao de cursos encontrados em universidades.
Recentemente, foi lancada uma nova edi¢do da competigio [1], nessa edicdo
sao consideradas trés categorias: Programacdo de Exames, Programacao de
Cursos Pés-Matriculas e Programacao de Cursos baseada em Curriculos.

2.3 Programacao de Horarios em Escolas

O Problema de Programagao de Horarios em Escolas (PPHE), também conhe-
cido na literatura como Problema de Programacao de Horarios Professor X
Turma (PPT) é um problema classico[41, 28, 38] de otimizagdo combinatoria
sendo provavelmente o problema mais conhecido dos problemas de programagao
de horarios. No Brasil, o problema corresponde ao problema de programacao de
horarios encontrado em escolas (5% a 8 séries) de ensino fundamental e ensino
médio. Nesse problema, cada professor deve lecionar um determinado ntimero
de aulas para cada turma em um conjunto de periodos. As alocacdoes devem
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ser feitas considerando-se a nao existéncia de conflitos, ou seja, cada professor e
turma deve se envolver com, no maximo, uma atividade letiva por periodo. Esse
problema, inicialmente abordado nos trabalhos pioneiros de Gotlieb [41, 28], tem
sido bastante estudado nas tltimas décadas. Revisoes de literatura podem ser
encontradas em [62, 74].

No PPT consideram-se os seguintes dados de entrada:

e P: conjunto de professores, com elementos p € P numerados como 1, ..., |P|;
e T: conjunto de turmas, com elementos ¢ € T numerados como 1,...,|T];

e D: conjunto de dias letivos, com elementos d € D numerados como
1,...,|D];

e H: conjunto de periodos letivos por dia, com elementos h € H numerados
como 1,...,|H|;

® R|p|x|r: matriz de requerimentos, onde r,; indica quantas aulas o pro-
fessor p deve lecionar para a turma t;

. ]5‘ P|x|D|x|H|: matriz de disponibilidade de professores, onde ppan = 1
indica que o professor p estd disponivel no dia d no periodo h, ppan = 0
caso contrario.

Adicionalmente, define-se a seguinte variavel de decisao:

. | 1 professor p lecionando para a turma ¢ em um dia d e horério h
ptdh 0 caso contrario

Com esses dados pode-se definir formalmente o problema de busca PPT
como:

encontre Tpiqn Vpe PteT,de D,he H (2.1)
sujeito a

S wptan = Fu VpePLeT (2.2)

deD heH
> apan < 1 VteT,deD,heH (2.3)
peP
> Tptan < Ppan VpE P, deDheH (2.4)
teT

Zptan € {0,1} VpePteT,de D,he H (2.5)

As restricoes 2.2 asseguram o cumprimento da carga horaria, 2.3 asseguram
a ndo ocorréncia de conflitos em horarios para turmas e 2.4 asseguram o respeito
a disponibilidade dos professores e a nao existéncia de conflitos em horérios para
professores.

Enquanto casos especiais do PPT podem ser resolvidos em tempo polino-
mial [75], a simples consideracao de restrigoes de disponibilidade, ou seja, o
caso de professores com ), D pcp Dpan < |D].|H|, coloca o PPT na classe de
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problemas combinatérios NP-Completos [36]. Em [26] é discutida a intratabili-
dade computacional do PPT devido a varios fatores cuja ocorréncia é bastante
comum em problemas reais, como pedidos relativos & duragao das aulas[70].

Como mencionado anteriormente, um grande nimero de requerimentos é
considerado em PPHs encontrados na pratica. Considerando o PPHE, ape-
sar dos diferentes modelos encontrados na literatura, alguns requerimentos sao
bastante freqiientes e serdo apresentados nos paragrafos seguintes.

Considerando-se requerimentos relativos ao corpo docente, geralmente de-
vem ser evitados “buracos” em dias letivos dos professores, ou seja, periodos de
inatividade entre periodos com atividade. Dias com poucas alocagoes isoladas
também devem ser evitados, favorecendo a construcao de quadros de horarios
compactos para professores, de modo que suas aulas concentrem-se em poucos
dias da semana. Essas questdes foram consideradas em [27, 61, 6, 25, 19, 32, 44,
8, 31, 56, 33]. Deve-se observar que restricoes desse tipo, desejaveis na maio-
ria dos casos, sao essenciais quando sao considerados professores que trabalham
em mais de uma instituicao, situacao bastante comum na realidade brasileira.
A compacidade de horarios para turmas geralmente ndo é considerada como
um critério para avaliacao da qualidade de um quadro de horéarios visto que,
na maioria das vezes, as turmas devem ter todo o seu horario preenchido com
aulas.

Do ponto de vista pedagoégico, restrigoes importantes tratam da distribui-
cao das aulas de um professor x turma no decorrer da semana: dependendo do
assunto lecionado, aulas com maior ou menor duracao em cada dia podem ser
necessarias. Em [33, 6], por exemplo, a distribuicdo das aulas de um professor
X turma no decorrer da semana é especificada por padroes de blocos com ta-
manhos variados, j4 em [27], de um modo mais especifico, determina-se quais
aulas devem durar um ou dois periodos (aulas geminadas). Em [61, 67, 66, 65],
especifica-se um nimero minimo de aulas geminadas para que as certas ativida-
des letivas sejam realizadas. De qualquer modo a existéncia de dias letivos com
muitas aulas de um mesmo assunto para uma turma deve ser evitada, seja atra-
vés da penalizacio dos chamados “agrupamentos”, como em [25], seja através
da remocao de horérios com essas caracteristicas do espaco de busca, como em
[11]. Alguns trabalhos também consideram a alocacdo uniforme de diferentes
contetidos em um mesmo dia, evitando na turma a sobrecarga de disciplinas
consideradas “dificeis”, ou de assuntos relacionados [27], como matemaética e fi-
sica. De modo semelhante, [33] divide as disciplinas em “principais”, no caso o
ensino da lingua nativa e matematica, e “subsidiarias”, no caso biologia.

Varias questoes logisticas também podem ser consideradas pela instituicao
de ensino. A ocorréncia de turmas com tamanhos variados pode requerer
que o programador de horarios decida também sobre a alocagdo de salas para
as atividades letivas, como em [33]. Em institui¢des de grande porte, onde
0s professores lecionam aulas em véirias localidades, possivelmente distantes,
determinadas seqiiéncias de aulas em um determinado dia podem ser infactiveis,
dada a impossibilidade de deslocamento do professor entre as salas de aula em
um tempo vidvel.
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2.3.1 O Problema de Programacao de Horarios Professo-
res X Turmas com restricoes de Compacidade

O Problema de Programacao de Horérios Professores x Turmas com restri¢gbes
de Compacidade é uma generalizagdo do PPT que considera aspectos praticos
importantes discutidos na secao anterior. Esse problema, apresentado inicial-
mente em [65] e posteriormente considerado em [67, 60], é aqui denotado por
PPTC. Os requisitos adicionais tratam da satisfagao dos professores com o qua-
dro de horéarios, especificamente a compacidade de horarios, e do atendimento
de requisitos pedagogicos, especificamente a duragdo das aulas. Com relagao
as restricoes fortes, além das consideradas no PPT, uma nova restriciao é in-
cluida: especifica-se um limite maximo diario para as aulas que um professor
pode lecionar para cada turma.

Sdo consideradas as seguintes restri¢oes fracas, cujo ndo atendimento sera
medido na funcao objetivo:

1. compacidade de horarios: o quadro de horérios de um professor deve se
estender por um ntimero minimo possivel de dias;

2. aulas geminadas: alguns professores requerem um nimero minimo de aulas
geminadas, em determinadas turmas, para a execugao dos contetudos;

3. “buracos” em dias letivos dos professores devem ser evitados;

A seguir serd apresentado o modelo formal do PPTC como um problema de
programacao linear inteira mista, utilizando uma versao ligeiramente modificada
da formulagio apresentada em [65], que considera os seguintes dados de entrada:

e P: conjunto de professores, com elementos p € P numerados como 1, ..., |P|;
e T: conjunto de turmas, com elementos ¢ € T numerados como 1,...,|T];

e D: conjunto de dias letivos, com elementos d € D numerados como
1,...,|DJ;

e H: conjunto de de periodos letivos por dia, com elementos h € H nume-
rados como 1,...,|H|;

® R|p|x|r: matriz de requerimentos, onde r,; indica quantas aulas o pro-
fessor p deve lecionar para a turma t;

® Pp|x|p|x|u|: matriz de disponibilidade de professores, onde ppan = 1
indica se o professor p esta disponivel no dia d no periodo h, ppan = 0 caso
contrario;

. ]V~1| P|x|T|: matriz de limites didrios de aulas, onde 7y indica o maximo
de aulas que o professor p pode lecionar na turma ¢ em qualquer dia da
semana, deve-se observar que como somente sao consideradas aulas simples
ou geminadas tem-se m,; € {1,2} Vpe P,te T ;

® G|p|x|7|: matriz de requisi¢oes de aulas geminadas, onde g, indica quan-
tas aulas geminadas, no minimo, sdo requisitadas pelo professor p, para
aulas com a turma t;
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/ r. . . A . ~ A .
. W| p|° vetor de pesos onde w, indica a importancia da nao ocorréncia de
buracos na agenda do professor p;

" "o, . . R .
. W| p|: Vvetor de pesos onde w,, indica a importancia de se oferecer uma
agenda compacta para o professor p;

"

. WP‘: vetor de pesos onde w;/ indica a importancia da satisfacdo dos
pedidos de aulas geminadas do professor p;

Dependendo da disponibilidade do professor, um subconjunto de periodos do
dia permitirdo a existéncia de aulas geminadas. Serad denotado por G,q C H o
subconjunto de perfodos na agenda do professor p no dia d com a propriedade
que Pptdh-Dptdh+1 = 1Vh € Gpq, ou seja, os periodos que podem ser o inicio de
uma aula geminada.

A seguir apresenta-se uma formulagio para o PPTC, aqui denotada por Fi,
onde a variavel de decisdo zpqp indica se o professor p estd dando aula para
a turma ¢ no dia d no periodo h (zpiar, = 1) ou ndo (zpian = 0). As varidveis
auxiliares vpq, bpq € gpr medem a violacdo das restricoes fracas relacionadas
A compacidade de horarios em numero de dias, nao ocorréncia de buracos e
satisfacdo de pedidos de aulas geminadas, respectivamente, como segue:
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minimizar Z Z w;,.bpd + Z Z w;.vpd + Z Z w;,//‘gpt (2.6)

peEP deD peEP deD peEPtET
sugeito a
S aptan = T VpEPLET (2.7)
deD heH
> apan < 1 VteT,deDheH (2.8)
pEP
prmh < Ppan VYpE P, deD,hec H (2.9)
teT
> aptan < vy VpEPteT,dED (2.10)
heH
Upa > Y Tpan VpEPdEDheH (2.11)
teT
Gpa < (H|+1) = (H|+1-h)>  apan Vp € P,d € D, KE1D)
teT
Gpy > h.Y Tpan VpEPdEDhEH (2.13)
teT
bpa > Gpy—Tpat+Vpa— Y D Tptan VpEPdED  (2.14)
teT heH
Yptah < Tpuan Vp € Pit € T,d € Db € Gya (2.15)
Yptah < Tprans1 VpE Pt € T,d € D, h € Gpa (2.16)
h+2 N
> < 1 VpePteT,deD,heGulh<|H| -1 (2.17)
h'/=h
Gt = Gp— Y. D Yptan VPEPEET (2.18)
deD he@pt
Zptan € {0, 1} VpePteT,dec D,he H (2.19)
Yptan € {0,1} Vpe Pt eT,de D,he G (2.20)
vpq € {0,1} Vp € P,d e D (2.21)
apq € {0,...,|H|} Vpe P,de D (2.22)
a,; €1{0,...,[H[} Vpe P,de D (2.23)
bpa € {0,...,|H| — 2} Vpe Pde D (2.24)

As restrigoes 2.7,2.8 e 2.9 ja foram apresentadas com o PPT. As restri¢oes
2.10 tratam do limite diario de alocagdes professor x turma. As varidveis vpq,
cuja ligagdo com as varidveis de decisdo é feita pelas restrigdes 2.11, indicam
se ha atividade letiva para o professor p no dia d. A medicdo do numero de
buracos na agenda do professor (restricoes 2.14) é feita nas variaveis bpq, con-
siderando as variaveis @pq € a,, (cuja amarragdo é feita nas restrigoes 2.12 e
2.13) que indicam, respectivamente, o primeiro e tltimo periodos do dia letivo
com alguma alocagdo. A existéncia de uma aula geminada para o professor p
para a turma t no dia d iniciando no periodo h é avaliada na varidvel ypiqn,
através das restricdes 2.15 e 2.16 ', as restricoes 2.17 garantem que nenhum

1A amarracdo das variaveis Yptdh COM as varidveis Tp¢qn utilizando menos restri¢goes do que
em [65] é possivel devido ao fato de que a funcdo objetivo assegura que sempre que necessario
e possivel o valor das varidveis y,:qn estard no limite superior para garantir os valores corretos
nas variaveis gp¢.
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periodo serd compartilhado por duas aulas geminadas. Finalmente, mede-se o
ndo atendimento do nimero minimo de aulas geminadas para um professor p e
turma ¢ em 2.18. As restri¢es restantes determinam o dominio das varidveis.

2.4 Programacao de Horarios de Cursos em Uni-
versidades

O Problema de Programacao de Cursos em Universidades (PPHU) consiste, ti-
picamente na determinacao do horério e local em que serao lecionados cursos
ou realizados exames em universidades. O segundo caso é bastante peculiar e
ser4 discutido na secao seguinte. No agendamento dessas atividades deve-se con-
siderar a utilizacao de recursos restritos, como salas de aula. Adicionalmente,
determinados horérios ou salas podem ser preferenciais para determinados pro-
fessores ou cursos. Essas preferéncias sao tratadas como restricoes fracas.

No PPHU, o conceito de turmas ¢ menos relevante do que no PPHE, visto
que a possibilidade dos alunos personalizarem o curriculo ¢ maior. Nao é inco-
mum, inclusive, alunos inscreverem-se em disciplinas em mais de um departa-
mento. Considerando a alocagdo de cursos, geralmente, o horario é construido
antes da matricula dos alunos, ja4 no caso da programacao de exames, tipica-
mente, a agenda é construida apo6s a inscricao desses.

Na II International Timetabling Competition, o problema de programacao
de cursos em universidades é dividida em duas categorias:

1. programacao de cursos pds-matricula: nesse caso, os alunos matriculam-
se nos cursos que gostariam de assistir; a programacao de horarios deve
entao ser construida de modo que os estudantes consigam assistir aos cur-
sos que escolheram;

2. programacao de cursos baseada em curriculo: nesse problema deve-
se realizar o agendamento em um conjunto de periodos semanal de varios
cursos considerando também a alocagao de um ntmero limitado de salas,
os conflitos entre cursos sao determinados de acordo com o curriculo dos
cursos e nao de acordo com as matriculas efetuadas.

O problema da categoria 2 apresenta varias semelhancas com o PPHE, de modo
que 0s comentarios dessa secao serao mais relacionados ao problema 1. O Pro-
blema de Programacdo de Cursos Pos-Matricula (PPCPM) considerado na II
ITP [52] considera os seguintes dados de entrada:

e n eventos que devem ser agendados um conjunto de periodos divididos
em dias;

r salas cada uma com sua capacidade especifica;

f conjunto de recursos que podem ser disponibilizados em uma sala;

s estudantes que desejam assistir um ou mais eventos;

a disponibilidade de cada evento - nem todos os eventos podem ser
agendados em todos os periodos;
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e um conjunto de requerimentos de precedéncia que informa que certos
eventos devem ser agendados antes de outros.

O objetivo é alocar um periodo e uma sala para cada um dos n eventos consi-
derados, respeitando as seguintes restrigoes fortes:

1. cada estudante deve assistir, no maximo, um evento por periodo;

2. a alocagao da sala deve respeitar sua capacidade e garantir que a mesma
prové os recursos suficientes para o evento;

3. cada sala deve receber no maximo um evento por periodo;
4. a disponibilidade dos eventos deve ser respeitada;

5. a precedéncia requerida entre os eventos deve ser respeitada.

Como restri¢oes fracas, consideradas na avaliagdo de um quadro de horérios,
considera-se:

1. estudantes ndo devem ser alocados para eventos nos tltimos periodos do
dia;

2. estudantes nao devem assistir mais que trés eventos por dia;

3. as alocagbes devem evitar que algum estudante tenha apenas um evento
agendado em um determinado dia.

2.5 O Problema de Alocacao de Salas

Um problema bastante comum em institui¢oes de ensino superior, que aparece
como decomposicao do problema anteriormente apresentado é a alocacao de au-
las préviamente programadas a salas, ou seja, resolve-se o problema tratado em
2.4 desconsiderando-se a alocacao de salas, o que serd posteriormente decidido.
Tal problema, conhecido na literatura inglesa como Classroom Assignment Pro-
blem, e aqui denotado por Problema de Alocacdo de Aulas a Salas (PAAS),
consiste em alocar aulas, com horérios de inicio e término previamente conhe-
cidos, a um numero fixo de salas.

No processo de alocacao de aulas a salas, sao observados varios requisitos,
sendo os mais comuns listados a seguir. Como restri¢des fortes considera-se:

e em uma mesma sala e horario nao pode haver mais de uma aula;

e uma sala nao pode receber uma turma cuja quantidade de alunos seja
superior & sua capacidade;

e algumas salas tém alguns horarios préviamente reservados para a realiza-
¢do de outras atividades e nesses horarios elas ficam indisponiveis.

Como restricoes fracas mais freqiientes, tém-se:

e certas aulas requerem recursos especiais, por exemplo, projetores multi-
midia, requerendo agsim salas que tenham esses recursos;
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e certas salas tém restrigoes de uso e a utilizacdo delas deve ser evitada
tanto quanto possivel. Em geral sdo auditérios, salas de defesa de tese e
ambientes mais sofisticados, os quais devem ser evitados;

e sempre que possivel, alocar a uma mesma sala alunos de um mesmo curso
e periodo; o atendimento a esse requisito visa, também, a diminuicao do
fluxo de alunos mudando de uma sala para outra, evento que aumenta
o nivel de ruido no ambiente e pode comprometer a realizacdo de outras
aulas que ocorrem no periodo de transicao;

e sempre que possivel, alocar todas as aulas semanais de uma turma de
uma disciplina a uma mesma sala; em geral, cada turma de disciplina tem
dois encontros semanais com seu professor. Como os alunos fazem varias
disciplinas por semestre, normalmente seis ou sete, seriam muitas as salas
para os alunos memorizarem;

¢ evitar alocar aulas de turmas pequenas a salas de maior capacidade. Esse
requisito é normalmente avaliado pela quantidade de carteiras vazias;

e sempre que possivel, deixar diariamente um horario vazio em cada sala,
para possibilitar sua limpeza.

De acordo com Carter e Tovey [24], o PAAS é, em seu caso geral, da classe NP-
dificil. Para sua resolucio e garantia de existéncia de solugio, sdo geralmente
criadas salas ficticias. A existéncia na solucdo final de uma aula alocada a uma
sala desta natureza indica que o responsavel pela alocacao das aulas as salas deve
negociar a realizacdo da aula em prédio de outra unidade académica. Alguns
trabalhos sobre 0 PAAS séo [24, 68, 63].

2.6 Programacao de Horarios de Exames em Uni-
versidades

No Problema de Programagao de Exames (PPE) tem-se um conjunto de alunos
que devem realizar um ou mais exames, os quais devem ser agendados em um
conjunto de periodos, que possivelmente estende-se por mais de uma semana.
O PPE é um problema combinatorio dificil, tipicamente encontrado em univer-
sidades, ocorrendo no contexto de exames de final de periodo, onde cada exame
corresponde a uma disciplina. Esse problema é enfrentado por instituicoes de en-
sino até 4 vezes por ano. Como reportado por Carter [22], a existéncia bastante
comum de disciplinas eletivas e a conseqiiente possibilidadade de personalizagao
da grade de horarios de alunos de acordo com preferéncias individuais torna o
problema bastante dificil de se resolver na pratica.

As alocagdes devem ser feitas de modo a evitar conflitos para alunos: ne-
nhum aluno pode ter mais que um exame agendado para o mesmo periodo.
Eventualmente essa restricao é relaxada e tem-se como objetivo a minimizagao
dos conflitos para estudantes. Adicionalmente, dentro do possivel, a agenda de
exames de cada aluno deve apresentar um certo espalhamento das atividades,
evitando-se a alocacdo de mais de um exame por dia e, especialmente, exames
em periodos consecutivos do mesmo dia. De modo genérico, [50] define uma
funcao que mede o nao atendimento do espalhamento de exames para alunos.
Seja x4 a varidvel binéria que indica se o exame i sera realizado no periodo ¢,
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Do ponto de vista tedrico, o problema de se definir uma programacao de exa-
mes sem conflitos pode ser visto como um problema, de coloracdo de vértices em
grafos [47], sendo considerado intratavel computacionalmente (NP-Completo)
no caso geral.

Os recursos limitados que tipicamente restringem a alocagdo simultanea de
alguns exames sao a disponibilidade de salas com capacidade adequada e a dis-
ponibilidade de supervisores de exames [22, 23]. Essa restricio, entretanto, pode
ser relaxada em determinadas situacoes, visto que salas com grande capacidade
ou exames com poucos alunos permitem a utilizacdo compartilhada de salas ou
supervisores.

No caso de as salas estarem distribuidas geograficamente em grandes areas,
deve-se considerar que na agenda de supervisores de exames,a alocagao de ativi-
dades em periodo préximos deve respeitar o intervalo de tempo necesséirio para
o deslocamento de supervisores entre as salas dos exames em questao[23].

Em [3] considera-se um PPE nao capacitado, ou seja, que néo leva em conta
a capacidade das salas. Nesse problema, o objetivo é espalhar os exames dos
alunos pelo conjunto de periodos. Nesse problema consideram-se os seguintes
dados de entrada:

e N: numero de exames;
e ;. exame,comi€el,... N

e B: conjunto de todos os N exames, com B =Fy,..., Ey

D: conjunto de dias;
e T ntumero de periodos disponiveis (em todos os dias);
e M: nuimero de estudantes;

e Cnxn: matriz de conflitos onde ¢;; indica quantos alunos devem realizar
tanto o exame 7 quanto o exame j;

Ainda, considere a variavel tx, que indica o periodo selecionado para o exame
k. Dessa forma, o PPE considerado em [3] é:

Y Fii)

minimizar %
sendo que
N
Fi(i) = Z ¢ij » prozimidade(t;, t;) (2.25)
j=it1
o 2°/2lti=til ge t; —t;] <5
proximidade(t;, t;) = {0/ cas|ozcongf‘°d;io (2.26)
sujeito a
N-1 N
Z Cij = )\(ti,tj) = 0 (227)
i=1 j=i+1
sendo que
. 1 se ti == tj
Altir 1) = { 0 caso contrdrio (2.28)
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A equacgio 2.26 computa a penalidade referente & alocacdo de exames muito
proximos (com menos de 5 periodos de distancia), de modo que penalidade
aumenta significativamente & medida que os exames tem menor distancia, sendo
que em 2.26 essa penalidade é multiplicada pelo niimero de alunos envolvidos
nesses exames. Conflitos sao estritamente proibidos, como mostra a equagido
2.27.



Capitulo 3

Producao Automatizada de
Quadros de Horarios usando
Heuristicas

O desenvolvimento de algoritmos para programacio de horarios que serdo utili-
zados no dia-a-dia das instituicoes deve considerar uma importante restricao: o
tempo de execucao. Apesar de que em muitas institui¢oes um tempo considera-
vel & disponibilizado para essa atividade de planejamento, alguns meses até, um
método que produza uma solugao de boa qualidade rapidamente serd sempre
preferivel a um que necessite um tempo computacional maior para produzir uma
solucao de qualidade equivalente. Ademais, uma caracteristica bastante dese-
jada em programas de programacao de horarios ¢ a interatividade, a visualizagao
rapida de uma solucao por parte do usuério permite que o mesmo identifique
possiveis problemas na solucao apresentada. Em muitos casos, a idenficagdo
desses problemas exige a modificacao dos dados de entrada e re-execucio do al-
goritmo de solucao. Esse processo pode se repetir varias vezes, tornando muito
importante a disponibilidade de um algoritmo rapido.

3.1 Heuristicas Construtivas

Nas heuristicas construtivas busca-se a obtencdo de uma solugdo inicial, pre-
ferencialmente factivel. No caso dos problemas de programa¢do de horéarios,
uma qualidade certamente desejada nas solucgbes iniciais é a nao existéncia de
conflitos. A construcdo de um quadro de horarios sem conflitos pode ser vista
como um Problema de Coloracdo de Grafos (PCG) [47], por essa razdo, grande
parte das heuristicas construtivas para programacao de horarios, consiste, ou
baseia-se fortemente, em heuristicas de coloracdo de grafos.

Para visualizar o problema de programacao de horarios como um PCG, con-
sidere que cada noé representa uma atividade, como uma aula, por exemplo,
que deve ser alocada a um periodo. O conjunto de periodos é o conjunto de
“cores” do grafo e dois nos sdo adjacentes caso correspondam a atividades que
nao podem ocorrer simultidneamente, como é o caso de duas aulas que devem
ser ministradas pelo mesmo professor. De modo geral, dois nés sdo considera-

18
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dos adjacentes caso disputem algum recurso nao compartilhavel, casos tipicos
envolvem também salas especiais, como um laboratério de informéatica ou um
ginasio de esportes.

Encontrar uma programacao de horarios sem conflitos, ou seja, uma colora-
¢ao factivel de um grafo utilizando um dado namero de cores (periodos), no caso
geral, é uma tarefa de grande dificuldade computacional. De fato, o problema
de coloragdo de grafos é um cléssico problema combinatério NP-Completo [38].
Desse modo, se o objetivo é a construcao rapida de uma solucdo sem confli-
tos, uma boa opgao é utilizagao de heuristicas, que em muitos casos praticos
podem ser suficientes para a construcdo de solugoes factiveis. Boa parte dos
trabalhos iniciais em programacao de horarios utilizava diretamente heuristicas
de coloragdo de grafos, como apontado em [22, 23|, sendo que as heuristicas
mais comuns desse tipo sdo heuristicas de seqiienciamento. Essas heuristicas
selecionam, passo-a-passo, um noé nao colorido do grafo e atribuem uma cor. Os
métodos apontados em [22] sio:

1. maior grau primeiro[73]: nos com maior grau (maior numero de vi-
zinhos) sdo coloridos primeiro, selecionando-se sempre a cor de menor
nimero que ndo cause conflitos;

2. maijor grau primeiro: preenchimento do topo[57]: do mesmo modo,
os nés sao ordenados por grau, percorre-se a lista alocando tantos noés
quanto possivel na primeira cor disponivel, volta-se para o inicio da lista
e inicia-se o preenchimento do préximo periodo, até que nao restem mais
nds sem cor;

3. maior grau primeiro recursivo: preenchimento do topo|[21]: simi-
lar ao anterior, exceto que na remocao de um né da lista o os graus dos
vértices ainda nao coloridos sao computados considerando-se o subgrafo
remanescente;

4. maior grau modificado primeiro[76]: nesse caso, considera-se que a
defini¢ao da cor de um né é critica se o mesmo for vilido para os seus
vizinhos, nesse sentido, utiliza-se a seguinte formula para o célculo da pri-
oridade pi(i) de alocagdo de um vértice i: p1(i) = > cn(;) d(j), onde
N (i) é o conjunto de nos adjacentes ao n6 i e d(j) € o grau de um vér-
tice j, posteriormente, os valores de p;(i) sao normalizados e computa-se
p2(i) = X jen)P1(J) e assim recursivamente pri1(i) = > cni) Pr(d)s
para todos os vértices ¢, até o ponto de estabilizacao; o autor demonstra
que essa estratégia apresenta melhores resultados que a estratégia “maior
grau primeiro”, considerando o nimero de cores utilizadas;

5. maior 1-grau modificado primeiro[34]: nesse caso utiliza-se apenas a
prioridade p; apresentada anteriormente, experimentos de [34] mostraram
que essa estratégia é melhor do que a estratégia “maior grau primeiro”,
sendo que a recursdo adicional em para pg(i), com k > 1 nao produz
melhora siginificativa;

6. menor grau por ultimo recursivo[53]: utilizando o principio conside-
rado em (1), de que os nés com menor grau so mais facilmente coloridos,

em cada passo um né de menor grau é removido e colocado no final de
uma lista, recomputa-se o grau do subgrafo remanescente e continua-se o
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processo até que a lista esteja completa, quanto entao inicia-se a coloragao
considerando o n6 do topo da lista;

7. menor grau por ultimo recursivo com troca [53]: considera-se uma
regra de troca, que aplica-se a qualquer uma das heuristicas “maior grau
primeiro”, procedendo do seguinte modo:

(a) o vértice 7, no topo da lista, é associado com a cor de menor namero
na qual nao ocorrerao conflitos, considerando as cores ja utilizadas;

(b) se um vértice 7 conflitar em todas as cores correntes, procura-se uma
cor ¢; na qual exista apenas um né j em conflito; se possivel, mude
a cor do vértice j; caso contririo tente uma troca bicromética do
seguinte modo: para toda cor r considere o conjunto C,. de vértices
com essa cor, se nenhum vértice em C, conflitar com 7 entao mude
a cor do vértice troque a cor de j para r e a cor dos vértices em C,
para cj, 0 que permite a atribuicdo da cor c; para o vértice i; se essa
troca nao for possivel, cria-se uma nova cor para o curso corrente e
continua-se a alocacao.

8. maior grau de saturagio primeiro recursivo [14]: os vértices nao
coloridos sao ordenados considerando-se primeiramente o numero de cores
em vértices adjacentes ja coloridos (o grau de saturagdo), como critério de
desempate utiliza-se o grau do vértice no subgrafo no colorido.

Métodos desse tipo tém a vantagem de serem geralmente muito répidos e con-
sumirem pouca memoéria. Em [37], por exemplo, é detalhada a experiéncia de
utilizacao de um algoritmo desse tipo para a construgao da programacgao de exa-
mes durante o final da década de 60, na universidade de Nottingham, quando
a aquisicao de um computador mais poderoso permitiu o agendamento de 651
exames, utilizando 12 Kilobytes de memoria RAM.

3.2 Busca Local

O proposito dos Métodos de Busca Local (BL) é a melhora de solugées. Iniciando
com uma solugao provida por algum método construtivo, como os apresentados
na secao 3.1, esses métodos exploram um conjunto de solugoes, denominadas
solucoes vizinhas, procurando solucdes melhores.

Idealmente, a solucao inicial recebida é uma solucao factivel. No entanto,
como visto anteriormente, ndo se conhece um algoritmo eficiente, com comple-
xidade de tempo polinomial, para a construcdo de uma solucdo sem conflitos
para o caso geral do problema de programacao de horérios. Desse modo, a abor-
dagem mais usual é a relaxacao das restrigoes de dificil atendimento, como é o
caso dos conflitos. Essas restricoes sao dualizadas, isto é, embutidas na funcgao
objetivo. Assim, mede-se o ndo atendimento de algumas restri¢oes fortes, com
penalidades suficientemente grandes associadas.

Um conceito chave em BL é o de movimento. Um movimento é uma alte-
racao possivel em um solugao. Em um quadro de horarios, por exemplo, um
movimento pode ser a troca de periodo de uma aula de um professor. A defini¢io
de vizinhanga decorre da definigio anterior: a vizinhanga A (s) de uma solugiao
s & o conjunto de todas as solugoes que podem ser alcancadas, partindo-se de s,
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com a aplicagao de um tnico movimento. Em PPHs tipicos de instituigoes de
ensino, as solucoes factiveis encontram-se bastante distantes umas das outras,
ou seja, movimentos que realizam pequenas alteracoes no quadro de horarios
tém pouca chance de encontrar solucoes melhores. O procedimento da se¢ao 3.3
contorna esse problema através da descoberta de cadeias de movimentos que se
realizados juntamente produzem uma solucao melhor.

3.3 Procedimento Intraturmas-Interturmas

Intraturmas-Interturmas (II) é um procedimento de busca local baseado em
caminhos minimos, proposto em [64].

Seu funcionamento sera mostrado tendo por base o PPTC, conforme definido
na secao 2.3.1. Considere os requerimentos do PPTC:

(a) um professor ndo pode ministrar aula para mais de uma turma ao mesmo
tempo;

(b) uma turma ndo pode ter aula com mais de um professor em um mesmo
horério;

(c) cada professor ¢ tem que cumprir sua carga horaria semanal 7;; para cada
turma j;

(d) um professor ndo pode ser alocado a um horério no qual nao esteja dispo-
nivel;

(e) uma turma nao pode ter mais do que u;; horarios diarios de aula de uma
mesma matéria;

(f) atendimento ao maior ntiimero possivel de aulas geminadas para os profes-
sores que as requererem;

(g) a agenda dos professores deve ser tdo compacta quanto possivel.
Considere, também, as seguintes definigoes:

Inviabilidade: um quadro de horario de professores que nao satisfaz a pelo
menos uma das restrigdes fortes (a), ..., (e) é considerado inviavel.

Inviabilidade do tipo 1: um quadro @) de horario de professores se diz in-
viavel do tipo 1 se, em pelo um horario, uma das condicoes a seguir for
satisfeita:

e existe turma tendo aula com mais de um professor (restri¢ao (b) ndo é
verificada);

e existe uma turma sem aula.

Inviabilidade do tipo 2: Um quadro @ de horario de professores se diz in-
viavel do tipo 2 se a restri¢io (e) nao for satisfeita para algum professor.
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Um quadro de horério de professores é representado como uma matriz Qp,xp,
onde m é o nimero de professores e p ¢ o numero total de periodos (p =
|D| .+ |P|, considerando a notacdo de 2.3.1) de valores inteiros, onde em cada
linha ¢ de @ representa-se a alocacao semanal do professor ¢. Cada elemento
gir € {—1,0,1,2,...,n} indica a atividade do professor i no horario k. Valo-
res negativos indicam que o professor estd indisponivel, enquanto valores nulos
indicam inatividade no horéario.

Um quadro de horario é avaliado pela seguinte fun¢do, a qual deve ser mini-
mizada:

Q) =wx f[1(Q) + 6 x f2(Q) + p x f3(Q) (3.1)

em que as duas primeiras componentes mensuram o nivel de inviabilidade dos
tipos 1 e 2, respectivamente, e a terceira, o nivel de satisfagao dos professores
com relagao ao atendimento de seus requisitos pessoais.

w, 0 e p s@o pesos que refletem a importancia relativa de cada uma das
componentes de f. De forma a gerar uma estrutura hierarquica, tais pesos sdo
escolhidos satisfazendo a condi¢do: w > § > p.

O nivel de inviabilidade do tipo 1 de Q, f1(Q), ¢ mensurado somando-se,
para cada horério k: (a) o ntmero de vezes I, que uma turma estd sem atividade
no horério k; (b) o ntumero de vezes s que mais de um professor da aula para
uma mesma turma no horéario k.

P
F(Q) =k + sx) (32)
k=1
Com relacdo ao nivel de inviabilidade do tipo 2, o quadro @ é avaliado
somando-se o nimero de vezes e; que a restricio (e) ndo é atendida para cada
professor 17, isto é:

A satisfacdo ao atendimento dos requisitos pessoais dos professores ¢ medida
com relacdo a compacidade do quadro de horarios (restrigdo (g)), bem como ao
atendimento do nimero de aulas geminadas requeridas (restri¢do (f)). Mais
precisamente,

m
’

f3(Q) = (w; x bi+w, xvi+w, xg;) (3.4)
=1

sendo w; ,w; ew,; pesos que refletem, respectivamente, a importancia relativa do
namero de buracos b; (horarios ociosos entre dois horarios de aula de um mesmo
turno), do ntamero de dias v; na semana que cada professor esté envolvido em
alguma atividade de ensino em um mesmo turno e da diferenca nao-negativa g;
entre o nimero minimo requerido de aulas geminadas e o efetivamente existente
na agenda corrente de cada professor i, como segue:

g; = max {O, geminadaS(Q:equermo) — geminadas(Qf‘”"”eme)}

O procedimento Intraturmas-Interturmas (II) é acionado quando uma so-
lucao sem inviabilidade do tipo 1 est& disponivel. Primeiramente, ele procura
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restaurar a viabilidade do quadro de horéario, isto €, zerar a parcela fy da fun-
¢do objetivo (3.1). Se bem sucedido, ele tenta, numa segunda etapa, melhorar
os requisitos de qualidade exigidos para o quadro de horario, navegando no es-
paco das solucOes vidveis, isto é, ele tenta diminuir o valor da componente f3
respeitando as restrigoes fortes (a),. .. ,(e).

Como a forma de atuacao de II tanto para restaurar a viabilidade quanto
para melhorar um quadro de horario viavel é semelhante, ¢ mostrado seu prin-
cipio de funcionamento apenas para o segundo caso.

3.3.1 Procedimento Intraturmas

Suponha disponivel, entdo, uma solu¢ao sem inviabilidade.

Assim, dado um quadro @ de horario de professores nessas condigoes (f1(Q) =
f2(@) = 0), define-se o grafo da turma j por G; = (V}, A4;), onde V; & o conjunto
dos horéarios reservados para a turma j e A; é o conjunto dos arcos orientados
definido conforme a seguir:

A; = {(k,fc) : o professor que leciona para a turma j no horario k esta
disponivel no horario k e a restri¢io forte (e) é respeitada no horario & }

A cada arco (k,k) € G; associa-se um custo Af;(k, k), o qual representa a
variacdo do custo de se transferir o professor i do horario k para o horario k,
tendo em vista a componente f3 da fungio objetivo (3.1). Desta forma, o custo
¢é obtido calculando-se a diferenca entre os valores da funcao objetivo, relativa
ao professor, nas configuragbes nova e antiga, isto é:

Afik, k) = fi(k) = fi(k) (3.5)
sendo f(.) = (p % f3)(.)

A Tabela 3.1 mostra um fragmento de um quadro @; de horario de profes-
sores. Cada linha i representa um professor (i = P1, P2, P3, P4) e cada coluna
k um horario (k = H1, H2, H3, H4, H5) de um mesmo dia. Cada elemento g¢;
desta tabela representa a atividade do professor ¢ no horario k. A, B, Ce D
sdo turmas. Um traco (—) significa que o professor esta indisponivel, enquanto
uma célula vazia indica que ndo hé atividade no horario. A coluna f; indica
o valor da funcéo objetivo de cada professor, calculada conforme (3.1) e (3.4),
comp=1,w, =1ew =w =0Vi Paraesse quadro de horario, tem-se
(@) =fpi+fra+fra+frPa=1+1+0+0=2.

Tabela 3.1: Quadro Q¢

Ml | H2 | 03 | 04 | 15 12
Pl A B | B 1
P2 B | C A A 1
P3 B|A|C|B 0
PA[C|A|C|D]| - 0

A Figura 3.1 ilustra G4, o grafo de horarios da turma A. Cada horario
é representado por um vértice, ao qual estd associado um professor. O arco
(H1, H5) de custo —1 indica, por exemplo, que se o professor P1 mudar sua aula
do horario H1 para o horario H5, haver4 uma diminui¢ao no valor da sua funcgao
objetivo de 1 unidade (Afp1(H1, H5) = fp1(Hb5) — fp1(H1) =0—1=—1).
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P1 P2

P2

Figura 3.2: G4, Grafo da Turma A apds os movimentos

Para encontrar um quadro de horario com um valor menor para a fungao
objetivo 3.1, ¢ suficiente procurar um ciclo de custo negativo em G;. Observa-se
que a existéncia de um ciclo garante a re-alocacao de todas as aulas nele envolvi-
das, preservando o atendimento as restriges fortes (a), ..., (d). O atendimento
a restricdo forte (e) serd discutido mais adiante.

No exemplo em questéo, a sequéncia de arcos {(H1, H5), (H5,H3),(H3,H1)}
forma um ciclo de custo total —1 (= —1 + (—1) + 1). Tal sequéncia, por en-
volver aulas de uma mesma turma, define um conjunto de movimentos ditos
intraturmas.

A Tabela 3.2 mostra @}, o quadro de horario dos professores ap6s os mo-
vimentos e a Figura 3.2 ilustra G'4, o novo grafo de horarios da turma A. Em
funcio dos movimentos promovidos em G 4, 0 novo quadro @} tem fungio ob-
jetivo dada por f(Q)) = fp1+ fr2+ fps+ fPa=0+0+1+0=1.

Tabela 3.2: Quadro Q]

Hi | H2 | H3 | 04 | H5 7
Pl B | B | A 0
P2 B | C | A A 0
P3| A | B C | B 1
Pi|[C | A | C|D] - 0
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Figura 3.3: Exemplo de ciclo de custo negativo que nao representa melhora no
valor da funcdo objetivo

Apos a atualizagdo do quadro de horario e do grafo correspondente da turma
A, procura-se pela existéncia de novos ciclos de custo negativo.

Como pode ser visto pela Figura 3.2, nao existem mais tais ciclos no grafo
G4 do exemplo considerado. A idéia, entdo, é repetir o procedimento para uma
outra turma e assim sucessivamente até que nao seja mais possivel melhorar o
quadro de horario dos professores através de movimentos intraturmas.

A existéncia de um ciclo de custo negativo pode, todavia, ndo garantir me-
lhora no valor da funcao objetivo, assim como pode gerar solugoes invidveis do
tipo 2, conforme exemplifica-se a seguir.

A Tabela 3.3 representa um fragmento de um quadro @2 de horério de
professores, de 2 dias com 5 horarios cada. A funcdo objetivo f é avaliada
conforme (3.1) e (3.4), com p =1, w; = 1, w, = 2 e w;, = 0 Vi (Lembre-se
que partiu-se do pressuposto que um quadro vidvel estava disponivel, isto é, que
f1(Q2) = f2(Q2) = 0). A este quadro de horério estd associado uma funcgéo
objetivo com valor f(Q2) = fp1+ fra+ frs+ fPa=b+4+4+2=15.

A Figura 3.3, que ilustra o grafo de horarios da turma A relativo a este
quadro, mostra que existe um ciclo de custo -1 (= =1+ 0+ 0+ 0).

O quadro Qj resultante (Tabela 3.4) mostra que, na realidade, o valor da
func¢do objetivo aumentou em 1 unidade (f(Q%) = fp1 + fr2 + fr3 + fPs =
6+4+4+2=16), ao invés de diminuir de uma unidade, conforme se esperava.

Qutra situagio que pode ocorrer esté exemplificada pela Figura 3.4. Supondo
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P1

dial dia 2 dia 3

Figura 3.4: Exemplo de ciclo de custo negativo que produz inviabilidade do tipo
2

que cada professor possa ministrar no maximo dois horarios de aula por dia para
cada turma, sdo possiveis 0os movimentos das aulas dos horédrios H6 ¢ H11 para
o dia 1, tomados individualmente. No entanto, se os arcos correspondentes a
esses movimentos fizerem parte de um mesmo ciclo de custo negativo, tal como
o mostrado na Figura 3.4, a viabilidade nao estara garantida.

Essas situacdes, entretanto, s6 ocorrem quando um mesmo professor parti-
cipa em mais de um arco no ciclo. Assim, faz-se necessario checar a viabilidade
e o valor da funcao objetivo apds os movimentos candidatos. De forma a encon-
trar outros ciclos de custo negativo em um grafo nessas condicoes, procede-se
como segue: Escolhe-se um arco qualquer do ciclo, (k, k) € G, inserindo-o em
uma lista L de movimentos proibidos. A seguir, atualiza-se o grafo da turma
sob avaliagdo, excluindo de G; os arcos pertencentes & L, e procura-se outro
ciclo de custo negativo. Quando nao mais for possivel encontrar ciclos de custo
negativo, passa-se para uma outra turma e zera-se a lista L.

O procedimento iterativo Intraturmas analisa, a cada vez, uma turma. Para
cada turma j constréi-se seu grafo G; e aplica-se um algoritmo para detectar
ciclos de custo negativo. Enquanto houver ciclo de custo negativo que melhore
o valor da funcao objetivo e nao produza inviabilidade, sao realizados os movi-
mentos e atualizados o quadro de horario e o grafo G;. Inexistindo mais tais
ciclos no grafo da turma j parte-se para uma nova turma. Esse procedimento
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¢é encerrado quando nenhum movimento de melhora for possivel para todas as
turmas. O procedimento Intraturmas, descrito na Figura 3.5, formaliza esse
mecanismo.

procedimento Intraturmas(Q, f(.))

1 j<1; {Nuamero da turma}

2  novarodada — false ;

3 enquanto (j < n ) faca

4 enquanto ( houver ciclo de custo negativo em G;

5 que melhore o funcdo objetivo

6 e ndo viole a viabilidade ) faca

7 Atualize G e 0 Quadro de Hordrio da turma j ;
8 novarodada < true ;

9 fim-enquanto;

10 se ( novarodada = truee j=n)
11 entao

12 j—1;

13 novarodada «— false ;

14 senao

15 je—3+1;

16 fim-se;

17 fim-enquanto;
fim Intraturmas;

Figura 3.5: Procedimento Intraturmas

3.3.2 Procedimento Interturmas

Ao final do procedimento Intraturmas podem restar, ainda, arcos de custo ne-
gativo nos grafos das turmas. A Figura 3.6, que considera os grafos de duas
turmas, j e 7, ilustra tal situacao.

Nesta figura, ha um arco de custo negativo na turma j, de k a k, a saber
c;(k, k), sinalizando que podera haver uma melhora no valor da funcdo objetivo
se o professor i tiver sua aula do horario k transferida para o horario k.

Esta transferéncia, entretanto, nao pode ocorrer porque o professor 7, do
horério k, ndo esta disponivel no horario k& (Neste horario, ele esta lecionando
para a turma j).

A idéia, entdo, é trocar o horario dessas aulas do professor 7, de forma a
permitir a procura de um ciclo de custo negativo envolvendo os grafos das duas
turmas, conectados nos horarios k e k.

Seja c¢;(k, k) o custo do caminho minimo de k a k em G;. A existéncia de um
ciclo de custo negativo envolvendo as duas turmas pode ser observada verificando
se a condigio c;(k, k) + c;(k, k) < 0 ¢ satisfeita ao transferir o professor 7 da
turma j para a turma 7 no horario k e da turma 7 para a turma j no horéario k
. Observa-se que nao hé custos envolvidos na transferéncia de um professor de
uma turma para outra em um mesmo horario (arcos de custo nulo da Figura
3.6).
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i ¢, (k. k) <0 |
k ‘@ Turma j

Figura 3.6: Grafos das turmas j e 7 resultantes do procedimento Intraturmas

Desta forma, para cada arco (k,k) € G;, de custo negativo, pesquisa-se a
existéncia de um ciclo de custo negativo envolvendo esse arco de G, o grafo G e
os arcos de custo nulo que os conectam. Esta sequéncia de arcos, por envolverem
turmas diferentes, define os chamados movimentos interturmas. Assim como em
Intraturmas, faz-se necessario checar a viabilidade e o valor da funcéo objetivo
antes e depois dos movimentos candidatos.

O procedimento Interturmas, descrito na Figura 3.7, formaliza essa idéia.

Observa-se que toda vez que o Interturmas produz uma solucao melhor, o
procedimento Intraturmas é novamente acionado (linha 12 da Figura 3.7). Isso
se deve ao fato de que o quadro de horario dos professores podera ser melhorado
com movimentos intraturmas, em funcao das alteracées promovidas nos quadros
de horario das turmas j e 7.

3.3.3 Procedimento I1

O procedimento II consta de dois procedimentos, os quais sao usados em con-
junto. O primeiro, Intraturmas, realiza somente movimentos intraturmas e sua
aplicagdo resulta em n grafos G;, Vj = 1,...,n, com, possivelmente, arcos de
custo negativo. O segundo, Interturmas, realiza movimentos interturmas envol-
vendo esses arcos de custo negativo e aciona Intraturmas sempre que ha uma
melhora no valor da funcao objetivo.

Conforme mencionado anteriormente, o procedimento 11 é acionado tao logo
haja uma solugao sem inviabilidade do tipo 1. IT atua em duas etapas: primei-
ramente, ele tenta recuperar a viabilidade. Sendo bem sucedido, ele tenta, em
uma segunda etapa, melhorar os requisitos de qualidade do quadro de horério.
Na primeira etapa II usa somente a componente fo da funcdo objetivo como
funcao avaliadora dos custos dos movimentos, isto é, a expressao 3.5 é avaliada
tomando-se unicamente f(.) = f2(.). Na etapa seguinte a expressao 3.5 volta a
ser avaliada usando-se a func¢éo 3.1, no caso, tomando-se f(.) = (p* f3)(.), uma
vez que f1(Q) = f2(Q) =0.

O algoritmo II encontra-se descrito pela Figura 3.8.
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procedimento Interturmas(Q, f(.))
1 j«<1; {Namero da turma}

2 novarodada — false ;

enquanto ( j < n ) faca

3

~N O Ut~

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

para ( todo arco (k,k) € G; de custo negativo ) faca
Seja 7 o professor do horario k ;
Seja 7, 7% j, a turma na quel 7 estd em atividade no hordrio k
Seja cj(k,k) o custo de se transferir, na turma j,
a aula do hordrio k para o hordrio k ;
Seja c;(k, k) o custo, na turma 7, do caminho mi nimo
entre k e k ;
se (c;j(k,k) + c;(k, k) <0
e funcdao objetivo melhorar
e viabilidade nao for violada ) entdo
Atualize G e 0 Quadro de Hordrio da turma j ;
Atualize G5 e 0 Quadro de Hordrio da turma J ;
Aplique o Algoritmo Intraturmas ;
novarodada «— true ;
fim-se;
fim-para;
se ( novarodada = true e j=n)
entao
g1
novarodada — false ;
senao
Je—=J+1L
fim-se;

23 fim-enquanto;
fim Interturmas;

Figura 3.7: Procedimento Interturmas

Tabela 3.3: Quadro Q-

)

29

H1 | H2 | H3 | H4 | H5 || H6 | H7 | H® | H9 | H10 fi
P1| A A A 5
P2 A B B A 4
P3 A A A 4
P4 A A 2

Tabela 3.4: Quadro Q5

H1 | H2 | H3 | H4 | H5 || H6 | H7 | H® | H9 | H10 fi
P1| A A A 6
P2 A A B B 4
P3 A A A 4
P4 A | A 2
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procedimento 171(Q, f(.))
Seja @ solucao inicial satisfazendo f1(Q) = 0;
Seja @Q* a melhor solucao resultante de II;
se (f2(Q) # 0) entdo

Q — Intraturmas(Q, f2);

se (f2(Q) # 0) entdo Q — Interturmas(Q, f2);
fim-se;
se (f2(Q) = 0) entéo

Q — Intraturmas(Q, f3);

)

0~ O O Wi =

)

Q — Interturmas(Q, f3);
10 fim-se;

11 Q" — @

12 Retorne Q*;

fim I7;

©

Figura 3.8: Procedimento 11

30
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3.4 Metaheuristicas

Nesta secao serao comentadas algumas técnicas genéricas que tém sido aplicadas
com sucesso[18] na solucdo de diversos problemas de programagio de horarios.
Voss [72] define esses métodos como:

Uma metaheuristica é um processo mestre iterativo que guia e mo-
difica operagoes de heuristicas subordinadas para a producao de so-
lucdo de alta qualidade. Este processo pode manipular uma (ou
multiplas solugdes completas (ou incompletas) a cada iteracdo. As
heuristicas subordinadas podem ser procedimentos de alto (ou baixo)
nivel, ou uma busca local simples ou simplesmente um método de
construcao.

3.4.1 Busca Tabu

O método de Busca Tabu, proposto independentemente por Glover [39] e Hansen
[43] faz uso explicito de estruturas de memoria para guiar métodos de descida
de modo que esses continuem a exploracao mesmo na auséncia de movimentos
de melhora. O Algoritmo 1 apresenta uma versdo simplificada de uma imple-
mentacdo comum do método de Busca Tabu.

Entrada: s° // solugio inicial
Saida: s* // melhor solu¢do encontrada
15« 8%
2 5%« sY;
3 enquanto (Critério de parada nao satisfeito) faga
4 Dada uma fungio de vizinhanca A/, lista tabu 7 e um critério de
aspiracio encontre a melhor solugio admissivel s’ € N (s);
s — s%;
insira a solu¢do s (ou um atributo, ex.: movimento realizado) na lista
tabu 7
se f(s) < f(s*) entao
8 §* «— s;
fim
10 atualize a lista tabu 7
11 fim

Algoritmo 1: Algoritmo de Busca Tabu

Hertz [44] propos métodos de busca tabu para a geracdo de horarios em
universidades baseados em uma implementagao prévia [45] do método para co-
loragao de grafos. Uma peculiaridade dessa proposta é a decisao de colocar a
violagao de algumas restrigoes fracas fora do espago de busca (qualquer solugio
sempre satisfard essas) e tentar entdo diminuir a ocorréncia de conflitos (res-
tricdo forte). O teste do métodos em duas instituicdes mostrou que solugdes
consideravelmente melhores do que as solugoes manuais podem ser obtidas.

Mais especificamente tratando de problemas de programacao de horarios em
escolas, algoritmos baseados em busca tabu foram propostos em [27, 61, 25].
Nos trés trabalhos, instancias de problemas reais foram consideradas.
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Na busca tabu de Costa [27] a vizinhanca é definida pela mudanga no periodo
de alocacado de uma determinada aula. A memoria de curto prazo é implemen-
tada através de duas listas tabu: 77 e T que consideram, respectivamente, a
movimentagdo de uma aula e a movimentagao de uma aula para um determinado
periodo, sendo |T1| < |Tz|. O critério de aspiracdo considera alteragdes ndo so-
mente no valor da func¢io objetivo, mas em componentes desta. A diversificacio
¢ implementada através da oscilacdo dos pesos na funcao objetivo relacionados
& ocorréncia de conflitos: faz-se uma reducdo periodica desses pesos permitindo
que o processo de busca visite outras regioces do espago de busca.

No método de Schaerf [61] os movimentos podem envolver a mudanca de
periodo de uma aula na agenda de um professor mas também a troca de perio-
dos entre duas aulas. A busca tabu de Schaerf é temperada com componentes
aleatorios: ap6s um certo niamero de iteracbes sem melhora é realizada a fase
de RNA (randomized non-ascendent method) onde movimentos sdo sorteados e,
caso nao gerem conflitos, sdo realizados. Caso o movimento sorteado gere um
conflito, considera-se a reparacio desse por meio da exploragio (nesse caso, sis-
tematica) de um segundo movimento, gerando os chamados movimentos duplos.
O método também considera a utilizagio de relaxacdo adaptativa como em [?].

O meétodo hibrido baseado em Busca Tabu e GRASP [59] GBT-II, proposto
por Souza [65, 67], destacou-se entre os algoritmos hibridos estudados em [65],
onde sao apresentadas e avaliadas computacionalmente varias propostas de heu-
risticas para o PPTC, incluindo Simulated Annealing, Busca Tabu e Otimizacao
Microcanoénica [71]. Os algoritmos propostos agregavam um método de melho-
ramento baseado em caminhos minimos [66] para a pesquisa de movimentos
compostos, o qual é utilizado tanto para acelerar a obtencao de solucoes factiveis
quanto para o melhoramento dessas. A diversificacdo é implementada através
da reinicializacdo com a fase de construcdo da metaheuristica GRASP. Nesse
trabalho, o0 método hibrido baseado em Busca Tabu superou consideravelmente
os métodos baseados em Simulated Annealing e Otimizagdo Microcanoénica.

Em [60] ¢ apresentado um método de Busca Tabu que utiliza uma diversifi-
cacao informada que considera dois tipos de memoria de longo prazo. O método
proposto melhorou os resultados de [65, 67] em todas as instancias.

3.4.1.1 Um Algoritmo de Busca Tabu para o Problema de Progra-
macao de Horarios em Escolas

Nesta secao serd apresentado o algoritmo de melhoramento de quadros de ho-
rarios BT-PPTC[60], implementado para o PPTC. O método implementa a idéia
da metaheuristica Busca Tabu de utilizacdo de memorias de curto e longo prazo
para o direcionamento de métodos de busca local. Nesse sentido, a composi¢ao
de diferentes tipos de memorias relacionadas ao PPTC é estudada.

Representacao e avaliagao de solugoes:

A solugao é armazenada em uma matriz Q|p|x|p|x|m|, onde gqn indica se o
professor p no dia d no periodo h est4 com alguma atividade letiva em alguma
turma (gpan € {1,...,|T|}) ou esta ocioso (gpsn = 0). Como exemplo, uma
solucao parcial é mostrada na Figura 3.9, onde células com “x” indicam indis-
ponibilidade do professor. Como observado em [61], apesar dessa representagio
ser menos compacta do que uma matriz que armazena as alocagdes em fungao



CAPITULO 3. HEURISTICAS PARA PROG. DE HORARIOS 33

H Professor \ Periodo H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ <o+ |D| x |H| H
1 1 0 0 2 2
2 0 X X 0 1
3 X X 1 0 3
4 0 1 0 1 0
5 0 0 2 3 X

Figura 3.9: Fragmento de um quadro de horarios gerado

das turmas, ela facilita a computacao da funcao objetivo - mais ligada as prefe-
réncias dos professores. Conflitos na agenda de diferentes professores, ou seja, a
ocorréncia de mais de um professor lecionando para a mesma turma no mesmo
periodo, sdo permitidos e penalizados na funcdo objetivo, com pesos significan-
temente maiores do que os pesos atribuidos s restricoes fracas. Desse modo, a
fungao objetivo apresentada na secao 2.3.1 é complementada por uma medida
de distancia da factibilidade. Optou-se por considerar solucoes infactiveis dada
a dificuldade de geracdo rapida de solucoes que satisfacam todas as restri¢oes
fortes e também porque nos métodos de busca local apresentados na seqiiéncia
a considera¢do de apenas solugoes factiveis restringiria muito a existéncia de
movimentos véilidos. Penaliza-se com peso w o numero de professores em con-
flito em cada periodo, ou seja, dado que em um dia d e periodo h existam c
professores lecionando para uma dada turma, ¢, a funcao objetivo seré acrescida
do valor max{c — 1,0} x w. O mesmo peso w é aplicado para penalizar cada
ocorréncia de periodos de inatividade na agenda das turmas. Finalmente, cada
aula que extrapola o limite diario professor x turma é penalizada com peso 9.

O algoritmo BT-PPTC:

O algoritmo BT-PPTC (Algoritmo 2) parte de um quadro de horarios @ e a cada
iteragdo explora toda a vizinhanga N (Q) para selecionar o préximo movimento
m. A defini¢do de movimento aqui utilizada é a mesma de [61] e envolve a
troca de dois valores no quadro de horarios de um professor p € P nas posi¢oes
(di,h1) e (d2, h2) sendo que qpa,n, # Gpdsh, € di X [H| + hy < d2 X [H| + ho.
A complexidade de tempo de exploracio de N (Q) é O(|P| - (|D| - |H|)?- EV)
onde EV é a complexidade de tempo de avaliacdo de cada vizinho, o que pode
ser feito de forma eficiente considerando somente as mudancas na agenda do
professor p e a possivel mudan¢a no namero de conflitos em (dq, k1) € (da, ha).
Em (Algoritmo 2), denota-se por @ a aplicacdo do movimento.

Sempre que um movimento m for selecionado, esse serd mantido na lista
tabu por validadeT abu(m) iteragbes. Para dificultar a ocorréncia de ciclagem,
a implementa¢io proposta nao utiliza um valor fixo para validadeT abu(m), mas
seleciona de modo aleatério entre uma faixa de valores proximos a um valor
central (validTabu), com desvio permitido controlado pelo parametro ¢ € [0, 1]
(linha 21). Como critério de aspiracio considera-se a melhora com relagdo a
melhor solucdo conhecida. A atribui¢do de um movimento valido para a varidvel
melhorMov (linha 6) é necessaria visto que nao ha garantias que a condigdo da
linha 13 serd verdadeira em pelo menos uma das iteragoes do laco das linhas
7-18. Isso pode ser verificado considerando a execucao de muitas iteragoes da
busca tabu com validl abu = co e um quadro de horarios inicial 6timo.
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Como a memoria de curto prazo nao é suficiente para prevenir que 0 processo
de busca fique preso em determinadas regides do espago de busca [40], alguma
estratégia de diversificagdo deve ser empregada. No método proposto a memoria
de longo prazo é utilizada para guiar o procedimento de diversificagao. Com
essa estratégia pretende-se evitar a perda de informacao decorrente do reinicio
aleatério, bem como diminuir o risco de que areas ja visitadas do espaco de
busca sejam novamente exploradas.

Dois tipos de memorias de longo prazo sao propostas, o primeiro tipo ar-
mazena medidas de transicao, contando a freqiiéncia de movimentos envolvendo
cada professor X turma, ji o segundo tipo armazena medidas de residéncia, con-
tando o nimero de iteragoes que cada aula permaneceu em determinado dia e
periodo. A cada movimento feito a memoria de longo prazo é atualizada (linha
19), sendo reinicializada sempre que a solucdo incumbente for renovada (linha
25).

Enquanto o processo de diversificacao estiver ativo a informacao das memo-
rias de longo prazo ser4 utilizada para guiar a selecao de movimentos, de modo
que movimentos em quadros de horérios de professores onde poucas mudancas
foram feitas ou movimentos fazendo alocacbes ainda nio experimentadas serdao
encorajados, por exemplo. Isso é feito através da incorporacao de penalidades
na avaliacdo de movimentos. Nos pardgrafos seguintes a computagdo dessas
penalidades serd detalhada.

Memoéria de Longo Prazo baseada em Transi¢ao: nesse tipo de me-
moria as medidas de transicdo sao armazenadas em uma matriz M, |P|x|T| onde
My indica quantos movimentos foram realizados envolvendo o professor p e a
turma t. Usando esses valores, as taxas de transicao fpt sao calculadas:

, Mt
tpt = P
max{rhy|p € P,t € T}
Uma vez que um movimento pode envolver duas aulas ou uma aula e um
periodo livre, a penalidade Ppq,q, relacionada com um movimento na agenda
de um professor p, nas posi¢des (di, k1) e (da, he) com contetdos a1 = gpa,n, ©

a2 = Qpd,h,, considerando o custo f(Q) da solucdo corrente é:

,ale(Q) Sea17506a2:0
]jpalazz pas Xf,(Q) se a1=0ea27£0

,

(tpar +1pas)/2 X f(Q) sear #0eaz #0

Memoéria de Longo Prazo baseada em Residéncia: nesse tipo de me-
moria medidas de residéncia sdo armazenadas em uma matriz M, |P|x|T|x|D|x|H]| 1
sendo que Myqn indica quantas iteracoes no decorrer da busca contaram com
alguma aula do professor p para a turma ¢ no dia d no periodo h. Apesar de
ser uma matriz com 4 dimensdes, deve-se observar que a mesma é, em geral,
bastante esparsa, de modo que implementacOes eficientes a tornam bastante
pratica para os problemas considerados nesse trabalho. Computa-se a taxa de
residéncia 7p¢qn como:

N
3

Mptdh
max{mpan|p € P,t € T,d € D,h € H}

Tptdh =

!Essa estrutura ¢ ligeiramente diferente de [60]. Como se observou em experimentos
preliminares, resultados semelhantes foram obtidos comparando-se com a implemen-
tagdo prévia, sendo que a estrutura aqui utilizada é mais compacta.
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Desse modo, computa-se a penalidade pyiqn de alocacao de alguma aula do
professor p para a turma ¢ no dia d e periodo h como:

Dptah = Tptan X [(Q)

Para movimentos envolvendo duas aulas no quadro de horérios de um dado
professor a penalidade considerada serd a média das penalidades das aulas en-
volvidas.

A estratégia de diversificagdo é aplicada sempre que sinais de entrincheira-
mento regional sao detectados. Nesse caso, o niimero de iteracoes sem melhora
é avaliado antes do inicio da estratégia de diversificagao. O nimero de iteragoes
sem melhora necessarios para ativar a diversificagao (ativDiv) e o ntimero de ite-
ragbes que a diversificacdo ficara ativada (itDiv) sdo parametros do algoritmo.
O processo ¢é ciclico e reinicia sempre que um multiplo ativDiv iteracoes sem
melhora sao processadas. Movimentos realizados nessa fase podem ser vistos
como movimentos de influéncia [40], uma vez que o seu objetivo é modificar a
solugdo de um modo “influente” (ndo aleatério). O calculo da penalidade utili-
zada na diversificagdo (linha 10) pode considerar uma das (ou ambas) memorias
de longo prazo.
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23
24
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26
27
28
29

Entrada: Q, ativDiv, itDiv, validTabu, ¢
Saida: Q*
Q* «— Q; ListaTabu «— (;
semMelhora < 0; it < 0,
inicialize memoria de longo prazo;
repita
A — 00; it + +;
melhorMov < movimento aleatoério;
para cada movimento m tal que Q ®m € N(Q) faga
penalidade < 0 ;
se semMelhora mod ativDiv < itDiv e it > ativDiv entao
calcule penalidade para o movimento m;
fim
A= fQem) - f(Q);;
se ((A’ + penalidade < A) e (m ¢ ListaTabu)) ou (f(Q & m) <
f(Q%) e A’ < A) entdo
melhorMov «— m ;
A— A
se f(Q®m) > f(Q") entdo A — A + penalidade
fim
fim
atualize memoria de longo prazo ;
Q «— Q & melhorMowv;
validade Tabu(melhorMov) «—
random(|validTabu — ¢ x validTabu |, [validTabu 4+ ¢ x validTabu]) + it ;
atualize ListaTabu;
se £(Q) < f(Q") entdo
Q" — Q; semMelhora < 0;
reinicialize memoria de longo prazo;
senao
semMelhora + +;
fim
até critério de parada atingido ;

Algoritmo 2: Algoritmo BT-PPTC
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3.4.2 Simulated Annealing

O método Simulated Annealing foi apresentado no contexto de otimizacio em
[49]. Baseado em busca local, assim como busca tabu, também considera a re-
alizacao de movimentos que pioram o valor da funcao objetivo. Nesse caso, no
entanto, um componente aleatério ao invés da utilizagdo de memoria é consi-
derado para decidir a aceitacdo do movimento. A probabilidade de aceitagdo
de movimentos desse tipo diminui gradualmente no decorrer da busca. O Al-
goritmo 3 apresenta uma versao simplificada de uma implementac¢do comum do
método de Simulated Annealing.

Entrada: s // solucdo inicial

Saida: s* // melhor solu¢do encontrada
1 determine a temperatura inicial ¢°;
2 t—1t0 s SO;

3 5° «— 59

4 enquanto (Critério de parada nao satisfeito) faga
5 selecione uma solugio s’ € N (s);

6 calcule Af = f(s') — f(s);

7 calcule um ntimero rand6émico uniforme r no intervalo [0, 1];
8 se (Af<0) ou(r<e /) entdo

9 5« §';

10 fim

11 se f(s) < f(s*) entao

12 §* «— s;

13 fim

14 atualize a temperatura t;

15 fim

Algoritmo 3: Algoritmo de Simulated Annealing

Abramson [4] realiza experimentos com versdes seqiienciais e paralelas do
Simulated Annealing. O conjunto de problemas teste consistia em problemas
artificiais, gerados de modo que a solugdo 6tima fosse conhecida (sem confli-
tos, visto que havia sido a unica restrigdo considerada) e um problema real,
com algumas restricdes adicionais. A versdo paralela do método de Simulated
Annealing, que consistia em uma implementagdo com granularidade fina [29],
implementada em um sistema paralelo com meméria compartilhada, apresentou
uma aceleragao consideravel.

3.4.3 Algoritmos Evolutivos

Algoritmos Evolutivos, juntamente com Algoritmos Genéticos[46], o represen-
tante mais conhecido desses métodos, inspiram-se na teoria da evolucao e ge-
nética. Esses algoritmos tentam simular alguns aspectos da selecdao natural de
Darwin. O Algoritmo 4 apresenta uma versdo simplificada de uma implemen-
tacao comum do método de Simulated Annealing.

Varios algoritmos genéticos foram propostos para a resolucao de problemas
de programacdo de horarios. Abramson e Abela [5] propuseram um algoritmo
genético paralelo para a resolucao de problemas de programacao de horarios em
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Entrada: P // populagio inicial
Saida: s* // melhor solu¢do encontrada

L s* «— argmin f(s);

2
3
4
5
6
7
8
9

10

11
12
13
14

seP

enquanto (Critério de parada ndo satisfeito) faga
para i« 1 to nrFilhos faga
selecione os pais s,s’ € P;
s"" «— cruzamento(s’, s”);
P—PuU{s};
se f(s") < f(s*) entao
§* — SW;
fim
aplique mutagao em alguns membros de P;
s* « argmin f(s);
seP
fim
atualize a populacao P;
fim

Algoritmo 4: Algoritmo Genético

escolas. No problema considerado, somente leva-se em conta a nao existéncia de
conflitos. Experimentos com instancias artificiais sao apresentados. O algoritmo
genético hibrido de Colorni, Dorigo e Maniezzo [25] considera um problema com
mais requisi¢oes reais. Nesse algoritmo a combinagao de operadores genéticos
que consideram caracteristicas do problema e uma busca local em miltiplas

vizinhangas é utilizada.

Comparagoes com implementagoes bastante simples

de Simulated Annealing e Busca Tabu sdo apresentadas, sendo que os melhores
resultados foram apresentados pelo algoritmo genético hibrido e pela busca tabu.
Um algoritmo genético hibrido também é apresentado em [32].



Capitulo 4

Producao de Quadros de
Horarios Provadamente
Otimos

Nesta capitulo serdao estudadas técnicas de Programacgao Linear Inteira Mista
(PLIM), as quais permitem a obtencdo de quadros de horarios provadamente
6timos. Para o leitor nao familiarizado, os seguintes livros apresentam uma boa
introducao ao tema:

Titulo: Otimizacao Linear
Autor: Nelson Maculan e Méarcia H. Costa Fampa,
Editora: UnB
Ano: 2006

Titulo: Integer Programming
Autor: Laurence A. Wolsey
Editora: Wiley-Interscience
Ano: 1998

A utilizagdo de Programacio Linear Inteira Mista permite que intmeros
problemas de programacao de horérios sejam fielmente modelados, incluindo o
PPTC apresentado na secao 2.3.1, formulado como PLIM na formulacao F;
e varios outros problemas de universidades de escolas [8, 11, 31, 54]. Uma vez
modelados, em principio, esses problemas podem ser resolvidos de maneira exata,
através da utilizacao de pacotes de software resolvedores de PLIM, muitos dos
quais estao livremente disponiveis[69] na Internet.

Considerando que a prova da otimalidade pode implicar a resolucao de um
nimero computacionalmente intratavel de problemas lineares, trabalhos iniciais
como [51] tratavam apenas parte do problema hoje conhecido como o problema
de programacdo de horarios. Em [51], além do problema considerar apenas a
nao ocorréncia de conflitos, cabia ao usuério do software informar previamente
quais cursos podiam ser oferecidos concomitantemente, através da criacao de
“arranjos”. Em [33] a formulagdo compacta apresentada, com variaveis bina-
rias, permitiu somente a resolucao de instancias artificiais de menor dimensao,
considerando o tamanho de problemas reais tipicos.

39
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Mais recentemente, progressos[48] na capacidade de resolugao de problemas
de programacdo de Programacdo Linear Inteira Mista (PLIM) trouxeram um
renovado interesse na aplicacdo de PLIM para a resolucao de problemas de
programacao de horérios e permitiram que problemas reais com importantes
consideragbes praticas fossem tratados em [8, 31, 11]. Uma particularidade dos
modelos utilizados em [8, 11], bastante relacionados com o PPTC, é o fato de que
a questao da compacidade de horérios para professores nao é avaliada na funcéo
objetivo. Em [11], por exemplo, especifica-se um conjunto de dias de folga para
cada professor, j4 em [8] especifica-se um numero maximo de dias em que o
professor deve comparecer & instituicao de ensino. Essa abordagem, apesar de
possibilitar uma consideravel diminui¢ao na dimensao do espaco de busca, traz
a desvantagem de que na especificacdo do ntumero de dias de folga/trabalho
de cada professor devem ser feitas escolhas sabias: a requisicdo de horéarios
tdo compactos quanto possivel considerando cada professor isoladamente pode
resultar em um problema sem solucao vidvel, que somente poderd tornar-se
viavel através da relaxacio desse requisito para alguns professores. A alteracio
manual do modelo para permitir a factibilidade e oferecer quadros de horarios
compactos para professores pode excluir solu¢ées 6timas quanto a esse requisito.

Em [56] uma aplicacdo de Geragdo de Colunas [30] para um modelo com um
numero exponencial de varidveis para uma variante do PPT encontrada na Gré-
cia é apresentada. Nesse modelo, cada variavel biniria representa um possivel
quadro de horarios semanal de um professor, sendo que a maioria das restrigoes
é considerada na geracao das colunas, ou seja, tem-se quase que exclusivamente
restrigdes fortes, de modo que a funcdo objetivo tem poucos (2) componentes.
A determinacdo de colunas atrativas é realizadas através da busca no espaco de
solucoes factiveis com a estratégia de mais-profundo-primeiro. O procedimento
procede iterativamente com a adicao de novas colunas enquanto alguma melhora
significativa na fun¢io objetivo é observada. Uma vez que a solugio resultante
do procedimento apresentado geralmente nao é inteira, os autores desenvolve-
ram um procedimento especifico que tenta factibilizar a integralidade através
da fixagado de alguns quadros de horarios de professores. Deve-se observar que o
procedimento proposto por esses autores é heuristico, sem garantia de producgao
da solucao 6tima.

4.1 Cortes

O desempenho dos resolvedores de PLIM depende fortemente da formulagao uti-
lizada. Em particular, observa-se que algumas formulagoes apresentam limites
duais bastante apertados, essas formulacoes sdo ditas “fortes”. A disponibili-
dade de limites apertados possibilita uma poda mais efetiva da arvore de busca,
facilitando, geralmente, o trabalho dos resolvedores PLIM.

Uma maneira de melhorar formulacées PLIM é através da adicdo de cortes.
Cortes sao restrigoes validas para a formulagao original do PLIM, mas que re-
movem (cortam) alguma solugdo fracionéria vélida para a formulacio sem as
restricoes de integralidade.

A seguir, sao apresentados alguns cortes para reforgar a formulacdo F (se¢ao
2.3.1):

Primeiramente, cortes que tratam da alocacdo de aulas geminadas sao
apresentados. Considere qualquer seqiiéncia de periodos contiguos h/,...,h"”



CAPITULO 4. PRODUCAO DE QUADROS DE HORARIOS OTIMOS 41

na agenda de um professor p em um dia d tal que h” — b’ + 1 seja impar,
ZZ:M Ppah = W' —h +1e{l,...,h" —1} C Gpq. Nesse caso, o seguinte corte

pode ser utilizado:

h’—1 / "
S Yptan < vpa V{th}'J (4.1)

teT h=h'

De modo anélogo, considerando a grade de horarios de uma turma ¢ em um
dia d e uma seqiiéncia de periodos h',...,h” a seguinte desigualdade é valida
para o PPTC:

> > Yptan < {WQ}LH}J (4.2)

PEP heG an{h,....h"" 1}

Ainda, considerando que somente aulas geminadas ou simples sdo conside-
radas no PPTC, observa-se que a alocacao de alguma aula em determinados
periodos impede a alocagao de aulas geminadas em outros. Desse modo, a con-
sideracao de uma aula de um professor p em um dia d para uma turma ¢t em um
horario h gera o seguinte corte:

Z Yptdhy T Tptdh < Upd (4.3)
h1€Gpa\{h,h—1}

Agora, serdo apresentados cortes relacionados com as varidveis que indicam
a atividade diaria do professor, bem como sua soma indicando o niamero de dias
com alguma alocagdo na agenda do professor. Primeiramente sera apresentado
o corte proposto em [65], que considera o ntmero minimo de dias que cada
professor deve comparecer 4 escola:

ZteT 7:pt 7~'pt
Z Upd > max{ {|H| ,Itnez}}( o Vpe P (4.4)

deD

Observa-se que o limite inferior [%—‘ para o numero de dias letivos
para o professor d pode ser melhorado na situacao especifica da ocorréncia de
dias na agenda do professor com disponibilidade parcial. Dado um professor
p e um dia d em sua agenda tal que ),y Ppan < |H|, seja ppr 0 ntmero de
periodos disponiveis no k-ésimo dia com maior disponibilidade do professor p, e
E como o menor inteiro tal que S p_, Ppk > S ep Tpt, a8 seguintes desigualdades
sdo vilidas para o PPTC:

> va>k VpePkeD
deD

k k-1
(2 Pok =D T AR =1=0V 3 ppk <> )
k=1 k=1

teT teT

(4.5)
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Claramente, a utilizagao do lado direito de 4.5 na primeira parcela da fungao
max em 4.4 produz cortes que dominam os anteriormente propostos.

O namero de dias ocupados na agenda do professor previsto no corte ante-
rior corresponde & situacao de ocupacao maxima dos dias na agenda com maior
disponibilidade, que & um limite inferior para o numero de dias necessario para o
cumprimento das atividades letivas do professor. Ira se considerar agora a inclu-
sdo de um niimero qualquer de aulas em dias com menor disponibilidade. Consi-

. . 7 k . ~
dere novamente um professor p e o menor inteiro k tal que >y, Ppr > > cq Tpi-

Considere ainda um dia d’ tal que 3 _} Ppk + Do pep Poah < Soer Tpts PrOpoe-
se assim a seguinte desigualdade vélida para o PPTC:

Z Upd > Z(E + Daprarn

deD teT
Vpe Pd €D
k k-1
Y b 2 Y AF—1=0V Y g < S i), (49
d’=1 teT dr=1 teT
k—1
D2 Brr Y By < D)
k=1 heH teT

Como exemplo ilustrativo de um corte que pode ser gerado a partir de 4.6,
considere um professor ¢t que deve lecionar 13 horas aula na semana. Considere
ainda que a disponibilidade diaria desse professor em uma grade horérios com 5
dias ¢ apresentada no conjunto ordenado {pi1,...,05}: {5,5,4,2,2}, ou seja, o
professor t tem 2 dias com disponibilidade de 5 periodos, 2 dias com disponibili-
dade de 2 periodos e um dia com disponibilidade de 4 periodos. Um quadro de
horarios compacto, que ocupe um numero minimo de dias para esse professor
(3 dias), pode ser gerado se as alocagoes de suas aulas forem feitas nos dias com
maior disponibilidade, no caso, os dias em que ele tem disponibilidade maior ou
igual a 4 periodos. Considere agora a ocorréncia de uma alocacdo em um dos
dias com disponibilidade mais baixa, 2 no caso. Essa situacao implicard em um
quadro de horéarios com no minimo 4 dias letivos com alguma alocacao para esse
professor.

O limite minimo para o numero de dias de trabalho de um professor também
pode ser ligado & ativagao das varidveis zpiqp do seguinte modo:

MptUpd = Tptdn Vpe PteT,de D (4.7)
heH

Outras varidveis e restricoes podem ser incluidas para fortalecer a formula-
¢do. A medicao dos buracos na agenda do professor, além de incluir as restri¢oes
2.13,2.12 e 2.14 (secdo 2.3.1), pode incluir as seguintes restri¢bes, que medem
a ocorréncia de buracos de tamanho 1, envolvendo trés periodos contiguos, nas
varidveis bpqn, onde byqn indica a existéncia de um buraco de tamanho 1, ge-
rado pela alocacao de aulas nos periodos h e h + 2, juntamente com a falta de
alguma alocagao no periodo h+ 1, para um professor p em um dia d. Considere
o conjunto de perfodos B,4 que denota os periodos da agenda de um professor
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p no dia d que podem sediar a aula inicial que ocasionard um buraco com as
caracteristicas anteriores, ou seja, para todo h € Bpg se tem ppan = Ppant2 = 1,
as seguintes desigualdades sao validas para o PPTC :

l;pdh > Z(wptdh, + ZTptdht2 — Tptdh+1) — 1 Vpe Pde D,h € B\p(i (4.8)
teT
bpa > Z bpan Vp e P,de D (4.9)

h€Bpq

4.2 Formulagao Estendida com Geragao de Colu-
nas e Cortes

Nesta secdo serd apresentada uma formulagido alternativa para o PPTC que
contém um numero exponencial de varidveis. A utilizacdo de uma formulagdo
desse tipo se faz importante devido ao fato de que, em muitos casos, essas
formulagoes oferecem relaxagbes lineares mais proximas da envoltéria convexa
das solucoes factiveis, bem como sao menos propensas a problemas de simetria
[10]. Tal formulacdo é posteriormente complementada com a adigdo de cortes,
resultando em uma formulacdo com um nimero exponencial de colunas e linhas.
Como observado em [58], a unido das técnicas de geracdo de colunas e cortes
de modo eficiente nao é uma tarefa trivial, dada a forte relacao entre esses
dois problemas. Finalmente, o tratamento computacional de tal formulacao é
apresentado nesta secao, com a descrigao das técnicas que tornam possivel sua
utilizagdo em instancias reais do PPTC.

Na formulagdo proposta, aqui denotada por Fz , sdo considerados os possi-
veis padroes de alocacao que podem ocorrer em dias letivos de cada professor.
Considere, além dos dados disponiveis na secao 2.3.1, que f"p seja o conjunto de
padroes possiveis de alocagao para o professor p em um dia supondo disponibi-
lidade total e que %, = 1 indique que professor p no padréo de alocagdo j, no
periodo h tem alocacdo para a turma t ou Zpj, = 0 caso contrario. O custo do
padrao de alocacao j para o professor p é denotado por cp; e engloba, nesse caso,
a computacao da existéncia de buracos na agenda do professor e, caso o padrao
de alocacao nao seja vazio, o custo de um dia adicional de trabalho. Considere
também o nimero de aulas geminadas gp;; existentes para para o professor p na
turma t no padrdo de alocacdo j. A variivel de decisdo \p;q indica se o padrao
de alocago j sera selecionado para o dia d na agenda do professor p (Apja = 1)
ou ndo (Apja = 0). Deve-se observar que a existéncia de um dia d’ onde um
professor p tem apenas um subconjunto de periodos disponiveis ird implicar na
existéncia de um conjunto menor de combinagdes (p € P, j € P,) validas para
esse dia, j4 que nem todas as alocagoes contidas nos padroes considerados po-
dem ser compativeis com a disponibilidade em questdo, denota-se por 151,,1 esse

subconjunto de ]5p. Desse modo, apresenta-se a formulagao F> para o PPTC:
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minimizar Z Z Z Apjd-Cpj + Z Zw;/ .gpf4.10)

pEPAED jep,, pEPtET
sujeito a
> Aja = 1 VpePdeD (4.11)
JE€Ppa
SN Njadpin < 1 VteT.deD,heH (4.12)

peP jep,,

SN Njadpiin = T VpEPTET (4.13)

jeb,qd€DheD

S Njapit+ 9 > G VpEPEeET (4.14)
deDjej:)pd

Apja € {0,1} Vpe Pde D,je Py (4.15)

gpt € IN Vpe PteT (4.16)

Onde 4.11, a restricao de convexificacao, obriga a selecao de um padrao de
para cada professor e dia. Apesar de que o nimero de varidveis envolvidas
em JF pode ser proibitivamente grande !, a resolucdo da relaxacdo linear de
Fo, denotada aqui por Fa., pode ser realizada sem a utilizacdo explicita de
todas as variaveis envolvidas através da técnica de Geragdo de Colunas [30].
Nessa técnica, inicia-se com um subconjunto pequeno de varidveis e a cada
iteracao, utilizando-se informacao da solucao dual do problema, sao identificadas
variaveis promissoras, através do custo reduzido. Essas variaveis sdo inseridas
progressivamente até que nao existam mais varidveis que permitam a melhora
da solucao.

4.2.1 Geragao de Colunas

Inicialmente, para a resolucio de F2, sao inseridas somente colunas (variaveis
A) que correspondem a dias de inatividade e variaveis artificiais, com custo sufi-
cientemente alto, que permitem a factibilizacdo da soluc&o inicial considerando
as restricoes existentes, como o atendimento da carga horaria.

O problema de pricing consiste em encontrar, para cada professor, conside-
rando cada respectivo dia da semana com com alguma disponibilidade, o padrao
de alocagao com menor custo reduzido. Essa computacdo utiliza variaveis du-
ais associadas as restricoes envolvidas. Denotam-se aqui por u, v, ™ e Kk as
variaveis duais associadas com as restricoes 4.11, 4.12, 4.13 e 4.14, respecti-
vamente. Considere a descoberta de uma coluna com custo reduzido negativo
para um professor p em um dia d, cujo conteddo é expresso em varidveis Ty
(t € T,h € H), sendo que &, = 1 caso o professor p esteja alocado para uma
aula com a turma t no dia d e periodo h, Z:; = 0 caso contrario. Desse modo, o
problema de pricing relacionado ao professor p e dia d, aqui denotado por Ppqy
pode ser formulado como um PPLIM:

1Em nossos experimentos a utilizacdo explicita da formulacdo F2 s6 foi possivel para as
instancias 1 e 2, mesmo considerando somente a resolu¢ao do problema linear relaxado, visto
que o resolvedor CPLEX 10 abortou sua execug¢iao prematuramente para as demais instancias
em uma maquina com 1GB de RAM.
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minimizar Cpd = Cpd — dpa
sujeito a
> dm < min{i, i} VEET
hEH v !’ 1"
Cpa = bw,+vw,
dpa = pd + Z Z Vidh-Tth + Z Z Tpt-Tth + Z Z Uth-Kpt
teT heH teT heH t€T hed,,
a < Y (+h—|H|)&w+|H| VheH
teT
a > Y hiwm VheH
teT
- JER P o
teT he H
> #m < Ppand hEH
teT N
yth S ith Vt € T, h 6 Gpd
Yeh < Ziny1 VEET,h € Gpg
Yth > Teh +Teng1 —1 VEET,h € Gpa
Tt € {0,1} vteT,he H
en € {0,1} VteT,H € Gpa
o € {0,1}
ae N
ae N
be IN

Problemas PpqVp € P,d € D sao resolvidos a cada iteragdo, aumentando
o problema em no méaximo |P| X |D| colunas por iteragdo. A solugdo Otima
para Fa,. ¢ obtida quando ﬂépd < 0Vp € P,d € D. Apesar de que, de nosso
conhecimento, nao estejam disponiveis algoritmos que resolvam Ppq de maneira
eficiente (com complexidade de tempo polinomial), uma observacio deve ser
feita sobre a praticidade da utilizacdo do problema de pricing acima apresen-
tado: as dimensoes do espaco de busca sao relacionadas diretamente ao nimero
de periodos (|H|). Em instancias reais do PPTC o valor de |H| é bastante li-
mitado, assim como os valores de 1y, por questoes pedagogicas, visto que as
aulas sao distribuidas no decorrer da semana.

4.2.2 Geragao de Cortes

A formulagdo Fo permite a definicdo de novos cortes que ndo seriam possiveis
com a formulacao F;. Os cortes que serao apresentados se referem ao fechamento
da carga horaria semanal, considerando escolhas didrias para a carga horaria de
professores, bem como escolhas didrias para a carga horaria de encontros entre
professores e turmas. Primeiramente vamos estender F» com novas variaveis
e restricoes que facilitarao a definicao dos cortes. HEssa formulacao estendida,
denotada aqui por Fj incorpora variaveis apqn que indicam se o professor p ira
lecionar exatamente h aulas em um dia d (dpgn, = 1, dpgn, = 0 c.c.), bem como
varidveis dptqp que indicam se o professor p ira lecionar exatamente h aulas para
a turma ¢ em um dia d (Gptan = 1, dptan = 0 c.c.). Seja deh o subconjunto
de colunas de ppd tal que o ntumero total de aulas em cada coluna de ppdh seja
exatamente h e seja pptdh o subconjunto de ppd contendo todas as colunas com
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exatamente h aulas do professor p para a turma ¢, entao as restricoes seguintes,
4.17,4.18 e 4.19, controlam a sele¢ao tnica de uma carga de trabalho diaria para
os professores e a amarracao de tal escolha com as colunas A, ja as restricoes
4.20, 4.21 e 4.22 garantem a selecdo da carga horaria para encontros diarios
entre professores e turmas e a relagao dessas escolhas com as varidveis A\, como
segue:

> Gpn = 1 VpePdeD (4.17)
he{0,...,|H|}

> Myja = Gpan VpEPdeD heH (4.18)
jei)pdh,

apan € {0,1} Vpe Pde D,he H (4.19)

> dpan = 1 VpePteT,deD (4.20)
he{0,....| H|}

> Npja = dptan VpEPteT,de D,heH (4.21)
JEPpran

dptar, € {0,1} VpePteT,de Dhc H (4.22)

As restrigoes 4.17 e 4.20 ndo sdo necessarias, considerando a selegdo tnica
de um padrao de trabalho diario para cada professor, mas foram colocadas por
motivos de clareza.

O problema de pricing relativo a formulagdo F5, aqui denotado por P;/;d:
considerando um professor p e dia d, deve ser atualizado com relagdo a Ppq visto
que as colunas A aparecem agora em duas restricoes adicionais. Pz’)d consiste

em Ppq aumentado das variaveis a, € {0,1}Vh € {0,...,|H|}, que indicam a
selecdo de uma carga horaria total h para um professor p em um dia d (a, =
1,ap =0 c.c.), bem como as variaveis a,, Vt € T, h € {0,...,|H|}, que indicam

a selecdo de uma carga horaria diaria com h aulas para o professor p em uma
turma ¢ em um dia d (G, = 1,d.h = 0 c.c.). As novas variaveis sdo amarradas
com a escolha do padrao de trabalho com as seguintes restri¢oes:

S han = Y ) dn (4.23)

heH heH teT
dooan =1 (4.24)
he{0,....H}
an € {0,1} Vh e {0,...,|H|} (4.25)
S hag = Y dm VET (4.26)
heH heH
> dm = 1 VteT (4.27)
he{0,....H}
ag, € {0,1} VieT,he{0,...,|H|} (4.28)

Finalmente, em P;/)d a computacao da porc¢ao de do custo reduzido, refe-
rente as variaveis duais, deve incorporar as equagoes 4.18 e 4.21. Desse modo,
definimos d,q para Pl’)d, agora considerando as variaveis duais ¢ e 9, relacionadas
as restricoes 4.18 e 4.21, respectivamente:
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dpa = fipa + Z Z Vidh-Lth + Z Z Tpt-Th+

teT he H teT he H

SO Unekipt+ > Gntpan+ Y Y denFptan

t€T hed,y heH teT heH

(4.29)

Um dos cortes possiveis vélidos para a formulacao F5 sao cortes 0-1 knapsack
cover |9, 42, 77]. Considere as restrigoes implicitas existentes em Fj:

SN hidpan = Y iy VpEP (4.30)

heH deD teT
> hiipran = Fp VpEPEET (4.31)
heH deD

Como exemplo de um corte de cover levando em conta as restrigoes 4.30
considere um professor p e um conjunto de pares ordenados C' com elementos
(dl,hl), ceey (dé,hé),di € DVi e {1, . 7&},hi € HYi € {1, . ,é} tal que:

Z hl .(vlpdihi > Z fpt

ie{l,...,c} teT

Desse modo, a seguinte desigualdade, denominada desigualdade cover é va-
lida para F3:

> bpan, < -1 (4.32)
ie€{l,...,¢}

Apesar da possibilidade de utilizacdo de uma implementacao especifica para
a separagao dos cortes de cover, como a descrita em [79], foi utilizada a abor-
dadem mais genérica dos planos de cortes por enumeragao, os Fenchel Cuts,
descritos por Boyd et al. em [12, 13], que requerem a solu¢do de um problema
linear por iteracdo. Tal opcao se mostrou bastante eficiente, novamente de-
vido ao fato do ntimero de periodos |H| ser bastante limitado. Nesse caso, dois
problemas de separacao foram considerados: no primeiro, foram considerados
os pontos extremos do poliedro definido pelas equagoes 4.17, 4.30 e 4.19, ja
no segundo foram considerados os pontos extremos do poliedro definido pelas
equacoes. 4.20, 4.31 e 4.22. Uma vantagem dessa abordagem é o fato de que o
uso desses planos de corte permite que outros cortes, além dos cortes de cover,
sejam inseridos automaticamente, caso a solugdo fracionaria® gerada esteja fora
da envoltéria convexa dos pontos extremos enumerados.

O procedimento de geracdo de cortes acima apresentado apenas considera
inclusio de varidveis ativas (que aparecem na solugdo fracionéria com valores
positivos) nos cortes gerados, visto que o problema de separacgdo trata ape-
nas da producao de um corte com violagdo maxima na solucao corrente. De
modo a produzir desigualdades mais fortes, a realizacdo de um lifting pode ser

2Solucdo fracionaria considerando as varidveis a
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considerada. Uma maneira bastante simples de obtencao de tais desigualdades
é a inclusdo de coeficientes nas varidveis inativas na construcdo do problema
de separacdo. Tais coeficientes devem ser suficientemente pequenos para nao
atrapalharem a selecao do corte mais violado.

4.2.3 O Algoritmo de Geragao de Colunas e Cortes

O algoritmo de Geragao de Colunas e Cortes para o PPTC (Algoritmo 5), aqui
denominado GCCPPTC, resolve na otimalidade a relaxacao linear da formulagao
F estendida com a adic¢do de cortes, sendo ttil para a determinagio de limites
inferiores, bem como para a busca da solugdo inteira 6tima, dentro do contexto
dos métodos de branch-cut-and-price. O algoritmo realiza, a cada iteragao (li-
nhas 4-30), a adi¢ao de colunas ou cortes. A adicao de cortes é realizada quando
nao existem mais colunas com custo reduzido negativo fora do programa linear
‘PL, indicando que a solugao 6tima para PL foi atingida. A insercao de novos
cortes requer a a resolucao de novos problemas de pricing e assim o processo
continua até a iteracao em que nem novos cortes nem novas colunas sao inseri-
das.

Em se tratando da geracgao de cortes, como mencionado na secao anterior, sao
resolvidos problemas de separacao relacionados ao fechamento da carga horaria
semanal de professores e ao fechamento da carga horaria semanal de encontros
entre professores e turmas. Denota-se por S; o problema de separacao de cortes
considerando solucoes fraciondrias para as varidveis apqn Vp € P,d € D,h €
{0,...,h} e por Sp; o problema de separacado de cortes considerando as variaveis
fracionérias apan Vp € Pt € T,d € D,h € {0, ..., h}.

Uma caracteristica importante dos cortes adicionados em F é que eles ndo
alteram a estrutura do problema de pricing. Essa é uma caracteristica fun-
damental para a constru¢do dos métodos de Branch, Cut and Price robustos
(RBCP), como apresentado em [58]. Primeiramente, deve-se observar que o pro-
blema de geracao de cortes pode eventualmente ser resolvido de modo heuristico
sem prejudicar a determinacao de um limite dual vélido. Esse nao é o caso da
resolucao do problema de pricing: a parada prematura da adicdo de colunas
antes da iteragdo final (no caso, quando se obtém que ¢pq >= 0Vp € P,d € D
na resolucdo de Ppq) prejudica a determinacio direta de um limite dual valido.
Tem-se entao uma relagao assimétrica na qual a adi¢ao de colunas pode dificul-
tar a geracao de cortes, mas a adicao de cortes nao deveria dificultar a geracao de
colunas. Desse modo, considerando a incorporagao de GCCPPTC em um método
de branch-cut-and-price, é possivel o desenvolvimento de um branch-cut-and-
price robusto, como discutido em [58], o que exigiria apenas a inclusdo das
varidveis originais em F, e sua consideracao em Ppq, para a realizacio do branch
em variaveis x.
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Entrada: Instancia do PPTC

Saida: Vetor de solucdo A e limite dual f()\)

Inicialize o programa linear PL com os dados do problema, utilizando a
formulacio F3, considerando apenas varidveis artificiais e colunas A
correspondentes a dias de folga;

2 Adicione em PL o corte relativo ao ntiimero minimo de dias de trabalho;
3 novasColunas < 1;
4 novosCortes < 0;
5 enquanto (novosCortes + novasColunas > 0) faga
6 Resolva PL, atualize a solucio (varidveis A e @) e a informacio dual;
7 novasColunas <+ 0;
8 para cada p € P faga
9 para cada d € D| ),y Ppan > 0 faga
10 Resolva P} ;;
11 se (Cpqg < 0) entao
12 Adicione nova coluna em PL;
13 novasColunas < novasColunas + 1;
14 fim
15 fim
16 fim
17 novosCortes < 0;
18 se (novasColunas = 0) e (solugioFraciondria(\)) entao
19 para cada p € P faga
20 Resolva Sp;
21 se Corte violado encontrado entao
22 Adicione corte em PL;
23 novosCortes < novosCortes + 1;
24 fim
25 fim
26 fim
27 fim

Algoritmo 5: Algoritmo de Geracao de Colunas e Cortes - GCCPPTC
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