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Oferta de Servigos

Notas
‘ Gas ‘ ‘ Luz ‘ ‘ Agua ‘
Podemos oferecer os demais servigos para as residéncias sem que
as linhas se cruzem 7
2 /23
Grafo Planar Notas

Definicao

Um grafo G é planar se existir uma representacao grafica de G

no plano sem cruzamento de arestas.

K, é planar 7




Grafos Planares - Aplicacao de Exemplo Notas

"2V

3VIoV
1= 1(RC)

Lo : T

@ vértices: portas logicas (gates)

@ arestas: fios entre os gates

@ encontrar um desenho do circuito sem cruzamento de fios
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Grafos de Kuratowski Notas
Ks

Grafo nao planar com menor nimero de vértices.

K33

Grafo nao planar com menor namero de arestas.

Grafos de Kuratowski Notas

O que K5 e K33 tém em comum:

@ ambos sdo regulares

@ ambos sdo nao planares

@ a remogao de uma aresta ou um vértice torna o grafo planar

@ K3 é o grafo ndo-planar com o menor numero de vértices e o

K33 com o menor nimero de arestas
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Planaridade Notas

Teorema:

Qualquer grafo planar simples pode ter sua representacao planar
utilizando apenas linhas retas.

Regiao ou Face Notas

Definigao
Seja G um grafo planar, uma Face é uma regiao G limitada por

algumas arestas de G.

Exemplo

No grafo abaixo temos 6 faces. A ultima face é o exterior do

grafo que também é chamada de Face Infinita.

Planaridade Notas

Teorema (Formula de Euler):

Seja G um grafo conexo com

@ n vértices

@ m arestas

o [ faces

temos que :

n—m+f=2

Implicacao: apesar das inimeras maneiras de se desenhar um

grafo no plano, o namero de faces ir4 permanecer o mesmo. %



n—m+f=2 Notas

Prova
A Férmula de Euler é valida

para Gj.
E facil mostrar que a formula,

de Euler ¢é valida para
qualquer arvore, ou seja, um

Gy grafoondem=n—1e f=1.
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n—m+f=2 Notas

Prova (cont.)

Se G é conexo, entao a adi¢ao
de uma nova aresta a cria um

ciclo e, por consequéncia, uma
nova face em G.

Ou seja, adicionar arestas em
uma arvore (onde a formula de

Euler estd correta), nao
modifica o valor obtido pela
formula.

A Férmula de Euler Notas

Corolario

Se G é um grafo planar conexo com m > 1, entao

m<3n—06

Prova (p.1)

Defina o grau de uma face como o niimero de arestas nos seus
limites. Se uma aresta aparece duas vezes pelo limiar, entao

conte duas vezes. Ex.: A regiao K tem grau 12.




A Foérmula de Euler

Corolario

Se G é um grafo planar conexo com m > 1, entdao

m<3n—6

Prova (p.2)

Note que nenhuma face pode ter menos do que grau 3 (trabalhamos com
grafos simples).
2m = soma dos graus das faces > 3f ouseja f< %m

Combinando a desigualdade acima com a Férmula de Euler temos:

Zm>f=m-n+2

%7n2f:7n—n+2 g
m < 3n—6

resolvendo para m temos:

A Formula de Euler

Exercicio

Encontre um exemplo de Grafo com

m<3n—06

que nao seja planar.

Exercicios

@ Prove matematicamente que os grafos K5 e K33 nao sao
planares.

@ Prove que em um grafo planar com n vértices, existe pelo menos
1 vértice de grau menor ou igual a 5.

@ Encontre o namero de arestas de um grafo no qual toda regiao ¢
limitada por exatamente k arestas.

@ Mostre que se um grafo simples G tem pelo menos 11 vértices,
ambos G e seu complemento ndo podem ser planares.
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Deteccao de Planaridade

Em um grafo G podemos, com seguranca, contrair todos os vértices
de grau 2 sem afetar sua planaridade. Esse processo é chamado de
Redugao Elementar.

Depois dessa operacao, o grafo resultante H é:
@ uma unica aresta;
@ um grafo completo com 4 vértices; ou

@ um grafocomn >5em >T.

@ se H estiver nas condigdes 1 ou 2 ele é planar, sendo, continua-se
a investigacao.
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Homeomorfismo

Definicao

Dizemos que um grafo H é homeomorfo a G se H puder ser
obtido de G pela insercao de vértices de grau 2 em pontos
intermediarios de suas arestas.

De outro modo: dois grafos G; e G2 sao homeomorfos se os
grafos Hy e Hy obtidos a partir da reducao elementar de G; e
G, respectivamente, forem isomorfos.

Deteccao de Planaridade

Teorema de Kuratowski, 1930

Um grafo é planar se e somente se nenhum de seus subgrafos for
homeomorfo a K5 ou em K3 3.

G Subgrafo de G

Contracao do subgrafo
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Planar Maximal

Definicao
Um grafo planar G é chamado Planar Maximal se, para cada par
(4,7) de vértices nao adjacentes o grafo G + (i, 7) ndo é planar.
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Dualidade

Dado um grafo G planar, o grafo G* chamado dual de G, é
construido da seguinte forma:

@ para cada face f de G, G* tem um vértice
@ una os dois vértices de G* da seguinte forma:

e se 2 regides f; e f; sdo adjacentes (possuem alguma aresta em

comum) coloque uma aresta entre v; e v; interceptando a aresta

em comum;

se existir mais de uma aresta em comum entre f; e f; coloque

uma aresta entre v; e v; para cada aresta em comum;

@ se uma aresta estd inteiramente em uma regido, fi, coloque um
loop no vértice vg.

O termo dual se justifica pois G** = G

Dualidade
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Dualidade

Todo dual de G é isomorfo a G* 7
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Exercicios

@ Qual o dual de um ciclo C,, 7
@ Qual o dual de uma roda R,, 7
@ Qual o dual de um cubo! ?

@ Mostre que o dual do K4 é o proprio Ky. Dé outro exemplo de
um grafo que é igual ao seu dual.

@ Prove se a seguinte afirmativa é verdadeira ou falsa e justifique:
“Qualquer grafo que tenha n vértices (n < 5) e 1 vértice de grau
2 é planar”.

@ Prove que toda regido de um grafo planar maximal é um
tridngulo.

“um outro sélido platénico
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