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Branch and Bound - Ramificar e Limitar

Idéia Basica

O algoritmo roda sob a arvore de enumeracao das solugoes
possiveis. No pior caso, todas as solucoes serao exploradas.
Na pratica, frequentemente varios ramos sao podados com o
uso de limites.
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Arvore de Enumeracao

Branch

Branch consiste em dividir um problema em problemas menores.
Seja um problema P, divide-se em m subproblemas

P, P, ..., P, tal que

PUP,...,UP,=P
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Arvore de Enumeracao

ranch

Uma maneira de se criar subproblemas é através da fixagao de
variaveis discretas.

Considere uma variavel v, de um problema P, cujos valores
possiveis sejam 1,..., V.

Pode-se dividir P em Py,..., Py, onde em P; temos a variavel v
fixada para o seu i-ésimo valor possivel.
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Arvore de Enumeracao

Branch

A fixacao recursiva de diferentes variaveis cria uma érvore, onde

temos:

nos internos esses noés representam todas as solugoes que podem
ser obtidas respeitando as fixacGes ja feitas;

folhas representam solucées completas.
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re de Enumeracao

Ex.: Problema com 3 varidveis binarias: z1, xo, z3.
Problema original P
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Arvore de Enumeracao

Ex.: Problema com 3 varidveis binarias: z1, xo, z3.
Branch na variavel 1, criam-se subproblemas P; e P,
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Arvore de Enumeracao

Ex.: Problema com 3 varidveis binarias: z1, xo, z3.
Branch na variavel xo, criam-se subproblemas Pi1,P12,P1 € Pao
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Arvore de Enumeracao

Ex.: Problema com 3 varidveis binarias: z1, xo, z3.
Branch na variavel xg leva as solugdes completas
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Arvore de Enumeracao

Bound - Limites

m usando somente o branch temos um algoritmo exato que em
um ndmero finito de passos fornece a solucao 6tima
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Arvore de Enumeracao

Bound - Limites

m usando somente o branch temos um algoritmo exato que em
um ndmero finito de passos fornece a solucao 6tima

® mas extremamente ineficiente !
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Arvore de Enumeracao

Bound - Limites

m usando somente o branch temos um algoritmo exato que em
um ndmero finito de passos fornece a solucao 6tima
m mas extremamente ineficiente !
m para n varidveis binarias temos 2" noés a serem explorados.
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Arvore de Enumeracao

Bound - Limites

m usando somente o branch temos um algoritmo exato que em
um ndmero finito de passos fornece a solucao 6tima

m mas extremamente ineficiente !
m para n varidveis binarias temos 2" noés a serem explorados.
m a chave para melhorar a eficiéncia do B & B é a poda de
algumas sub-arvores através do uso de limites.
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Bound - Limites

Considere um problema onde queremos
achar o lucro méximo da solucao 6tima:

z = max f(x)

Mesmo que z seja dificil de calcular,
eventualmente podemos ter limites para z
que podem ser calculados com mais
facilidade.

Limite Superior

Solucao Otima

Limite Inferior

— Z

—» z

—»z
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Exemplo - Problema da Mochila 0/1

n: items l; - lucro do item 1%
C : capacidade da mochila p; : peso do item ¢

Decisao

{1 item ¢ incluso na solugao
Ty =

0 caso contrario

Objetivo

Restricao
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Exemplo - Problema da Mochila 0/1 (PMO01)

Uma heuristica gulosa: tentar colocar os items com grande lucro
e POUCO Peso.
Ordena-se os items por densidade:

Heuristica:
capacidadeRestante = C
enquanto houver algum p; < capacidadeRestante
adicione o item ¢ com maior d; tal que p; < capacidadeRestante
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Problema da Mochila 0/1 (PMO01)

Ex.: Problemacomn=4eC =6

item lucro peso &

Pi
1 7 4 1,75
2 4 3 1,33
3 9 5 1,80
4 3 2 1,50
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Problema da Mochila 0/1 (PMO01)

Ex.: Problemacomn=4eC =6

item lucro peso &

pi
1 7 4 1,75
2 4 3 1,33
3 9 5 1,80
4 3 2 1,50

Solugao da heuristica gulosa

m Solucdo heuristica: itens: {3}, lucro: 9
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Problema da Mochila 0/1 (PMO01)

Ex.: Problemacomn=4eC =6

item lucro peso &

pi
1 7 4 1,75
2 4 3 1,33
3 9 5 1,80
4 3 2 1,50

Solugao da heuristica gulosa

m Solugdo heuristica: itens: {3}, lucro: 9

m A solucdo dtima com certeza é maior ou igual a 9, ou seja,
temos um limite inferior para o custo da solugao étima
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Limite Superior

imo de Lucro

Para o problema da mochila 0/1, como calcular rapidamente um
limite superior para o lucro que pode ser obtido ?

O Problema Fracionario da Mochila (PFM)

m trocamos z; € {0,1} por x; € [0, 1], ou seja, agora podemos
colocar “pedagos” de itens;
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Limite Superior

imo de Lucro

Para o problema da mochila 0/1, como calcular rapidamente um
limite superior para o lucro que pode ser obtido ?

O Problema Fracionario da Mochila (PFM)

m trocamos z; € {0, 1} por x; € [0, 1], ou seja, agora podemos
colocar “pedagos” de itens;
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Limite Superior

Para o problema da mochila 0/1, como calcular rapidamente um
limite superior para o lucro que pode ser obtido ?

O Problema Fracionario da Mochila (PFM)

m trocamos z; € {0,1} por x; € [0, 1], ou seja, agora podemos
colocar “pedagos” de itens;

m a solucao 6tima para o PFM é facil de calcular: simplesmente
pegam-se os itens com maior densidade primeiro; ao se deparar
com o primeiro item que nao cabe coloca-se a maior fracao
possivel dele;
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Limite Superior

Para o problema da mochila 0/1, como calcular rapidamente um
limite superior para o lucro que pode ser obtido ?

O Problema Fracionario da Mochila (PFM)

m trocamos z; € {0,1} por x; € [0, 1], ou seja, agora podemos
colocar “pedagos” de itens;

m a solucao 6tima para o PFM é fécil de calcular: simplesmente
pegam-se os itens com maior densidade primeiro; ao se deparar
com o primeiro item que nao cabe coloca-se a maior fracao
possivel dele;

m o PFM é uma relaxacao do PMO01 visto que tem menos restrigoes.
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Problema da Mochila 0/1 (PMO01)

Ex.: Problemacomn=4e C =6

item lucro peso %
1 7 4 1,75
2 4 3 1,33
3 9 5 1,80
4 3 2 1,50

Solucio Otima do PFM (Relaxacio do PMO01)
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Problema da Mochila 0/1 (PMO01)

Ex.: Problemacomn=4e C =6

item lucro peso %
1 7 4 1,75
2 4 3 1,33
3 9 5 1,80
4 3 2 1,50

Solucio Otima do PFM (Relaxacio do PMO01)

m seleciona item 3
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Problema da Mochila 0/1 (PMO01)

Ex.: Problemacomn=4e C =6

item lucro peso %
1 7 4 1,75
2 4 3 1,33
3 9 5 1,80
4 3 2 1,50

Solucio Otima do PFM (Relaxacio do PMO01)

m seleciona item 3

m seleciona i do item 1
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Problema da Mochila 0/1 (PMO01)

Ex.: Problemacomn=4e C =6

item lucro peso

1 7 1 1,75
2 4 3 1,33
3 9 5 1,80
4 3 2 1,50

Solucio Otima do PFM (Relaxacio do PMO01)

m seleciona item 3

m seleciona i do item 1

m solugao com lucro 10,75
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Problema da Mochila 0/1 (PMO01)

Ex.: Problemacomn=4eC =6

item lucro peso Il)—
1 7 4 1,75
2 4 3 1,33
3 9 5 1,80
4 3 2 1,50

Limites Encontrados
Limite Superior (Relaxagao PFM) lucro 10,75

!

? 6timo 7 7

!

Limite Inferior (Heuristica Gulosa) lucro 9
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Problema da Mochila 0/1 (PMO01)

Ex.: Problemacomn=4eC =6

item lucro peso Il)—
1 7 4 1,75
2 4 3 1,33
3 9 5 1,80
4 3 2 1,50

Limites Encontrados

Limite Superior (Relaxagao PFM) lucro 10,75

l
Solucdo Otima (itens 1 e 4)  lucro 10

|

Limite Inferior (Heuristica Gulosa) lucro 9
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Limites

Solucoes Parci

Tanto a heuristica quanto a relaxacao PFM podem ser
executadas em noés internos da arvore, considerando algumas
fixacoes de variaveis. Atualiza-se a capacidade restante e items
disponiveis).

Esse procedimento oferece um limite Limite Inferior e Superior
para esses nos.
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Limites

Solucoes Parci
Tanto a heuristica quanto a relaxacao PFM podem ser
executadas em noés internos da arvore, considerando algumas

fixacoes de variaveis. Atualiza-se a capacidade restante e items
disponiveis).

Esse procedimento oferece um limite Limite Inferior e Superior
para esses nos.
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Limites

Solucao Incumbente

E a melhor solucdo encontrada até o momento durante a busca.

Essa solucdao pode aparecer durante a execugao de uma
heuristica ou durante o percurso na arvore (ao se chegar em nos
folha).

No caso de Maximizacao, temos um Limite Inferior.

Haroldo Gambini Santos Branch and Bound



Limites

Solucao Incumbente

E a melhor solucdo encontrada até o momento durante a busca.

Essa solucdao pode aparecer durante a execugao de uma
heuristica ou durante o percurso na arvore (ao se chegar em nos
folha).

No caso de Maximizacao, temos um Limite Inferior.
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Limite Superior

Relaxagao

A solucao de um problema relaxado oferece uma solucao cujo
lucro é melhor ou igual ao da solucao 6tima do problema
original.

Em Maximizacao, temos um Limite Superior.

Haroldo Gambini Santos Branch and Bound



Razoes para Podar um N6

Limite a relaxacao (Limite Superior) indica que nao ha
possibilidade de se melhorar a solucao incumbente;
Infactibilidade as fixagoes ja feitas induzem a alguma
infactibilidade (estouro da capacidade da mochila,
por ex.).

Em ambos os casos o n6 e todos os seus filhos sao podados.
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Branch and Bound - Exemplo: Problema da Mochila

Incumbente: 11

c=7

UL | p|Up | x UL p | Up | x
1| 7| 4| 15| 2 3| 9 180 | 2
2| a4 | 3 | 13| 2 4 2 | 2 | 00| 2

Branch and Bound
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Branch and Bound - Exemplo: Problema da Mochila

Incumbente: 11

LS: 12,5
LL: 11

L L p | WP | X thL|p | Up X

1 7 4 175 ? 3 9 5 180 ?

2 4 3 1,33 ? 4 2 2 1,00 ?
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Branch and Bound - Exemplo: Problema da Mochila

Incumbente: 11
Podado: continuar
nesse nd nao
oferecera nenhuma
solucao com custo

melhor do que 11.

LS: 12,5
LL: 11

p | Up | % UL p | Up | x
1| 7| 4| 15| 2 3| 9 | 5 | 180 2
2| a4 | 3 | 13| 2 4 2 | 2 | 00| 2
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Branch and Bound - Exemplo: Problema da Mochila

Incumbente: 11

LS: 12,5
LL: 11

L L p | WP | X thL|p | Up X

1 7 4 175 ? 3 9 5 180 ?

2 4 3 1,33 ? 4 2 2 1,00 ?
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Branch and Bound - Exemplo: Problema da Mochila

Peso =9
Infactivel

Incumbente: 11

Podado:
Infactibilidade.

LS: 12,5
LL: 11

UL | p|Up | x UL p | Up | x
1| 7| 4| 15| 2 3| 9 | 5 | 180 2
2| a4 | 3 | 13| 2 4 2 | 2 | 00| 2

Branch and Bound

Haroldo Gambini Santos



Branch and Bound - Exemplo: Problema da Mochila

Incumbente: 11
Podado por Limite.

LS: 12,5
LL: 11

L L p | WP | X thL|p | Up X

1 7 4 175 ? 3 9 5 180 ?

2 4 3 1,33 ? 4 2 2 1,00 ?
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Branch and Bound - Exemplo: Problema da Mochila

Incumbente: 11
Podado por Limite:
como os lucros sao
inteiros, o melhor

LS: 11,67

lucro possivel

considerando a
relaxacao 11,67 é 11.

LS: 12,5
LL: 11

L e x| LR | Wp

1 7 4 175 ? 3 9 5 180 ?

2 4 3 1,33 ? 4 2 2 1,00 ?

Branch and Bound
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Branch and Bound - Exemplo: Problema da Mochila

Incumbente: 11

Solugao
Provadamente
Otima

LS: 12,5
LL: 11

IR AR AR AR AR

1 7 4 175 ? 3 9 5 180 ?

2 4 3 1,33 ? 4 2 2 1,00 ?
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