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1 - Introdugéo

A resolucéo de sistemas de equacdes lineares simultaneas é um dos problemas numericos
mais comuns em aplicagdes cientificas para simular situacdes do mundo real. E etapa fun-
damental na resolugdo de vérios problemas que envolvam, por exemplo, equacdes diferen-
ciais parciais, determinacéo de caminhos 6timos em redes (grafos), regresséo, sistemas ndo
lineares, interpolacdo de pontos, dentre outros. Varios problemas da Engenharia envolvem
a resolucdo de sistemas de equagdes lineares. A titulo de exemplo, considere-se a determi-
nacdo de do potencial em redes elétricas, o célculo da tensdo em estruturas metélicas na
construcdo civil, o célculo da razdo de escoamento em um sistema hidraulico com deriva-
¢Oes, a previsdo da concentracdo de reagentes sujeitos a reages quimicas simultaneas.
Neste texto sera considerada a resolugdo de um sistema de equagdes lineares de n equacdes

com n incégnitas, da forma mostrada em (1.1).

a11Xq1 +aqeXo +---+aAnXpy = bl
dp1Xq +agaXo + -+ don Xy =b2

(1.1)
ap1X1 +ap2Xo +--+app Xy =by
Onde Xx,,X,,...,X, sdo as incognitas, a,,,a,,,...,a,, 0S coeficientes das incognitas e bs, by,

bs, ..., by 0s termos independentes do sistema de equacdes. Este sistema pode ser escrito

sob a forma matricial, freqlientemente mais vantajosa, mediante o emprego da seguinte

notacéo
Ax=b 12)
Em que
ayy agp A X1 by
a a -+ a X b
A-|d2 822 an | %2 ] b=| "2
dpy ap2 - app Xn by,
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Assim, A é a matriz dos coeficientes das incégnitas, x o vetor coluna das incognitas e b o
vetor coluna dos termos independentes. A matriz A e os vetores coluna x e b serdo consi-
derados reais, ndo obstante muito do que se vai dizer neste capitulo ser generalizavel ao

campo complexo sem grande dificuldade.

Uma matriz bastante importante, e que sera utilizada posteriormente, é a matriz aumentada
de um sistema de equagcdes lineares. Conforme mostrado a seguir, para obté-la basta acres-

centar a matriz dos coeficientes o vetor b dos termos independentes.

a1 a;z - a1 by

apy apxp - Az by

[Alb]=| 7 Do Do
* I
I

apy apz v app ! by

Definigdo 1.1
Denomina-se vetor solugéo (ou simplesmente solugédo) de um sistema de equacdes lineares
da forma Ax = b, e denota-se por x, ao vetor que contém as variaveis x; , j=1, - - -, n, que

satisfazem, de forma simulténea, a todas as equagdes do sistema.

2 - Classificacdo de um sistema de equacdes com relagdo ao nimero de soluces

Com relagdo ao numero de solugdes, um sistema de equacdes lineares simultaneas pode ser
classificado em:

(a) Compativel e determinado: quando admitir uma Gnica solugéo.

(b) Compativel e indeterminado: quando admitir um nimero infinito de solucdes.

(c) Incompativel: quando ndo admitir solucéo.

Vale lembrar que, a condigéo para que um sistema de equacdes lineares tenha solucéo uni-
ca € que o determinante da matriz dos coeficientes seja ndo nulo. Caso contrério seré inde-
terminado ou incompativel.

Quando todos os termos independentes forem nulos, isto é, se bj=0,i=0, 1, ..., n, 0 Siste-
ma é dito homogéneo. Todo sistema homogéneo é compativel, pois admitird pelo menos a
solugdo trivial (x;=0,j=0,1, 2, ..., n).

De uma forma mais ampla, pode-se considerar que resolver um sistema de equagdes con-
siste em diagnosticar em qual das trés situacdes ele se enquadra. Ou seja, é mais do que

determinar um vetor X, uma vez que ele pode ndo existir ou ndo ser Unico.
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3 — Métodos numeéricos para a resolugao de sistemas de equagdes lineares
Os métodos numéricos destinados a resolver sistemas lineares sdo divididos em dois gru-

pos: 0s métodos diretos e os métodos iterativos.

4 — Métodos Diretos

Os Métodos Diretos sdo aqueles que, exceto por erros de arredondamento, fornecem a so-
lugdo exata de um sistema de equaces lineares, caso ela exista, por meio de um nimero
finito de operacdes aritméticas.

Séo métodos bastante utilizados na resolucdo de sistemas de equagBes densos de porte pe-
queno a médio. Entenda-se por sistema denso aquele na qual a matriz dos coeficientes tem
um nimero pequeno de elementos nulos. Séo considerados sistemas de pequeno porte a-
queles que possuem até trinta equages e de médio porte até cinquenta equagBes. A partir
dai, em geral, sdo considerados sistemas de grande porte.

Pertencem a classe dos Métodos diretos todos os que sdo estudados nos cursos de 1° e 2°
graus como, por exemplo, a Regra de Cramer. Entretanto, tais métodos ndo sdo usados em
problemas préticos que exigem a resolucdo de sistemas de equacdes lineares com um nd-
mero relativamente grande de equagdes porque apresentam problemas de desempenho e
eficiéncia. Para ilustrar este fato considere-se a Regra de Cramer.

Seja um sistema de equac0es lineares A.x = b com o nimero de equagdes igual ao nimero
de incégnitas (um sistema n x n), sendo D o determinante da matriz A, e Dy, Dx2, Dxs, ..,
Dxn 0s determinantes das matrizes obtidas substituindo em A, respectivamente, a coluna
dos coeficientes de X3, Xz, X3, ..., X, pela coluna dos termos independentes. Sabe-se que o
sistema sera compativel e tera solugdo Unica se, e somente se, D # 0 e, entdo, a Unica solu-

¢éo de A.x = b é dada por:

«=Da, D Dis . D

D D D

Portanto, aplicacdo da Regra de Cramer exige o célculo de n + 1 determinantes ( det A e

det Aj, 1 <i <n). Pode ser mostrado que o nimero maximo de operagdes aritméticas en-

volvidas na resolucdo de um sistema de equagdes lineares com n equagdes e n incognitas

para este metodo é (n + 1)(n!)(n — 1), Para n = 20 o nimero total de operagdes efetuadas

serd 21 * 20! * 19 multiplicagdes mais um nimero semelhante de adi¢Bes. Assim, um

computador que efetue cerca de 100 milhdes de multiplicagdes por segundo levaria 3 x 10°
anos para efetuar as operages necessarias.

Sendo assim, a regra de Cramer é inviavel em funcdo do tempo de computagdo para siste-

mas muito grandes e, portanto, o estudo de métodos mais eficientes torna-se necessario,
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uma vez que, em geral, 0s casos praticos exigem a resolucdo de sistemas lineares de porte
elevado. Antes, porém, faz-se necessario tratar da base tedrica que fundamenta estes méto-

dos.

Transformagdes elementares

As transformacdes elementares constituem um conjunto de operagdes que podem ser efe-
tuadas sobre as linhas ou colunas de uma matriz. No que se refere a resolucdo de sistemas
de equacdes lineares, estas transformagdes sdo, normalmente, aplicadas apenas sobre as

linhas da matriz dos coeficientes ou da matriz aumentada dependendo do método utilizado.

1. Multiplicag&o de uma linha por uma constante ndo-nula.
Li—cxLi,ceR,c#0

2. Troca de posigdo entre duas linhas.
L i = Lj
3. Adicdo de um multiplo de uma linha a outra linha,

Li<—Li+chj,c€§R,c¢O

Matrizes equivalentes
Duas matrizes sdo ditas equivalentes quando é possivel, a partir de uma delas, chegar a

outra por meio de um numero finito de transformagdes elementares.

Teorema
Seja [A | b] a matriz aumentada de um sistema de equagdes Ax = b, com determinante de A
ndo nulo, e [T | c] uma matriz a ela equivalente. Sendo assim, 0s sistemas Ax=beT.x=c

possuem a mesma solugéo.

Sistemas equivalentes

Dois sistemas Ax = b e A.x = ¢ se dizem equivalentes se possuem a mesma solugo.

Matriz triangular

(i) Superior: é uma matriz quadrada na qual todos os elementos abaixo da diagonal princi-
pal sdo nulos.

(ii) Inferior: é uma matriz quadrada na qual todos os elementos acima da diagonal principal

sdo nulos.

Sistemas Triangulares

E um sistema de equacdes lineares no qual a matriz dos coeficientes € triangular.
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4.1 — Método de Gauss

O Meétodo de Gauss é um dos métodos mais conhecidos e mais utilizados para a resolucéo

de sistemas de equacgdes lineares densos de pequeno a médio porte.

Este método consiste em operar transformacdes elementares sobre as linhas da matriz au-

mentada de um sistema de equacdes A.x = b até que, depois de n — 1 passos, se obtenha

um sistema triangular superior, U.x = ¢, equivalente ao sistema dado.

811 a1z - a1 by aj; ap a1 by
apy az -+ Aap ibz Transf.Elemen. | 0 a3, ay, | b}
: o 2o : : . P
L&n1 @n2 - App ! by | L0 0 - afst ! nt
[Alb] [U]c]

4.1.1 - Descricdo do método

A resolugdo de um sistema de equacdes lineares pelo método de Gauss envolve duas fases

distintas. A primeira, chamada de fase de eliminagdo, consiste em transformar o sistema

dado em um sistema triangular superior. A segunda, chamada de fase de substituicdo, con-

siste em resolver o sistema triangular superior por meio de substitui¢des retroativas. Para a

descricdo do método, seja o sistema de equagBes lineares a seguir.

Tem-se:

3.X1+2.% + XxX4= 3
9X1+8X—3.X3+4.Xs= 6
-6.X1 +4.X, — 8.X3 =-16

3.X1 - 8.X,+ 3.X3-8.X4 = 22

3 2 0 1 3
9 8 -3 4 6
-6 4 -8 0 -16
3 -8 3 -8 22

Portanto, a matriz aumentada deste sistema de equacdes é

4.1)
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3 2 0 1|3
9 8 -3 4] 6
-6 4 -8 0 |-16
3 -8 3 -8 22

[Alb]=

Denotando a primeira linha de [A | b] por L 1, a segunda por L », e assim sucessivamente,

séo obtidos os seguintes resultados na fase de eliminacéo.

Passo 1:
Neste passo ai; = 3 é 0 elemento pivd e o objetivo é a eliminagdo dos elementos que estéo

abaixo dele. Para isto é utilizado o procedimento a seguir.

. - a, . .
(i) Calcular os multiplicadores m, =-—%, i =2, 3, 4. Sendo assim vem:
a'll
a 9 a -6 a 3
le:—A:——: 3, m3l:_i:__:2€m4l:_i:__:_l
all 3 11 3 all 3

(i) Efetuar as transformacdes elementares.
L« L, +m,.L,
L« L, +my.L,
L)« L,+m,.L,

Desta forma, obtém-se a matriz [A® | b®], a sequir, que é equivalente a {A | b].

3 2 0 1] 3
[A(l)lb(l)]: 0 2 -3 1 -3
0 8 -8 2 |-10
0 -10 3 -9] 19

Passo 2:
Neste passo aj, =2 é o elemento pivd e o objetivo é a eliminagdo dos elementos que estdo

abaixo dele. Para isto é utilizado o procedimento a seguir.

1

. . a, . .
(i) Calcular os multiplicadores m,, =——'12, i =3, 4. Sendo assim vem:
a22
1 1
a a 10
My, =-—t=-—=-4em, =-—*= u—5
a22 a22 2
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(i) Efetuar as transformacdes elementares.

2 1 1
L; « L, +m,, L

2 1 1
L, <L, +m,.L,

E obtida, ent&o, a matriz [A® | b®], a seguir, que é equivalente a [A | b].

32 0 13
[A(2)|b(2)]: 0 2 -3 11(-3
00 4 -2]2
0 0 -12 -4 4

Passo 3:
Neste passo aZ, =46é o elemento pivd e o objetivo ¢ a eliminagdo do Unico elemento que

est4 abaixo dele. Para isto € utilizado o procedimento a seguir.

2

. - as - .
(i) Calcular o multiplicador m,, :——'23, i = 4. Sendo assim vem:
a33
a; __ (-12)
Mpy=-—F ="~ = 3
Az, 4

(i) Efetuar a transformacéo elementar.
L2 L2 +m,,L2

E obtida, entdo, a matriz [A® | b®)], a seguir, que é equivalente a [A | b].

32 0 113
[A(S)lb(‘?’)]: 0 2 -3 1 -3
00 4 -212
0 0 0 -10]10

Portanto, ao final de 3 passos, o sistema A.x = b, expresso por (4.1), foi transformado no

seguinte sistema triangular superior A®.x = b®:

3.X1 +2.% + X4 = 3
2X,—3.X3+ X4 =-3 4.2)

AX3—2X= 2

-10.x4 =10
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Terminada a fase de eliminacdo, passa-se, agora, para a fase de substitui¢cdo, na qual se

resolve o sistema (3.2) por meio das seguintes substitui¢des retroativas:

6
X, =——=-
(-6)
X, = 2+2.(-1) _
4

L _-3+3.(0)-(1)

2 2

L _3-2.(D)-(1) _

! 3

0

-1

2

Portanto, a solugéo do sistema de equagdes é x = [2 -1 0 -1].
No método de Gauss, os multiplicadores do passo k da fase de eliminacéo séo calculados,

de forma geral, por meio da expressao:

mi, =-

k-1
a'ik

k-1
a'kk

Vk=1,2,...,n-1;i=k+1,k+2,...,n

Para efetuar a eliminagéo séo realizadas as transformacdes elementares:

LS LY +m, Lt Vk=1,2,..,n-1;i=k+1,K+2,...,n

4.3)

(4.4)

Para avaliar o nUmero méximo de operacOes aritméticas envolvidas na resolugdo de um

sistema de equacdes lineares n x n, quando se utiliza o0 método de Gauss, é apresentada no

quadro 4.1 a complexidade de pior caso das fases de eliminacdo e substituigdo.

Fase Divisoes MultiplicacOes Adicoes Total
1 n-1 n(n-1) n(in-1)
2 n-2 (n-1)(n-2) (n=-1)(n-2)
n-1 1 2.1 2.1
n(n-1 3 3 3 12
Eliminacéo n(n=1) n.h nn 2n° n°_7n
3 3 3 3 3 2 6
1+42+..+(n=-1) | 1+2+..+(n=-1)
-1 -1
Substituigdo n n(n2 ) % n?
n(n +1 3 2 3 2 3 2
Total nM+Y | o’ n? 5n o' n? 5n 20 307 7n
2 3 2 6 3 2 6 3 2 6

Quadro 4.1: Complexidade do Método de Gauss.
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Como se observa, 0 método de Gauss tem complexidade polinomial O(n®). Um computa-
dor que faz uma operagéo aritmética em 10® segundos gastaria 0,0000257 segundos para
resolver um sistema 15x15 (um tempo infinitamente inferior aquele gasto pela Regra de
Cramer).

O sistema 4.1 foi preparado com foco no método, ou seja, no processo de transformacao de
um sistema de equacdes lineares qualquer em um que seja triangular superior. Na seqiién-
cia, serdo tratados alguns exemplos com o objetivo de abordar algumas questdes de ordem

numérica.

Exemplo-4.1

Seja resolver o sistema de equacdes 4.5, a seguir, retendo nos calculos trés casas decimais.

45X +1,8% +2,4.%X3=19,62
30X +52x+12.x3 =12,36 (4.5)
08.X1+24.% +36.x3= 9,20

Os célculos realizados estdo sumarizados no quadro 4.2.

Linha | Multiplicador Coeficientes T. ind. Transformagdes
Ly — _0.667 4.5 18 2,4 19,62
L, | m&T 30 5,2 1,2 12,36
M3y = - 0,178
Ls 0,8 2,4 3,6 9,20
L, 0 3,999 - 0,401 - 0,727 Ly + myL,y
1 Mmgzp = - 0,520
L, 0 2,080 3,173 5,708 Ls + m3iLy
L3 0 0 3382 6,086 L.+m,,.LY

Quadro 4.2: Sumarizacéao dos célculos.

Observe-se que, quando é realizada a transformagao elementar para a eliminagéo na posi-
¢éo linha dois coluna um, o célculo realizado é 3,0 + (- 0,667) x 4,5 que produz o resultado
(- 0,0015) que, considerando trés casas decimais, vai a (- 0,002). O problema esta no erro
de arredondamento no célculo do multiplicador, que causou reflexo na eliminacéo.

Como, no final tera utilidade apenas a parte triangular superior da matriz dos coeficientes,
entdo, nas posi¢des nas quais deve ocorrer a eliminacdo, os célculos podem deixar de ser
feitos. Este procedimento é interessante porque diminui o esforgo computacional. E obtido,

entdo, o sistema triangular superior dado por 4.6.
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4,500.x; +1,800.x, + 2,400.X3 = 19,620
3,999.x, — 0,401.x3 =- 0,727 (4.6)
3,382.x;= 6,086

Resolvendo 3.6 obtém-se o vetor x = [3,400 — 0,001 1,800]".

4.1.2 - Avaliacao do Residuo/Erro
O erro ¢ produzido por uma solu¢éo do sistema A.x = b pode ser avaliado pela expressao:

g=max|r | 4.7)

1<i<n
Onder;, i=1,2,..,n; éai-ésima componente do vetor residuo R, o qual é dado por:
R=b—-AX (4.8)

Para 0 exemplo 4.1, o vetor residuo é:

19,621 [45 1,8 247 3,400
R=[12,36|-[3,0 52 1,2||-0,001 (4.9)
9,20 | 10,8 2,4 3,6/| 1,800

Assim, o vetor residuo é R = [0,0018 0,0052 0,0024]" e 0 erro cometido é:

e=max|r, |= 1r9_é<>§{| 0,00181,0,0052|,|0,0024 |} = 0,0052 (4.10)
Exemplo - 4.2
Seja, agora, a resolucgdo do sistema de equacbes dado por 4.11 considerando, quando for o

caso, trés casas decimais.

X1+ Xo+ 2.X3 +4xX4=-1
X1+ Xo+ BXz +6.X4= -7 (4.12)
2X1+5X + Xz3+2.X =10

AX +6.X+2X3+ X4 = 12

Os célculos estéo sumarizados no quadro 4.3.
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Linha | Multiplicador Coeficientes T. Indep. | Transformacdes

La 1 1 2 4 -1

Lo My =-1 1 1 5 6 -7

Ls M3y = -2 2 5 1 2 10

L4 Mg =-4 4 6 2 1 12

L, 0 0 3 2 -6 Lo + maly
LY 0 3 -3 -6 12 Ls + myl,
|_14 0 2 -6 -15 16 Ls + ma1lq
I_Z2 O § - 3 - 6 12 Ll3

L3 M3z =0 0 0 3 2 -6 B

L% | Ma=-0,667 0 2 -6 -15 16 LY

L3 0 0 3 2 -6 L3

L, ma3 = 1,333 0 0 -3999 -10,998 7,996 L% +m,.L}
LY 0 0 0 -8,332 - 0,002 L3 +m,,.L3

Quadro 4.3: Sumarizacéo dos célculos.

E obtido, entfo, o sistema triangular superior dado por 4.12.

X1+ Xo+2X3+4%X =-1

33X -3.X3-6.X4 =12 (4.12)
3Xz3+2X4 =-6
-8,332.x4, =-0,002

Resolvendo 4.12 obtém-se o vetor x = [1 2 -2 0]". E simples verificar que o vetor residuo é
nulo e, portanto, foi obtida a solucdo exata do sistema de equacdes 4.11.

Observe-se que foi necessario efetuar a troca de posigdo entre as linhas L', e L', em virtude
de pivd nulo. Quando ndo é possivel efetuar a troca de posicéo entre linhas, situacdo que
ocorre quando, além de o pivd ser nulo, todos os elementos da coluna, que estdo abaixo
dele, também o s&o, entdo a matriz dos coeficientes é singular e o sistema de equacdes ndo

admite solugdo Unica. Esta situagdo é tratada no exemplo 4.3 a seguir.

Exemplo-4.3

Seja a resolucdo dos sistemas de equacBes A.x = b* e A.x = b? onde:

3 2 0 1 3 3
9 8 -3 4 6 6
A= , bt = eb? = (4.13)
6 -6 3 -7 -16 25
3 -8 3 -8 22 22
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Os célculos estéo sumarizados no quadro 4.4.

Linha | Multiplicador Coeficientes b' | b® | Transformagcdes
Ly 3 2 0 1 3 3
L, My =-3 9 8 -3 4 6 6
Ls Mgy = - 2 6 -6 3 -7 -16| 25
L4 Mg =-1 3 -8 3 -8 22| 22
le 0 2 -3 1 -3 -3 Lo + mayly
|_13 M3 =5 0 -10 3 -9 -22 19 Ls + mailg
|_14 Mg =5 0 -10 3 -9 19 19 Ly + Mgy
L23 0 0 212 -4 =37 4 L13 + My, -le
L2 Mmy3 = -1 0 0 -12 -4 4 4 L, +m,,.LY
L3, 0 0 0 0 41 0] L%+m,L}

Quadro 4.4: Sumarizacéao dos célculos.

De A.x = b' é produzido o sistema triangular superior dado por 4.14.

3.X1+ 2.Xo + X4 =3
2X2—3X3+ X4=-3 (4.14)
-12.X3 - 4.4 = -37
0.x4 =41

Portanto, trata-se de um sistema de equacdes lineares incompativel.

De A.x = b? é produzido o sistema triangular superior dado por 4.15.

3X1+ 2.X2 + X4 =3
2X =3 X3+ X4 =-3 (4.15)

-12.X3-4.X,=4

0.x4=0

Trata-se, assim, de um sistema de equacdes lineares indeterminado.

4.1.3 - O Método de Gauss com pivotacdo parcial

Conforme exposto anteriormente, o0 Método de Gauss requer o célculo dos multiplicadores.
Entretanto este fato pode ocasionar problemas se o pivo estiver proximo de zero ou for
nulo. Isto porque trabalhar com pivd nulo é impossivel e o pivd proximo de zero pode con-
duzir a resultados imprecisos, visto que d& origem a multiplicadores bem maiores do que a

unidade o que, por sua vez provoca uma ampliagdo dos erros de arredondamento.
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A ampliacdo de erros de arredondamento ocorre quando se multiplica um nimero muito
grande por outro que j& contém erro de arredondamento. Por exemplo, admita-se que um
numero n tenha erro de arredondamento &. Este nimero pode, entéo, ser escrito na forma:
A=n+§

Se fi € multiplicado por m, tem-se que

mA=mn+m.§
Portanto o erro no resultado é m. & Se m for grande este erro pode ser muito maior que o
original. Diz-se, entéo, que o erro & foi amplificado.
Para contornar este problema, ou seja, para minimizar o efeito dos erros de arredondamen-
to é adotada, no Método de Gauss, uma estratégia de pivotacdo, que € um processo de es-

colha do pivd. Neste texto é considerada a estratégia de pivotacéo parcial, que consiste em:

(i) no passo k, da fase de eliminacéo, tomar como pivd o elemento de maior modulo dentre
os coeficientes a:ﬂ;l k=1,2,...,n-1;i=k, k+1,..n;

(if) se necessério, efetuar a troca de posicao entre as linhas i e k.

Utilizando esta estratégia todos os multiplicadores serdo, em mddulo, menores que a uni-
dade. Andlises de propagacdo de erros de arredondamento para o algoritmo de Gauss indi-
cam que é conveniente que isto ocorra, sendo assim, é necessario que o pivd seja o elemen-
to de maior valor absoluto da coluna, considerando da posi¢do diagonal (inclusive) para

baixo.

Exemplo-4.4
Seja resolver o sistema de equacdes dado por 4.16 utilizando o Método de Gauss com pi-

votacdo parcial e considerando, quando for o caso, trés casas decimais.

2X1—5X+3X3 + Xa=5

3X1—7TX+ 3X3- X4= -1 (4.16)
5.X1-9% +6.X3 +2.X4 =7

4%, -6X+3.X3 + X4 =8

Os célculos estdo sumarizados no quadro 3.5. Observe-se que é feita, de imediato, a troca

de posigdo entre as linhas um e trés.
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Linha | Multiplicador Coeficientes T. Indep. | Transformacoes
LY 5 -9 6 2 7 Ls
LY my; =-0,6 3 -7 3 -1 -1 L,
LY ms; =-0,4 2 -5 3 1 5 La
|_14 my =-0,8 4 -6 3 1 8 Ls
L2 0 -16 -0,6 -2,2 -5,2 L, + my LY
L2 | mMs=-0875 0 -14 0,6 0,2 2,2 L, + mg L
L? mg, = 0,75 0 12 -1,8 -0,6 2,4 LY, +myl
L3 0 0 1,125 2,125 6,75 L2 +m,,.L3
L2 0 0 -225 -2,25 -15 L% +m,,.L3
LY 0 0 -225 -2,25 -15 L,
LY ms3=0,5 0 0 1,125 2,125 6,75 L3
LS, 0 0 0 1 6 L +m,,. LS

Quadro 4.5: Sumarizacéao dos célculos.
E obtido, ent&o, o sistema triangular superior dado por 4.17.
5X1—=9X%X +6X3 + 2X4 =7
-16X-0,6.x3 —2,2.X4=-5,2 (4.17)
-2,25X3-2,25X4=-15
X4 =6

Resolvendo 4.17 obtém-se o vetor x = [0 -3 -5,333 6]". O vetor residual produzido é dado
por r = [-0,001 -0,001 -0,002 -0,001]".

Assim, o erro cometido é:

e=max|r, |= 1m_é>§{| -0,001},]-0,001],]-0,002|,| -0,001|}=0,002

1<i<n

Portanto ndo foi obtida a solugdo exata do sistema dado por 4.16.
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4.2 - O Método da Decomposicao LU

4.2.1 - Introducédo

Em muitas situac@es, é desejavel resolver vérios sistemas de equaces lineares que possu-
em em comum a matriz dos coeficientes e tém termos independentes diferentes, ou seja,

quando se tem:
AXx=bji=12,..,m

Nestes casos, é indicado resolvé-los por meio uma técnica de fatoracdo da matriz A. Esta
técnica consiste em decompor a matriz dos coeficientes em um produto de dois ou mais
fatores e, em seguida, resolver uma sequéncia de sistemas de equacdes lineares que condu-
zira a solucgdo do sistema original. A vantagem da utilizagdo de uma técnica de fatoracéo €
que se pode resolver qualquer sistema de equagdes lineares que tenha A como matriz dos
coeficientes. Se b for alterado, a resolugdo do novo sistema € quase que imediata.

Dentre as técnicas de fatoragdo mais utilizadas, destaca-se a da decomposi¢do LU. Por esta
técnica, a matriz A dos coeficientes é decomposta como o produto de duas matrizes L e U,

onde L é uma matriz triangular inferior e U, uma matriz triangular superior, isto é:
A=LU

Antes de tratar do método da decomposicdo LU, serdo apresentados alguns conceitos ne-

cessarios a sua fundamentacéo.

Matriz identidade
E uma matriz quadrada na qual os elementos situados na diagonal principal s&o iguais a um

e, 0s demais, sdo nulos. E denotada por I. Sendo A uma matriz, tem-se que A.l = LA = A,

Definigdo 4.1
Seja A uma matriz quadrada de ordem n, ndo-singular, isto é, det(A) # 0. Diz-se que A™ é
ainversade Ase AAT=ATA=.

Teorema 4.1

Se A e B sdo matrizes de ordem n, inversiveis, entdo (A.B)* = B*.A™.
Demonstracéo

Seja:

B'A'=R=B*ATA=RA=B'=RA
B'B=RAB=I1=RAB
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I.L(AB)'=R.(AB).(AB)'= (AB)'=R
Logo (A.B)'=B*A"

4.2,2 — A Fatoracéo LU de uma matriz

Teorema 4.2

Dada uma matriz quadrada A, de ordem n, seja Ax a matriz constituida das primeiras k
linhas e colunas de A. Suponha que det(Ax) # 0 parak =1, 2, ..., (n — 1). Entéo, existe uma
Unica matriz triangular inferior L = (), com l13 = Iz = ... = l;n = 1, e uma Unica matriz tri-

angular superior U = (u;), tal que L.U = A. Além disto det(A) = U11.U25 ... Unn.

Os fatores L e U podem ser obtidos por meio de formulas que permitem calcular os ele-
mentos lij, i=2,3,..,nej=1,2,..,neuji j=1, 2, .. nou utilizando a idéia béasica do
Método de Gauss.

Neste texto, sera tratada a obtencdo das matrizes L e U utilizando a idéia basica do método
de Gauss, uma vez que o uso de formulas dificulta a aplicacdo da estratégia de pivotacéo

parcial. Considere-se uma matriz genérica de ordem trés.

a11 a12 a13
A=la, a, a, {4.18)
a31 a32 a33
No primeiro passo do processo de eliminag&o sdo obtidos os multiplicadores

Ay a3
My =-— €My =-—

a'll a'll

e sdo efetuadas as transformacgdes elementares.

L, <L, +m,.L, (4.19)
L« L, +my.L, (4.20)

Sendo obtida a matriz

A'=| 0 a), al, (4.21)
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Toda transformacéo elementar pode ser expressa como um produto de duas matrizes. Sen-
do assim, efetuar as transformacdes elementares 4.19 e 4.20 equivale a pré-multiplicar 4.18

pela matriz 4.22.

1 00
M°=m, 1 0 (4.22)
m,, 0 1
Com efeito, note-se que
1 O O a11 a12 al3 a11 a12 al3
0
M A_ m21 1 O a21 a22 a23 = m21.a11+3.21 m21.a12+3.22 m21'al3+a23
m31 O 1 a31 a32 a33 m31'a11 +a31 m31'a12 +a32 m31'al3 +a33
Logo
a11 a12 al3
0 1 1 1
M™A=| 0 a; ay|=A (4.23)
1 1
O a32 a33

No segundo passo do processo de eliminacéo é calculado o multiplicador

a32
Map =1
a22
e é efetuada a transformacéo elementar.
L3 « L5 +m,, L (4.24)
3 3 322 '

Obtém-se a matriz
a11 a12 a13
A’=|0 aj ai, (4.25)
0 0 a2

Pode ser demonstrado que realizar a transformagéo elementar 4.24 é equivalente a pré-

multiplicar a matriz 4.23 pela matriz

1 0 0
M'=l0 1 O (4.26)
0 mg, 1
Portanto,
A?=MLA (4.27)

Prof. José Alvaro Tadeu Ferreira - Notas de aulas de Calculo Numérico 17



Depto de Computacdo — Instituto de Ciéncias Exatas e Bioldgicas — Universidade Federal de Ouro Preto

Resumindo, tem-se que:

Al=M°A
Portanto
AZ=M" M° A

Pré-multiplicando os dois membros de 4.28 pela inversa da matriz (M*. M%)

ML MO EAZ= (ML MO LML MO A=LA= A

Portanto

A= (M. MY LAZ= (MO " h (M LA

Pode ser demonstrado que

1 00
(MO)_lz -my 1
-my 0 1]
1 0 O]
(MH*t=|0 1
10 —-m,, 1]
Tendo em vista 4.30 e 4.31, tem-se que
1 0 0
(MO)_l-(Ml)_lz — My 1
_m31 _msz

Substituindo 4.25 e 4.32 em 4.29 tem-se que

1 0 0 di1 d12 Aai3
A=|-my 1 01/ O al22 al23

-mg; -m3z 1] 0 0 a3

33

L U

Assim, pode-se concluir que A = LU, onde:

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(i) U é a matriz triangular superior obtida ao final da fase de eliminagdo do método de

Gauss;

(if) L é uma matriz triangular inferior, na qual os elementos da diagonal principal s&o uni-

tarios e, abaixo, se encontram os multiplicadores da etapa k da fase de eliminagdo com o

sinal trocado.
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4.2.3 — A resolugédo de um sistema de equagdes lineares utilizando Decomposigéo LU

Seja um sistema de equagdes A.x = b. Para resolvé-lo, utilizando decomposi¢éo LU, basta

executar a seguinte seqliéncia de passos:

(i) Obtém-se a fatoragéo L.U da matriz A. Sendo A = L.U, entdo L.U.x = b;

(if) Faz-se Ux =y, logo L.Y = B;

(i) Resolve-se o sistema triangular inferior Ly = b;

(iv) Resolve-se o sistema triangular superior Ux = y obtendo, ent&o, a solugédo do sistema

de equacles A.x = b.

Exemplo-4.5

Seja resolver o sistema de equacdes a seguir.

X1 —3.X+2X3= 11
-2X1+8X- Xz3=-15
4% -6X+5Xx3= 29

Os célculos realizados estdo sumarizados no quadro 4.6.

Linha | Multiplicador Coeficientes Transformagdes
Ll _ l -3 2
L M2, -2 8 1
Ls | 4 6 5
L, 0 2 3 Lo+ myly
1 M3y = - 3
L3 0 6 -3 L3 + ms1lg
L23 O O ﬁ Ll3 + m32 'LlZ

Quadro 4.6: Sumarizacédo dos célculos.

Tem-se, entdo que:

1 00 1 -3 2
L=|-2 1 0leU=0 2 3
4 31 0 0 -12
Resolucéo do sistema L.Y =b
Vi = 11
VAV Y =-15=Y=[117-36]"

4yi+3y,+ty;= 29
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Resolucdo do sistema U.x=Y

X1 —3.X+2X3=11
2X+3X3=7
-12.x3=36

O vetor x = [2 - 1 3]" é a solucéo do sistema de equagdes dado.

4.2.4 — O Método da Decomposi¢do LU com Pivotacao Parcial

Para aplicar a estratégia de pivotacdo parcial ao Método da Decomposicdo LU faz-se ne-
cessario utilizar um vetor de permutacdo P, que € gerado atribuindo-se um nimero de or-
dem a cada equacéo que compde o sistema. Para efeito da apresentacéo do processo, seja o

exemplo a seguir.

Exemplo - 4.6
Seja resolver o sistema de equagdes dado a seguir utilizando o Método da Decomposi¢do

LU com pivotagdo parcial e considerando, quando for o caso, duas casas decimais.

41— X -Xs= 621
X1 —2.X2+ X3 = 8>2

Axy-4X3 +X4 =-723
5.X1 +5X3-10.xs =-40 >4

O vetor de permutacio é P = [1 2 3 4]". Os calculos estdo sumarizados no quadro 4.7.
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Linha | Multiplicador Coeficientes P | Transformacdes
L 5 0 5 -10| 4 Lq
LY My =-0,2 1 -2 1 0] 2 L,
LY, M3; = 0 0 4 -4 1] 3 Ls
LY, My =-0,8 4 -1 0 -1 1 L
L3 02! -2 0 2| 2 LY+ my L
L2 0f 4 -4 1] 3 L,
L2 08} -1 -4 7] 1 LY, +mg L
L3 0f 4 -4 1] 3 L2
L my=05| 02 -2 0 2| 2 L2
L3 mi= 025 08! -1 -4 701 L2
L% 02 -05 -2  25|2 L%, +ms L,
L% 08 025 -5 725|1 L3 +my L3
LS 08 -025! -5 725|1 L*
| mwe=-04| 02 05 -2 25| 2 Lt
LS, 02 -05 04! -04| 2 L% +mgsL5

Quadro 4.7: Sumarizagéo dos célculos.

Observe-se que é feita, de imediato, a troca de posicdo entre as linhas um e quatro. A
mesma troca deve ser feita no vetor de permutagdo. Obtém-se, entdo, P¥ = [4 23 1]'e é
realizada a eliminagéo dos elementos da primeira coluna.

No passo dois, que consiste na eliminagédo dos elementos da segunda coluna, verifica-se
que o pivod estéd na terceira linha. Logo, é necessario fazer a troca de posicdo entre as linhas
dois e trés. Esta mesma transformacéo deve ser realizada no vetor de permutagdo, obtém-
se, entdo, P® =[4321].

Verifica-se, no passo trés, que o pivd esta na quarta linha. Logo, é necessario fazer a troca
de posicéo entre as linhas trés e quatro. Efetuando a mesma transformagéo no vetor de

permutacio, obtém-se P® = [4 3 1 2]. Tém-se, a Seguir, as matrizes L e U.

0 0 O 5 0 5 -10

0 O 0 4 -4 1
08 -025 1 O 0 0 -5 7,25
02 -05 04 1 0 0 0 -04
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Resolugéo do sistema L.Y = b
Aplicando P®) =[4 31 2] a0 vetor b = [6 8 — 7 — 40", -e obtido b” = [- 40 — 7 6 8]".
Y1 =-40
Y2 = -7
0,8.y1-0,25.y, +V3 = 6=>Vy3=36,25

02y1 —05y,+04ys+ys= 8=>ys=-2

Resolucéo do sistema U.x =Y
9.X1 +5Xx3 - 10xs =-40
4X2-4X3 4+ Xs= -7
-5X3 +7,25x= 36,25
- 04x4= -2

A solucdo do sistema de equagdes &, portanto, x = [2 -3 0 5]".

Exemplo - 4.7
A anélise dos alimentos, 1, Il e 1l revelou que 0s mesmos possuem as seguintes unidades

de vitaminas A, B e C por grama:

Vitamina
A B C
I 20,5 38,0 27,0
Il 30,4 18,2 19,0
11 25,0 12,8 17,6

A tabela informa que, por exemplo, uma dieta com 30g do alimento | fornece 615 unidades
de vitamina A, 1140 de vitamina B e 810 de vitamina C.

Se uma pessoa precisa ingerir 2684, 2793,22 e 2402,74 unidades de vitamina A, B e C,
respectivamente, quais as quantidades dos alimentos I , 1l e 11l que suprirdo estas necessi-
dades ?

Solucéo
Basta resolver o seguinte sistema de equagoes:

20,5%; + 30,4%, + 25,03 = 2684 (1)
38,0, + 18,2%, + 12,8%3 = 279322 (2)
27,0x, + 19,0%, + 17,6%3 = 2402,74  (3)

Utilizando-se o método da decomposicdo LU com pivotacéo parcial e efetuando os calcu-

los com 3 casas decimais, s@o obtidos os resultados a seguir.
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Linha | Multiplicador Coeficientes P Transformacdes
L1 my1 = - 0,539 38.0 18,2 12,8 2 |L
Log ms; = -0,711 20,5 30,4 25,0 1 L
Ls1 27,0 19,0 17,6 3 |Ls
Y M3, = - 0,294 0,539 20,590 18,101 l Lo; + moiLqy
Lso 0,711 6,060 8,499 3 L3; + mailis
Las 0,711 0,294 3,177 § L3> + mzolon

Resolvendo LY = B
Aplicando P = [2 1 3]' em B, obtém-se B = [2793,22 2684 2402,74]'

Vi = 2793,22
0539yi+ Yy,  =2684 > y,=1178465
0,711y + 0,294y, + y3 = 2402,74 > y5 = 70,292

Resolvendo UX =Y
38,0x1 +18,2x, + 12,8x3 =2793,22
20,59x, + 18,101x3 = 1178,465
3,177x3 = 70,292

Obtém-se, como solugéo, o vetor X = [47,957 37,784 22,125]', em gramas.

O vetor residual produzido é R = [-0,8771 -0,0148 O,605]t, portanto foi obtida uma solu-
¢éo aproximada.

Obs: A solugéo exata é X = [48 37,5 22 4]".

4.2.5 Célculo de Determinantes

Um subproduto da resolucéo de sistemas lineares por meio de métodos diretos € o célculo
de determinantes. E mostrado a seguir como calcular o determinante de uma matriz utili-
zando o Método da Decomposicdo LU.

Como foi visto, a matriz A pode ser decomposta como produto de dois fatores L e U, onde
L é uma matriz triangular inferior com elementos diagonais unitarios e U uma matriz trian-

gular superior, isto é: A = LU. Assim, pode-se escrever:

det(A) = det(L.U) = det(L) x det(U)
Como se sabe, o0 determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos elementos

da diagonal principal, entdo det(L) =1 e

det(A) = det(U) = produto dos pivos
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No caso de ser utilizado o procedimento de pivotacéo parcial, tem-se que
det(A) = (- 1)“x det(U) = (- 1)* x produto dos pivds

Sendo k o numero de trocas de posi¢do entre linhas durante a fase de eliminacéo.

Exemplo-4.8
Na decomposicdo LU, com pivotagdo parcial, da matriz
3 -4 1
A=|1 2 2
4 0 -3
foram obtidos os fatores L e U
1 0 0 4 0 -3
L=|0,75 1 O0|eU=|0 -4 325
0,25 -05 1 0 0 4,375

Com duas trocas de posicéo entre linhas na fase de eliminagdo. Sendo assim:
det(A) = det(U) = (- 1) x (4) x (- 4) x (4,375) = -70

Os itens 4.2.6 e 4.2.7, a sequir, tratam de duas aplicacbes do Método da Decomposicéo LU
que consideram a situacdo na qual se deseja resolver varios sistemas de equacdes lineares

que possuem em comum a matriz dos coeficientes e tém termos independentes diferentes.

4.2.6 — Refinamento da solucdo de um sistema de equacgdes lineares simultaneas

Quer utilize-se a técnica de pivotacdo ou ndo, os erros de arredondamento tém algum efeito

nos resultados. Por este motivo, tdo logo tenha sido obtida uma solugdo, faz-se necessaria a

utilizacdo de uma técnica de refinamento que, normalmente, reduzira os erros de arredon-

damento.

Sendo assim, admita-se que:

(i) Um sistema de equagdes , A.x = b foi resolvido, utilizando-se o0 método da decomposi-
¢do LU e foi obtida uma solugéo aproximada, dada por um vetor x°.

(ii) A solucdo exata, que se deseja determinar, é um vetor x.

(iii) A° é um vetor de correcéo a ser feita em x° de modo a obter x".

Portanto, tem-se que

X=X’ +Ae Axt=b 2> AP+ AN =b 2AA=b-AX°
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De acordo com 4.8, R = b — A.x" é o vetor residuo produzido pela solug&o aproximada x°.
Sendo assim

AN =R
Tem-se, entdo, um sistema de equagdes lineares simultdneas com a matriz dos coeficientes

idéntica a de A.x =b. Como A = LU entdo

LUA’=R’
Fazendo U.A’ = Y tem-se L.Y = R°. Para determinar A° basta resolver, pela ordem,

LY =R° (4.34)
que é um sistema de equacdes lineares simultaneas triangular inferior) e

uA’=Y (4.35)

que é um sistema de equacdes lineares simultaneas triangular superior.

Resolvendo 4.35 e, a seguir, 4.34 fica determinado o vetor A°. Feita a corregdo em x° é
obtido o vetor x* e calculado o vetor residuo R*.

Este processo pode, naturalmente, ser repetido até que se obtenha um erro que, por algum

critério, possa ser considerado suficientemente pequeno.

Exemplo-4.9

O sistema de equagdes

2X1+ 33X — X3=-4
- 3%y + 5%, + 6x3=19

X1+ Xo+2X3=11

foi resolvido utilizando-se o método da decomposicdo LU com pivotacéo parcial. Foram

obtidas as matrizes:

1 0 O -3 5 6
L=|-067 1 O U=0 633 3
-0,33 042 1 0 0 274

e o vetor de pivotagdo P =[2 1 3]",
Como uma solugéo foi obtido o vetor x° = [1,9731 -0,9738 4,9647]', que produziu o vetor
residual R® = [-0,0601 0,0001 0,0713]". Faga um refinamento da solugéo obtida.
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Solucéo
= Resolucéo de LY = R°

Aplicando P = [2 1 3]' em R obtém-se R® = [0,0001 -0,0601 0,0713]". Sendo assim
Y =[0,0001 -0,0601 0,0964]".

2 Resolucéo de UA° = Y
E obtido A° = [0,0268 -0,0262 0,0352]"
Como
xt = x%+ A% = x' = [1,9999 -1,0000 4,9999]'

Esta solugéo produz o vetor residuo R' = [-0,0001 0,0003 0,0003]".
Considerando-se R*, verifica-se que x* é uma solugio que apresenta uma precisio maior

que x°. De fato, tem-se para x° que:

e’ =max|r, |= lm_:;1>§{| -0,0601/,]0,0001|,|0,0713|}=0,0713

1<i<n
1
e, para X

e =méx |r, |= méx{ - 0,0001}/0,0003], |0,0003]} =0,0003

1<i<n

A soluco x* produz um residuo menor.

4.2.7 - Determinacéo da inversa de uma matriz

Seja A uma matriz quadrada ndo singular, isto é, det(A) =0, e x = A™ a sua matriz inversa.
Sendo assim, tem-se que A.x = I. O objetivo deste texto & mostrar como obter x utilizando
0 Método da Decomposicdo LU. Para efeito de desenvolvimento, seja A uma matriz de

ordem 3. Portanto, tem-se que:

dil d12 a1z | Xu1 X2 Xi13 100
dz1 A2z A3 | X21 X22 X23|= 010
d31 asz2 as3 | X31 X32 X33 0 01

A X I
Fazendo o produto, s&o obtidos os trés sistemas de equagdes a seguir.
aiX11 + auXor + A13Xa =1 agiX12 + anXez + a13Xs2 =0 a11X13 + a11Xe3 + A13X33 = 0
A21X11 + A22X21 + Ap1X31 = 0 A21X12 + A22X2 + A21X32 =1 A21X13 + A22X23 + Ap1X33 = 0

a31X11 + 832Xo1 + az3X31 = 0 a31X12 + 832Xz + a33X32 = 0 a31X13 + a32Xo3 + A33X33 = 1

Observe-se que sdo trés sistemas de equacdes que tém em comum a matriz dos coeficientes

diferindo, apenas, na matriz dos coeficientes.
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S&o sistemas de equacdes da forma A.x' = B, i = 1, 2, 3, onde X' é a i-ésima coluna de x e
B' & a i-ésima coluna de I. Como A = L.U, entdo L.U.x' = B'. Resolvem-se, ent&o, 0s siste-
mas de equacBes L.Y' = B'e UxX = Y', i=1, 2, 3. A resoluco de cada um destes sistemas

de equagdes produz uma coluna da matriz x.

Exemplo - 4.10
Utilizando o Método da Decomposicéo LU determine a inversa da matriz.
1 2 -1
A=|2 -1 1
1 3 2
Sabendo-se que
1 0 O 1 2 -1
L={2 1 0 U=/0 -5 3
1 -02 1 0 0 36

Retenha nos célculos trés casas decimais.
Solucdo

Determinacdo da primeira coluna de X:
LY'=B* ondeB'=[100]'> Y'=[1-2-14]
ux*t=Y!'> X'=[0,277 0,167 -0,389]".

Determinacdo da segunda coluna de X:
LY?=B? onde B?=[010]'> Y?=[010,2]"
UX? = Y2 X?=1[0,388 -0,166 0,056]'

Determinacdo da terceira coluna de X:
LY®=B% ondeB*=[001]'> Y®=[001]'
Ux®= Y3 X*=[-0,056 0,167 0,278]'

Logo, a matriz inversa de A é:

0,277 0,388 -0,056
A*'=| 0,167 -0,166 0,167
-0,389 0,056 0,278

Observe-se que, para determinar a inversa de uma matriz de terceira ordem, foi necessario

resolver trés sistemas de equagOes lineares simultaneas de ordem trés. Sendo assim, con-
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clui-se que, para determinar a inversa de uma matriz de ordem n, é necesséria a resolugao

de n sistemas de equacdes lineares simultaneas de ordem n.

5 - Métodos iterativos

5.1 - Teoria Geral dos Métodos Iterativos

Uma das ideias fundamentais em Célculo Numérico é a da iteracdo ou aproximacao suces-
siva. Existe um grande nimero de métodos numéricos, para resolver os mais variados tipos
de problemas, que sdo processos iterativos. Como o proprio nome jé diz, esses métodos se
caracterizam pela aplicagdo de um procedimento de forma repetida, ou seja, repetir um
determinado célculo varias vezes, obtendo-se a cada repeticdo, ou iteracdo, um resultado
mais preciso que aquele obtido na iteragdo anterior.

Uma importante classe é a dos métodos iterativos estacionarios de grau um, nos quais o
resultado obtido em cada iteracdo é uma funcdo, somente, do resultado da iteracdo anterior.
Se um problema, P, tem uma solugdo S, entdo € gerada uma seqiiéncia de aproximacoes,

ou de estimativas, {S*}, k=0, 1, 2, ...; tal que:
Sk=g(P,S* %), k=123, ... (5.1)

Sendo que a expressdo 5.1 é a funcéo de iteragdo do método iterativo.

Definigdo 5.1
Um método iterativo é dito estacionario se a funcdo de iteracdo é, sempre, a mesma em

todas as iteracdes. Caso ela se modifique € dito ndo estacionério.

Definigédo 5.2
Um método iterativo é dito de grau g se, para obter uma estimativa, sdo necessarias g esti-

mativas anteriores da solugdo do problema, ou seja, a funcédo de iteracéo é da forma:
Sk=g@(P,S* 182 . S k=g g+1,g+2, .. (5.2)

Por exemplo:
p=1=S"=p(P)eS =g, S, k=1,2, ..
p=2=S"=0¢(P), S =9, S eS =P, s s*? k=23, ..

Os aspectos tratados a seguir estdo, sempre, presentes nos processos iterativos estaciona-

rios de grau um independentemente do problema a ser resolvido.
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Estimativa inicial

Como, em cada iteracdo, é necessario utilizar o resultado da iteracdo anterior, entdo, a fim
de se iniciar um processo iterativo, é preciso ter uma estimativa inicial para a solu¢do do
problema. Essa estimativa pode ser conseguida de diferentes formas, conforme o problema

que se deseja resolver.

Funcéo de iteragéo
Uma func¢éo de iteracéo, da forma 5.1, por meio da qual se constroi uma sequiéncia de es-

timativas para a solucéo do problema.

Convergéncia

E preciso que o método iterativo gere uma seqiiéncia que convirja para a solugio do pro-
blema. Isto significa que o resultado obtido em uma iteragdo deve estar mais proximo da
solucdo do que o anterior. Essa convergéncia nem sempre é garantida em um processo nu-

mérico.

Critério de Parada

Obviamente ndo se pode repetir um processo numérico de forma indefinida. E preciso pa-
ra-lo em um determinado instante. Para isto, deve ser utilizado um certo critério, que vai
depender do problema a ser resolvido, por meio do qual é tomada a decisdo quanto a fina-
lizagdo do processo. Este critério de parada envolve a precisdo desejada na solucdo do pro-

blema, e um nimero méximo de iteracoes.

5.2 - Métodos lIterativos para a resolucdo de sistemas de equacdes lineares simulta-
neas

Para determinar a solucdo de um sistema de equacdes lineares por meio de um método
iterativo é preciso transforméa-lo em um outro sistema linear que possibilite a definicdo de
um processo iterativo. Além disto, o sistema linear obtido apos a transformagdo deve ser
equivalente ao sistema original, ou seja, ambos devem ter a mesma solucéo.
Sendo assim, dado um sistema linear Ax=Db, ele é transformado em um sistema linear
equivalente da forma

X =MX+c=0¢(X) (5.3)
Onde:

M é uma matriz com dimensdes nxn

¢ é um vetor com dimensdes nx1
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A fungdo o¢(x) € a funcdo de iteracdo que, no caso, é dada na forma matricial.

A seguir, tomando-se uma aproximagéo inicial, x©, para x, constréi-se uma seqiiéncia

iterativa de vetores:

xW =Mx© 4+ ¢=px)
x@ =mx® 4 C=(p(X(l))

xO) = Mx KD L o=px®ly k=12, ... (5.4)

A expressdo 5.4 é a forma geral dos métodos iterativos, do tipo estacionario de grau um,

que serdo tratados nesta se¢do, sendo que M € a matriz de iteragéo.

Definicgéo 5.3
Se para qualquer estimativa inicial x| a sucessio {x*}, obtida de 5.4, convergir para um

limite independente de x®, entdo o método iterativo diz-se convergente.

Definigéo 5.4
Se os sistemas de equacdes A.x = b e (I - M).x = ¢ possuirem a mesma solucéo, entéo o

método iterativo consubstanciado por 5.4 € dito consistente.

Proposicdo 5.1
Seja det(A) # 0. O método iterativo proposto em 5.4 é consistente se, ¢ somente se,
(1-M).A'b=c
Prova
Sendox=Mx+c=2x-Mx=c=>(I-M)x=c..(1)
Ax=b=>x=Alb..(2)
Substituindo (2) em (1) vem que (I1- M).A*b=c¢
c.q.d.
Sendo assim, é interessante que os métodos iterativos sejam, simultaneamente, convergen-

tes e consistentes.

Critério de parada

O processo iterativo ¢ finalizado quando se obtém x® tal que max{x® —x&™?|,

i=1,2, .. n;seja menor ou igual a uma precisao estabelecida e, entdo, x® ¢ tomado co-
mo uma aproximacgéo para a solucdo do sistema de equagdes; ou quando for atingido um

nimero méximo de iteracOes estabelecido.
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5.3 - Método de Jacobi
5.3.1 - Formulagéo algébrica

Seja um sistema de equagdes lineares da forma

Ay Xy + 85X, +853X5+ s a;,, X, =b,
Ay Xy F 80X, + Xy F i, a,,X, =b,
.................................................................. (5.5)
A Xy +2,,Xy +83X5 4 e anX, =b,

Sendo a; #0, i=12,..,n, explicita-se uma incognita em cada equacéo (ou seja, faz-se a

separacdo pela diagonal da matriz de coeficientes) e estabelece-se o esquema iterativo a

seguir.
1
(k) _ (k-1) (k-1) (k-1)
X1/ =——(b, —a,X; 7 —apXy T — —a,, X, ")
11
1
(k) _ (k-1) (k-1) (k-1)
Xy =——(b, —a, X 7 —aXy T — —a,, X, ")
a2 (5.6)
1
(k) (k-1) (k-1) (k-1)
X4 =3 (b, —a,, X7 —a,,X; 7 — —a,, 1 Xnq")

nn

Sendo assim, dada uma aproximagéo inicial x®, o Método de Jacobi consiste em obter

uma seqiiéncia x®, x@ ,......, x® por meio da relagdo recursiva:
x® =MxEY+c (5.7)
Onde
0 —ajplag;y  —aggfagy - —ap/ag
v | ~22/az 0 —a3laz - —ax/ayp
—anp1/ann —anz/apy —apzfap, - 0
e
b]_/all
_ b2/8.22
b /ap
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Exemplo 5.1
Resolva o sistema de equaces a seguir utilizando o Método de Jacobi com preciséo 0,050,

um maximo de 5 iteracdes e x° = [0 0 0]".

8Xx1 +X -X3= 8
X1- T X0+ 2X3=-4
2X1 +X+ 9Xx3= 12
Solucéo
A funcdo de iteracdo e:
X£=0,125.(8-x5" +x5™)
x5 =-0,143.(-4-x " -2.x5) (5.8)
x5 =0,111.(12-2.x - x5

Fazendo os célculos utilizando 5.8, sdo obtidos os resultados apresentados no quadro 5.1.

K| x x5 X max [x - x|
0 0 0] 0] e

1| 1,000 0571 1333 1333

2 | 1,095 | 1,095| 1048 0524

3 | 0,995  1,026] 0969 0,100

4 [ 0993 0990] 1,000 0,036

Quadro 5.1: Resultados obtidos

Considerando a precisdo estabelecida, o vetor x = [0,993 0,990 1,000]" é uma solugéo do

sistema de equacoes.

5.3.2 - Formulacdo matricial
O esquema iterativo de Jacobi pode ser formulado matricialmente. Para obter esta formula-

¢éo, considere-se, inicialmente, que 5.6 pode ser escrito da forma dada por 5.9.

k k-1 k-1 k-1
all.xi ) =b1 —312X(2 ) —a13xg ) o, —alnxg )
k k-1 k-1 k-1
a22.x(2 ) - bo —a21x§ ) —azgxg ) —aZan1 ) (5.9)
k k-1 k-1 k-1
ann .xg ) = b —anlxi ) —anzx(2 ) —ann_le]_l)

Sejam, entdo, as matrizes
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di1p  ap

ar,2 a
A-|d21 822

dpy Aap2

0 0 0

ayy 0 - 0
L= .

apy ap2 - 0

ain Xll(
aon K = Xlﬁ
ann XE
3.11 0
0 a
D= 22
0 0

X by
Xk — Xs_l b=|"2| (510
x,'ﬁ"l b.n
0 0 ap a1n
(,) u=|? ? a?” (5.11)
ann 0 O 0

Sendo que A é a matriz dos coeficientes, L é uma matriz que contém a parte estritamente

triangular inferior de A, U é uma matriz que contém a parte estritamente triangular superi-

or de A e D é uma matriz que contém a diagonal de A.

Uma matriz é estritamente triangular, inferior ou superior, quando os elementos da diago-

nal principal também sdo nulos.

Pode ser verificado, facilmente, que:

(i)

(i)

(iii)

i k-1
by —alzx(z )

k-1
b —321X§ )

k-1
| by _anlxi )

L+D+U=A

i k
d11-X1

k
ano.X2

k
L8nn-Xn |

(k-1) _

- 3.13X3 .......... -

k-1
—3.23X:(3 )— .......... -

k-1
—an2X(2 )— ..........

= D.xk

(5.12)

(5.13)

=b-(L+U)xK?1 (5.14)

Considerando 5.13 e 5.14, tem-se que 5.9 pode ser reescrito na forma:

Dx=h—(L+U)x<?

(5.15)

Multiplicando ambos os termos de 5.15 pela inversa da matriz diagonal vem:

D 'DX=D"tb-D L(L+ U)X
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Portanto, a formulagdo matricial do esquema iterativo de Jacobi é:

X¥=-D L(L+U)x*"'+D7'b (5.16)
Ou, entdo
X“=Mx"t+c (5.17)
Onde
M=-D"%(L+UV) (5.18)
c=D"b (5.19)
Exemplo 5.2

Resolva o sistema de equagdes a seguir utilizando o método de Jacobi na sua formulagéo

matricial com precisdo 0,050; um méximo de 10 iteracdes e x° = [0 0 0]".

4x— X+ X3=19
X1+3.X— X3=14

X1+ Xo—5X3=-6

Solugéo
Tem-se que:
0 0O 4 0 O 0 -1 1 19
L={1 0 O D=0 3 0 U=0 0 -1 b=|14
1 10 -5 0 0 O -6
E trivial verificar que
0,25 0 0
pl=| 0 033 0
0 0 -0,2
Entéo
-0,25 0 0 0 -1 1 0 0,25 -0,25
M=-DYL+U)=| 0 -0333 0|1 0 -1/=[-0333 0 0,333
0 0 02|11 1 O 0,2 0,2 0
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025 0 07[197 [475
c=Dlb=| 0 0333 0 |.|14|=|4667
0 0 02||-6 1,2

Sendo assim, o esquema iterativo é:

0 025 -025 475
xK=1-0333 0 0333.xK1+|4667
02 02 0 1,2

As iteragdes produzem os resultados a seguir.

4,750 5,617 4,850 4,951 5,031
x!=]4,667 |- x%=]3484|-x°=|3823|-.x*=|4,058].x°=]3996
1,200 3,083 3,020 2,935 3,002
4,998
x% =| 3,901
3,005

As diferencas entre as iteracdes consecutivas sdo dadas pelos vetores:

0,867 0,767 0,101 0,080
‘xz—xl‘z 1183 ‘x?’—xz‘: 0,339 ‘x4—x3‘= 0,005 ‘x5—x4‘= 0,062
1883 0,063 0,003 0,067
0,032
‘xﬁ —x5‘= 0,005 | < 0,050
0,003

Portanto, para a preciséo estabelecida, o vetor x® = [4,998; 3,991, 3,005]t é uma solucao.

Proposicdo 5.2
O Método de Jacobi, dado por 5.14 é consistente.

Prova
Considerando a proposigéo 5.1, deve ser demonstrado que (I - M).A~*.b = c. Com efeito.

(I-M)A'b=[I+D ' (L+U)].A b
=[D'D+D L(L+U].A'b
=D '(D+L+U).A"'b
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=D LAAlb
=D lb

=C

5.4 - Método de Gauss-Seidel
5.4.1 - Formulagéo algébrica
Assim como no Método de Jacobi o sistema de equagdes lineares A.x = b é escrito na for-

ma equivalente:
X=Mx+c

por meio da separacgdo diagonal da matriz dos coeficientes e 0 processo iterativo de atuali-
zacdo é sequencial, componente por componente. A diferenca é que, no momento de reali-
zar-se a atualizagdo de uma das componentes do vetor numa determinada iteracéo, sdo uti-

lizadas as componentes ja atualizadas na iteracdo atual, com as restantes ndo atualizadas da

iteracdo anterior. Por exemplo, ao se calcular a componente x ),j=1,2,..,n; daiteragdo

K), utilizam-se as componentes ja atualizadas x®, x{, ..., x!) com as componentes ain-
1 2 j-1

da ndo atualizadas da iteragdo anterior x{\;", x{;?, ..., x{“?. Portanto, tem-se o esquema

iterativo a seguir.

x%k) =$(b1 —a12x(2k'1) —a13xgk'1) ap x(k Do —alnxgk'l))
x(zk) =i(b2 —a21x£k) —-a 3x(k b —a) x(k Do —a2nx§1k'1))
a22
ng) =ai(b3 —a31x§k) —a32x(2k) a3y x(k Do —a2nx§1k'1)) (5.20)
22

k 1 k k k
Xg ) =——(by _an1X§ ) _an2X(2 ) _anSXg )
nn
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Exemplo 5.3
Resolva o sistema de equaces a seguir utilizando o Método de Gauss-Seidel com preciséo

0,050, um maximo de 5 iteragdes e x° = [0 0 0]

8Xx1 +X -X3= 8
Xi- TX0+ 2X3=-4
2X1 +X+ 9Xx3= 12
Solucéo
A funcdo de iteracdo é dada por:
X£=0,125.(8-x5" + x5
x& =-0,143.(-4-x; - 2.x5™)
XX =0,111.(12- 2.x¥ - x¥)

fazendo os célculos utilizando 5.9, s&o obtidos os resultados apresentados no quadro 5.2.

K| x x5 X max [x - x|
0 0 0] 0] e

1| 1,000 0714 1,082 1,032

2 | 1,041 1,014| 0990 0,300

3 | 0,997 | 0,996 | 1002 0,044

Quadro 5.2: Resultados obtidos

Considerando a precisdo estabelecida, o vetor x = [0,997 0,996 1,002]' ¢ uma solugio do

sistema de equacgoes.

E de se esperar que o Método de Gauss-Seidel gere uma seqiiéncia que converge mais ra-
pido para a solugdo do sistema de equacdes do que aquela gerada pelo Método de Jacobi,
uma vez que faz a atualizacdo imediata dos dados. Embora isto ocorra com frequéncia, o
fato ndo pode ser generalizado. H& casos em que h& convergéncia quando se utiliza um

método e quando se utiliza o outro nao.
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5.4.2 — Formulacdo matricial
Para obter esta formulagéo, considere-se, inicialmente, que 5.20 pode ser escrito da forma
dada por 5.21.

arg. x( ) = =by —ap x(zk b -a x(k'l) — e —alnxﬁk'l)
k k-1 k-1
a22.x(2 ) =b, —a21x£ ) —an3 x( ) —a2nxf1 ) (5.21)
k k k k
ann x( ) = =b, —any xg ) —anzx(2 ) —ann_lxg_)l

Considerando as matrizes 5.10 e 5.11 tem-se:

(k-1) (k-1) (k-1)
D, —a,Xy 7 =Xy Y — —a,, X,
b, —a,x! —a,x¥V — ... —a, x%P
D2 TR TR % oboLxE-UXMT (5.22)
b, —a,x% —a x¥ —. .. —a,, x%

Tendo em vista 5.13 e 5.22 pode-se escrever 5.21 na forma:

X<=b-Lx*-Ux<? (5.23)
De onde vem que
DX+ Lx=b-Ux*"'=([D+L)x=b-Ux<" (5.24)
Multiplicando ambos os termos de 5.24 pela inversa da matriz (D + L) vem:
D+L)"(D+L)xX=(D+L) " [b-Ux1
Sendo assim

X¥=(D+L)"tb-(D+L)"Luxk?!

Portanto, a formulagdo matricial do esquema iterativo de Gauss-Seidel é:

X=-D+L)"LUx“'+(D+L)"'b (5.25)
Ou, entdo
X<=Mx*"1+c (5.26)
Onde
M=-D+L)"LU (5.27)
c=(D+L)"'b (5.28)
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Na prética, a formulacéo 5.25 ndo é utilizada, uma vez que exige a determinagdo da inversa
da matriz (D + L). Ao invés, é utilizada uma formulagéo obtida considerando 5.23 e multi-

plicando os seus dois membros pela inversa da matriz D. Tem-se, entéo, que:
D 'Dx=D tb-D LLx*-D Lux<?! (5.29)

X$=-D LLxX-DLUx*"'+D7'b (5.29)

O resultado apresentado por 5.29 é mais simples de utilizar do que 5.25, uma vez que re-
quer a inversa da matriz D, que é uma matriz diagonal. E simples verificar que, para obter
a inversa de uma matriz diagonal, basta inverter os seus elementos diagonais.

Observe-se, ainda, que a formulagdo matricial dada por 5.29 leva & formulagéo algébrica

apresentada em 5.20.

Exemplo 5.4
Resolva o sistema de equacdes a seguir utilizando o método de Gauss-Seidel na formula-

¢30 matricial dada por 5.25 com precisdo 0,050; um méaximo de 5 iteracdes e x° = [0 0 0]".

4x1— X+ X3=19
X1 +3.Xo— X3=14

X1+ Xo—5X3=-6

Solucgéo
Tem-se que:
0 0O 4 0 0 0 -1 1 19
L={1 0 O D=|0 3 0 u=/0 0 -1 b=|14
110 0 0 -5 0 0 O -6

Pode ser mostrado que:

025 0 O
(D+L)1=/-0,083 0333 0
0,033 0,067 -0,2

Entdo
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0 025 -025 4,75
M=-(D+L)tU=|0 -0083 0416 c=(D+L)*b= 3,085
0 0,033 0,034 2,765

Sendo assim, o esquema iterativo é:

0 025 -025 475
xK=|0 -0083 0416|.xK1+|3085
0 0,033 0,034 2765

As iteragdes produzem os resultados a seguir.

4,750 4,830 5,004 4,997
x}=[3085|-.x%2=|3979| . x3=]3986|.x*=|4,001
2,765 2,961 2997 2,998

As diferencas entre as iteracdes consecutivas sdo dadas pelos vetores:

0,080 0174 0,007
‘xz—xl‘z 0,894 ‘x3—x2‘= 0,007 ‘x4—x3‘= 0,014
0196 0,036 0,001

Portanto, para a preciséo estabelecida, o vetor x* = [4,997; 4,001, 2,998]t é uma solucao.

Proposicdo 5.3
O Método de Gauss-Seidel, dado por 5.25 € consistente.

Prova

Considerando a proposicao 5.1, deve ser demonstrado que (I - M).A™*.b = c¢. Com efeito.

I-M.Atb=[I+(D+L)LUl.A™'b
=[O+L) " "(D+L)+(D+L)""U].A™ b
=D+L) " "(D+L+U).A"'b
=(D+L)""~AA b
=(D+L)"'b

=C
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5.5 - Convergéncia dos métodos iterativos

Embora a ordem das equacgdes em um sistema linear ndo exerga qualquer influéncia com
relacdo a existéncia de solucdo, quando se trata da utilizagdo de um método iterativo ela é
relevante uma vez que define a fungéo de iteragéo.

Para mostrar este fato considera-se no exemplo 5.5 o sistema de equacdes utilizado nos

exemplos 5.1 e 5.3, porém trocando a ordem das equagdes um e dois.

Exemplo 5.5
Resolva o sistema de equaces a seguir utilizando o Método de Gauss-Seidel. Faca os cél-

culos com duas casas decimais e tome x° = [0 0 0]".

Xi- TXo+ 2X3=-4
8Xx1 +X -X3= 8
2X1 +Xo+ 9X3= 12
Solucéo
A funcdo de iteracdo e:
XK =-4+7x5T-2.x51
x5 =8-8.x5 +x&7! (5.30)
XX =0,111.(12- 2.x{ - x¥)

Fazendo os célculos utilizando 5.9, s&o obtidos os resultados apresentados no quadro 5.3.

K X! X X max |x ¥ —xik'l‘
1<1<3

0 0 0 ) —

1 -4 40 -2,22 40

2 280,44 -2.237,74 187,46 2.277,74

3 | -16.043,11 | 128.540,32 - 10.705,07 130.778,06

Quadro 5.3: Resultados obtidos

Observa-se, claramente, que ndo estd ocorrendo convergéncia. Ocorre que, com a troca de
posicdo entre as equagOes um e dois, a funcéo de iteracdo se modificou, basta comparar 5.9

e 5.10. A funcdo de iteracdo 5.10 gera uma seqiiéncia que ndo é convergente.
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5.6 - Critério de convergéncia
Para os métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel s&o validos os critérios de convergén-

cia a sequir.

5.6.1 - Critério das linhas
E condigéo suficiente para que os métodos iterativos gerem uma seqiiéncia que converge

para a solugdo de um sistema de equacdes, qualquer que seja a aproximacéo inicial x°, que

n
|a; |>Z‘aij‘, i=1,2,..,n
i1

n
Z‘au‘
=1

Além do mais, quanto mais proxima de zero estiver a relacdo mais rapida seré a

convergéncia.

5.6.2 - Critério das colunas
E condigéo suficiente para que os métodos iterativos gerem uma seqiiéncia que converge

para a solugdo de um sistema de equacdes, qualquer que seja a aproximacéo inicial x°, que
n
2 > Z‘aij‘ j=1,2,..n
i=1

n
Z‘au‘
Além do mais, quanto mais proxima de zero estiver a relagdo = mais rapida seré a
a.
I}

convergéncia.

Observe-se que estes dois critérios envolvem condicbes que sdo apenas suficientes, se
pelo menos uma delas for satisfeita, entdo estd assegurada a convergéncia, entretanto se
nenhuma das duas for satisfeita nada se pode afirmar.

Os exemplos a seguir apresentam sistemas de equagdes que podem ser resolvidos, somen-

te, por meio de um dos dois métodos iterativos abordados.

Exemplo 5.4
Este exemplo trata de um sistema de equagdes lineares que pode ser resolvido, somente,

por meio do Método de Jacobi. Seja o sistema de equagdes a sequir e x° = [0 0 0]
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X1+ 2X2 - 2X3=1
X1+ X+ Xz3=1

2X1 +2X + X3=1

Solucéo
(a) Aplicando o Método de Jacobi, tem-se que a fungdo de iteracéo é:

XK =1-2x51 4 2.x51
XK =1-xKt-xkt (5.31)

XK =1-2xK"-2.x5"

Fazendo os célculos utilizando 5.31, s&o obtidos os resultados apresentados no quadro 5.4.

[ oxE | xs | X | max i -xt
0] 0] 0] 0] -
1] 1] 1] 1 1

2| 1] -1] -3 4

3| -3] 3| 1 4

4| -3] 3] 1 0

Quadro 5.4: Resultados obtidos

Observe-se que foi obtida a solugéo exata.

(b) Aplicando, agora, 0 Método de Gauss-Seidel.

XK =1-2x5" +2.x51

XK =1-x5 - x5t (5.32)

XX =1-2.x5-2.x5

Fazendo os célculos utilizando 5.32, séo obtidos os resultados apresentados no quadro 5.5.

k| x| x5 | x5 | max|x} —xik'l‘
1<1<3

0 0] 0] 0] -

1 1 0 -1 1

2 -1 3 -3 3

3 -11 15 -7 12

4 -43 51| -15 36

5 -131| 147 | -31 96

Quadro 5.5: Resultados obtidos

Neste caso, verifica-se que o Método de Gauss-Seidel gera uma seqliéncia que ndo conver-

ge para a solucédo do sistema de equagoes.

Prof. José Alvaro Tadeu Ferreira - Notas de aulas de Calculo Numérico 43



Depto de Computacdo — Instituto de Ciéncias Exatas e Bioldgicas — Universidade Federal de Ouro Preto

Exemplo 5.5
Este exemplo trata de um sistema de equagOes lineares que pode ser resolvido, somente,

por meio do Método de Gauss-Seidel. Seja x° = [0 0 0]

0,5x, +0,6.x, +0,3.x3= 0,2
Xy + X3= 0

X3 = -0,6

X1 +

0,4.%x1-0,4.% +

Solucéo
(a) Aplicando o Método de Jacobi, tem-se que a funcéo de iteracéo é:

x¥ =2.(0,2-0,6.x571-0,3x5)
k k-1_ k-1

Xo=-X; "-Xg (5.33)
k k-1 k-1

X3 =—O,6—O,4.x1 +O,4.x2

Fazendo os célculos utilizando 5.33, s&o obtidos os resultados apresentados no quadro 5.6.

k| x¢ X} X3 | max |x -\
0 0 0 0] —
1| 0400 0,000 -0,600 0,600

2 | 0760| 0200 -0,760 0,360

3| 0616| 0,000 -0824 0,200

4| 0894] 0208] -0,846 0,278

5| 0658 -0,048 | -0875 0,256
6| 0982| 0216 -0883 0,324

7 | 0670 | -0,100 | -0,906 0,316
8 | 1064| 0236 -00908 0,394

9 | 0661 -0,156 -0,31 0,403
10| 1,146 | 02700 -0,927 0,485

Quadro 5.6: Resultados obtidos

Observe-se que ndo ha convergéncia.

(b) Aplicando, agora, 0 Método de Gauss-Seidel.

Fazendo os célculos utilizando 5.34, s&o obtidos os resultados apresentados no quadro 5.7.

X

Wx NMX P

X

= -X

x¥ =2.(0,2-0,6.x571-0,3x5)

K k-1
1 X3

k k
=—O,6—O,4.x1 +O,4.x2
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k| xt X} X max [x ¢ - x
1<1<3

0 0 0 0] —emmmeeeeee-
1 0,400 | -0,400 | -0,920 0,920

2 1,432 | -0512| -1,378 1,032

3 1841| -0,463 | -1,522 0,409

4 1,869 | -0,347 | -1,487 0,116

5 1,709 | -0,222| -1,372 0,160

6 1,490 | -0,118 | -1,243 0,219

7 1,287 -0,044| -1,132 0,203

8 1,132| 0,000 -1,053 0,155

9 1,031| 0,021 | -1,004 0,101
10| 0977] 0,027 -1,980 0,054

Quadro 5.7: Resultados obtidos

Neste caso, verifica-se que o Método de Gauss-Seidel gera uma seqliéncia que, embora

muito lentamente, converge para a solugéo do sistema de equacdes.

5.7 - Complexidade dos métodos iterativos

A analise da complexidade (quantidade de operacdes) requeridas em um método iterativo,
em cada iteracdo, € bastante simples. O que néo é trivial é determinar o nimero exato de
operagdes realizadas por um programa de resolucdo de sistemas de equagdes lineares por
meio de um método iterativo, pois este depende do critério de parada adotado. Para evitar
que se entre em loop, realizando operagfes quando ndo ocorre convergéncia, ou quando
ndo se alcanga a precisdo estabelecida, sempre deve ser adotado como critério de parada,
além da precisdo desejada, um nimero méximo de iteracdes permitido. No pior caso, este
serd o numero de vezes que as iteracdes serdo executadas.

Os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel realizam, por iteragdo, (2n® — n) operacdes aritméti-
cas: (n — 1) multiplicacBes de variaveis por coeficientes, (n — 1) somas e uma divisdo para
cada variavel do sistema, totalizando, para cada varidvel, (2n — 1) operagdes para cada uma
das n varigveis. Para valores de n grandes, o termo de menor grau é dominado pelo termo
de maior grau, e o custo dos métodos se torna 2n.

Devido a necessidade de verificar a possivel convergéncia para a solugdo do sistema, sob
pena de ndo se chegar a um resultado valido em sua resolucéo, os testes de convergéncia
tornam-se praticamente obrigatorios na resolugdo iterativa de sistemas de equacoes lineares
e, portanto, devem ser consideradas no custo destes métodos.

O critério das linhas tem um custo de (n? — 2n) operacdes aritméticas, uma vez que sao

realizadas (n - 2) somas, além disto, séo realizadas n comparacdes para verificar se a ma-
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triz dos coeficientes é estritamente diagonal dominante. Para grandes valores de n predo-

minam as n? operacdes aritméticas do critério.

5.8 - Comentérios finais

Os Métodos Diretos possuem a vantagem de serem mais gerais e robustos do que os Méto-
dos Iterativos, podendo ser utilizados na resolugdo de qualquer tipo de sistemas de equa-
¢Oes. Séo processos finitos e, portanto, teoricamente, obtém a solugdo de qualquer sistema
de equagBes ndo singular de equacdes. J os métodos iterativos convergem apenas sob de-
terminadas condicoes.

Os métodos diretos apresentam problemas com erros de arredondamento. Uma forma de
minimizar este fato é a utilizago de técnicas de pivotamento. Os métodos iterativos envol-
vem menos erros de arredondamento, visto que a convergéncia, uma vez garantida, inde-
pende da aproximagdo inicial. Com isso, somente os erros cometidos na Ultima iteragdo
afetam a solugdo, pois os erros anteriores ndo levardo a divergéncia do processo nem a
convergéncia para outro vetor que néo a solugéo.

Os métodos diretos sdo aplicados na resolucdo de sistemas de equagBes densos de porte
pequeno a médio. Por sistemas de pequeno porte entende-se uma ordem de até 30, para
medio porte, sistemas de ordem até 50. A partir dai tem-se, em geral, sistemas de grande
porte. Os métodos iterativos raramente sdo utilizados para resolver sistemas lineares de
pequeno a médio porte, ja que o tempo requerido para obter um minimo de precisdo ultra-
passa 0 requerido pelos métodos diretos como, por exemplo, 0 Método de Gauss. O Méto-
do de Gauss requer (4.n° + 9.n* — 7.n)/6 operagdes aritméticas. Os Métodos de Jacobi e
Gauss-Seidel requerem (2.n? - n) operagdes aritméticas por iteragdo. Para valores grandes

de n, 0s nimeros de operacdes aritméticas sdo aproximadamente

Método de Gauss: 2.n°/3

Jacobi e Gauss-Seidel: 2.n? por iteracdo

Assim, se 0 nimero de iteragBes é menor ou igual a (n/3), entdo o método iterativo requer
menos operacdes aritméticas.

Como exemplo especifico, seja um sistema linear de 100 equacfes. A eliminagdo requer
681.550 operagdes enquanto que, por iteragéo, sdo requeridas 900 operagdes. Para 34, ou
menos, iteragBes a quantidade de operagBes aritméticas € menor do que no Método de
Gauss.. Para 35, ou mais, vale o contrério.

Uma vantagem dos métodos iterativos sobre os diretos € o fato de preservarem os zeros da

matriz original Este fato é bastante significativo quando se trata de resolver um sistema de
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equacdes no qual a matriz dos coeficientes é esparsa, ou seja, possui um niimero grande de

elementos nulos. Os métodos iterativos preservam a esparsidade, uma vez que ndo criam

novos elementos ndo nulos. Os Métodos Diretos baseiam-se em transformacdes elementa-

res sobre as linhas da matriz dos coeficientes, destruindo a esparsidade da mesma. Isto au-

menta tanto o espaco necessario para o armazenamento da matriz dos coeficientes quanto o

esforco computacional para a resolu¢do numérica do sistema.

Enfim, é preciso conhecer a natureza do problema para poder escolher qual classe de algo-

ritmo (métodos diretos/iterativos) deve ser utilizada, pois somente assim sera possivel ob-

ter resultados mais precisos e, conseqiientemente, confiaveis.

Para concluir, € apresentada no quadro (5.8) uma comparacdo entre os Métodos Diretos e

Iterativos levando em considera¢do um conjunto de cinco indicadores.

Item Método Direto Método Iterativo
Para a resolucéo de sistemas de | Para a resolucéo de sistemas de
Aplicagéo equacdes densos de porte peque- |equagdes de grande porte, nota-

no a médio.

damente 0s €Sparsos.

Convergéncia

Se a matriz dos coeficientes ndo é
singular, entdo a solucéo é sem-
pre obtida

Ha garantia de se obter a solucéo
somente sob certas condicGes

NUmero de ope-
racoes

E possivel determinar a priori o
nimero de operacdes necessarias.

N&o é possivel determinar a priori
a complexidade.

Esparsidade

Destroi a esparsidade da matriz
dos coeficientes durante a fase de
eliminacé&o.

Preserva a esparsidade da matriz
da matriz dos coeficientes.

Erro de arre-
dondamento

Amplia os erros durante os célcu-
los. A ampliagdo pode ser mini-
mizada usando técnicas de pivo-
tacdo.

Os erros de arredondamento ndo
afetam as solugdes obtidas em
cada iteracdo. Apenas a solucéo
final pode conter erro.

Quadro 5.8: Comparagdo entre os Métodos Diretos e Iterativos
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