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Interpolacao polinomial

1 - Introducao
Em geral, dispde-se de dados que sdo fornecidos em um conjunto discreto de valores, den-
tro de um continuo de possibilidades. Entretanto, pode ser necessario fazer estimativas em
pontos que estdo entre os valores discretos, ou seja, nao constam do conjunto. Ocorre, tam-
bém, a situacdo na qual se faz necessaria uma versdo simplificada de uma fun¢ao compli-
cada. Ambas as aplicacdes sdo conhecidas como ajuste de curvas. Ha duas abordagens
gerais para o ajuste de curvas, as quais se distinguem com base na quantidade de erro asso-
ciada com os dados.
Primeiro, quando os dados exibirem um grau significativo de erro, a estratégia sera deter-
minar uma Unica curva que represente a tendéncia geral dos dados. Como cada ponto indi-
vidual podera estar incorreto, ndo sera feito qualquer esfor¢o para passar a curva por todos
os pontos. Em vez disto, a curva ¢ escolhida para seguir o padrao dos pontos considerados
como um grupo. Uma abordagem desta natureza ¢ chamada de regressdo por minimos
quadrados.

Segundo, quando se souber que os dados sdo muito precisos, a abordagem basica ¢ ajustar

uma curva ou uma série de curvas que passam diretamente por cada um dos pontos. Este

tipo de abordagem, que € o objeto deste texto, ¢ chamada de interpolagdo.

Interpolar uma funcdo, y = f(x), em um intervalo finito (a, b), consiste em substitui-la, ou

aproxima-la, por outra funcdo, y = g(x). A necessidade de se utilizar este procedimento

ocorre, basicamente, quando a fungao:

a) ndo ¢ conhecida na sua forma analitica, mas, apenas por meio de um conjunto de pontos
(xi, yi), 1 =0, 1, ..., n; esta situagdo ocorre com muita freqii€ncia, na pratica, quando se
trabalha com dados obtidos de forma experimental;

b) é conhecida analiticamente, mas operagdes como a diferenciacao e a integracao sao difi-
ceis (ou mesmo impossiveis) de realizar, ou seja, a funcdo ¢ de dificil tratamento.

Teoricamente, a fungdo y = g(x) pode ser qualquer, mas o caso mais comumente conside-

rado ¢ aquele em que pertence a classe das fungdes polinomiais.

A aproximagdo de fungdes por polindmios ¢ uma das idéias mais antigas da analise numé-

rica, ¢ ainda das mais utilizadas. E facil entender a razdo. Os polindmios sdo facilmente

computaveis, suas derivadas e integrais sdo, novamente, polindmios, seus zeros podem ser
determinados com facilidade, etc. O uso de polindmios interpoladores ¢ importante, por
exemplo, para a obtencao de valores intermedidrios em tabelas, na integragdo numérica, no

calculo de raizes de equagdes e na resolug¢ao de equacdes diferenciais ordinarias.
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As fungdes interpolantes polinomiais sdo as mais populares ndo s6 por suas propriedades
algébricas, mas, sobretudo, pela justificativa fornecida pelo teorema de aproximagdo de
Weierstrass que, de fato, garante a existéncia de um polindmio capaz de aproximar uma

funcdo f'tdo bem quanto se queira.

Teorema (Weierstrass)
Se /¢ uma fung¢do continua em um intervalo fechado [a, b], entdo, dado & > 0, existe algu-

ma fung¢do polinomial, p, de ordem n = n(§), tal que

[fx) = p(X)| < &, parax € [a, b]

Apesar de justificar a existéncia da fun¢do interpolante polinomial, este teorema nao ¢
construtivo, isto €, ndo fornece modos ou critérios para a sua obtencao.
Neste texto apresentam-se alguns dos procedimentos mais usuais para a obtencdo de fun-

¢oes interpolantes polinomiais.

Objetivo
Sendo (xj, i), 1= 0, 1, ..., n; pontos, com abscissas distintas, de uma fungao y = f(x), obter

o polinomio, y = p(x) tal que:

p(x)) =f(xi)=vy;,1=0,1,...,n

2 - Existéncia e unicidade do polinomio interpolador

Teorema 2.1
Se (x4, yi)1=0, 1, ..., n; s3o (n + 1) pontos com abscissas distintas, de uma fun¢ao, y = f(x),

entdo existe um, e s6 um, polindmio, y = p(x), de grau maximo n, tal que:
p(xi) =f(xi)=vyi,1=0,1,...,n
Demonstracao
O objetivo ¢ aproximar uma fungdo, y = f(x), por um polindmio, y = p(x), ou seja, deseja-
se obter

n

p(x)=a, x"+a, x" ' +..+ax+a,=y
tal que p(x;) = f(xj) = yiparatodoi=0, 1,2, ..., n

Com esta condi¢do, tem-se:
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n n—1
p(Xg)=apXxg +a,.1Xg +..+a1Xg+a9 =Yy

n n-—1
p(X;)=a,X] +a,.1X] +o.tax; +ag =y

Que ¢ um sistema de (n + 1) equagdes lineares com (n + 1) incdgnitas ay, aj, ay, ..., ap. A

sua matriz dos coeficientes ¢ dada por:

X() X8_1 Xg 1
n-1
X =| X1 X1 x; 1
xR XD xg 1 2.1

Trata-se de uma ma matriz de Vandermonde. O seu determinante ¢ calculado da seguinte

maneira

det(X) = (x0 — X1) (X0 — X2) ... (X0 — Xpn) (X1 —X2) (X1 —X3) ... (X1 —Xp) ... (Xn-1—Xnp)

Como, por condig¢do, X, Xy, ..., X, sa0 valores distintos, entdo tem-se que o determinante de
X ¢é ndo nulo ¢ o sistema linear admite solug¢ao Unica. Portanto, existe um unico polindmio,
y = p(x), tal que p(xi) = f(x;) =y;, 1 =0, 1, ..., n. Conclui-se, ainda, que o polindmio tem
grau maximo n, uma vez que os coeficientes, a;, 1 = 0, 1, ..., n; podem assumir qualquer

valor real, zero inclusive.

3 - Erro de truncamento

Teorema 3.1

Sejam:

(1) (xi, yi), 1=0,1, ..., n pontos com abscissas distintas de uma fun¢do y = f(x);
(i1) y = f(x) uma funcdo com (n + 1) derivadas continuas no intervalo [Xg, Xs].

Entdo, para cada x e [Xg, X,], existe um numero & € (X, X,), que depende de x, tal que

2+ (g(x)

00 -p0x) =B ()= (- X0) k- X))o (6 . — 20 (3.1)

Onde " !(.) é a derivada de ordem (n + 1) de y = f(x) e y = p(x) ¢ 0 polindmio que a in-
terpola nos pontos (xj, yi),1=0, 1, ..., n.
A expressdo (3.1) é chamada de termo do erro ou erro de truncamento. E o erro que se

comete quando se substitui a fungdo pelo polindmio que a interpola, no ponto x.
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A importancia do Teorema 3.1 ¢ mais teorica do que pratica, uma vez que nao € possivel
determinar o ponto & Na pratica, para estimar o erro cometido, quando a fun¢do ¢ dada

analiticamente, ¢ utilizado o corolario a seguir.

Corolario 3.1
Se f(x) e suas derivadas até a ordem (n + 1) s@o continuas no intervalo [Xy, X,], entdo:
M
(n+1)! (3.2)

Et(X)S|(X—XO).(X—Xl)...(X—Xn)|.

Onde M = max

Fo+l (x)‘ no intervalo [Xo, X,].

Exemplo 3.1

3.x

Sabendo-se que os pontos a seguir sdo da fun¢do f(x) = x.e”", calcular um limitante superi-

or para o erro de truncamento quando se avalia y para x = 0,25.
1 0 1 2
Xi 0,2 073 094
f(x;) | 1,8221 | 2,4596 | 3,3201

Solucio
De (3.2) tem-se que

M
(n+1)!

E(x)<|(x-x0)(X-X1) .. (X -Xp)|-
Onde M = max‘fm(x)‘ no intervalo [0,2; 0,4]. Como f(x) = x.¢>™, segue que:

f'(x)=e*(1+3.x)
£ (x)=e>"(6+9.x)
£ (x)=27."*(1 +x)

No intervalo [0,2; 0,4], f  (x) é méxima para x = 0,4. LogoM =f 7(0,4) = 125,4998. Sen-
do assim:

125,4998

E((0,25)<[(0,25-0,2).(0,25-0,3).(0,25-0,4),. 3

E,(0,25)<0,0078

Note-se que y = p(x) ndo necessariamente converge para y = f(x) em [a, b] a medida que se
aumenta o numero de pontos de interpolagdo. Polindbmios interpoladores de grau elevado

podem produzir grandes oscilacdes nos extremos do intervalo, ¢ o Fendmeno de Runge.
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Este fendmeno demonstra que polindmios de grau elevado sdo normalmente pouco reco-
mendaveis para a interpolagao porque aumentam o erro em valores proximos aos extremos
do intervalo de interpolacdo e melhoram a aproximagao em valores proximos ao centro.

O problema pode ser evitado usando interpolagdo polinomial por partes com polindmios de
grau moderado. Desta forma, pode-se tentar diminuir o erro de interpolagdo aumentando o
nimero de pecas de polindmios usadas, em vez de aumentar o grau do polindomio.
Exemplos tipicos: interpolacdo linear por partes (uma reta para cada par de pontos) e inter-

polagdo quadratica por partes (uma parabola para cada trés pontos), curvas spline.

4 - Métodos de obtencao do polinémio interpolador

Os varios métodos para a determinagdo do polindmio interpolador t€m em comum o con-
ceito de que um polindmio nada mais ¢ do que uma combinagao linear de polinomios. O
que difere um método do outro é a forma como este conceito ¢ utilizado, ou seja, a maneira

de como o polindmio interpolador é concebido.

4.1 — Método de Lagrange
Neste método, o polindmio, y = L(x), que interpola uma fun¢do, y = f(x), em um conjunto
de pontos (xj, yi), 1=0, 1, ..., n € concebido da forma
L(x)=yo.Lo(x)+y1.Li(x) +--+yn.Ly(x) 4.1)
onde os Li(x),1=0,1, 2, ..., n.
Para que este modelo resulte em um polindmio interpolador € necessario que
Lx)=f(x)=y,i=0,1,....,n
Sejam, entao
L(x0) = yo-Lo(x0) + y1.Li(X0) + y2.La(X0) + ... + yn.Ln(X0)
Para que L(x¢) = yo € necessario que
Lo(xo) =1e Li(x0) =La(x0)=... = Ly(X0) =0
Considere-se agora
L(x1) = yo.Lo(x1) + y1.Li(x1) + y2.La(x1) + ... + yn.Ln(X1)
Para que L(x;) =y; € necessario que
Li(x;))=1e Lox))=La(x1)=... =Ly(x1) =0
Portanto, para que (4.1) seja o polindomio interpolador de y = f(x) nos pontos (Xj, y;) 0s
Li(x); 1=0,1, 2, ..., n; devem ser tais que
Li(x)) =1
Li(xj)=0;1,j=0,1,2, ...,n; 1 #

Assim, os Lj(x) sdo polindmios de grau n uma vez que cada um tem n zeros.
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Para determinar cada L;(x), 1= 0,1, ..., n; basta considerar que todo x;, j =0, 1, ..., n; ¢ um
zero de Lij(x) quando i #j.

Seja a determinagdo de Ly(x). Tem-se, por condi¢ao, que:
Lo(x0) =1
Lo(x)=0; j=1,2,..,n
Portanto, conhecendo os zeros de Ly(X), pode-se escrevé-lo na forma fatorada:
Lo(x) = co.(x — x1).(X —X2) ... (X — Xp)

Para determinar o coeficiente ¢y basta considerar o valor numérico de Lo(x) em X = X que,

por condi¢do, ¢ igual a 1.

Lo(x0) = co.(Xo — X1).(X0 — X2) ... (X0 —Xp) = 1

1
" (xg = X1)(Xg —X3)...(Xg —Xp)

€o

Tem-se, entao, que

(xX=x)EX=X3)...(x=X,)
(xp —x1)(Xg —x2)...(Xg —Xp) (4.2)

Lo(x)=

Seja, agora, a determinagao de L;(x). Por condicao, tem-se que
Lix)) =1
Li(x)=0; j=0,2, ...,n
E, entdo, L(x), pode ser escrito na forma
Li(x) =ci.(x —X0).(X —X2) ... (X —Xp)

De modo analogo ao que foi feito anteriormente, para determinar o coeficiente c; basta
considerar o valor numérico de L;(x) em x = x; que, por condicdo, ¢ igual a 1, obtendo-se

entao
L1(X1) = Cl.(Xl — X()).(X1 — X2) (X] — Xn) =1

1
(x1 = X0)(X] —X2) .. (X] = Xp)

€1

Tem-se, entdo, que
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L (x) = (x=%Xg)X—=X3)...(Xx—=Xp)
(X1 =X)(x] —X3)...(X] —Xp)

Considerando os resultados 4.2 ¢ 4.3, conclui-se que

(4.3)

Li(x)= (x=%xg)X=%X1)... (X =X;_ X =Xi41)... (X —X)

(x; =x0)(Xj =x1)...(Xj =X )(Xj —Xjy1)...(Xj —=Xp)

,i=0,1,...n (4.4)

Exemplo 4.1

Seja y = f(x) uma funcdo dada nos pontos a seguir. Utilizando interpolacdo polinomial,

método de Lagrange, determinar o polindmio que a interpola.

1 0 2 3
Xi 0 2 4
Vi 4 11 20 44

Solucio

O polindmio interpolador é:

L(x) = yo.Lo(x) + y1.Li(X) + y2.La(x) + y3.La(x)

Seja, entdo, a obteng¢do de Li(x),1=0,1,2,3

(x-x)(xX-X9)(x-X3) _ x-1).(x-2).(x-4) _ x>-7x%+14.x-8

L =
0(x) (X0 -X1)(Xg -X2)(X( -X3) -8 3
L (x) =X %) -X)(x-X;) _ (x-0).(x-2)x-4) x3-6.x2 +8x
(X, =X )(X; - X,)(X, -X;5) 3
L,(x)= (X-X)(X-x)(X-X;) _(x-0).x-D.x-4) _ x?-5.x% +4.x
(X, - X)X, =X )(X, - X;) -4
L,(x)= (X-X )X -X)(X-%;) _ (x-0).x-1).(x-2) _ x?-3x%+2.x

(X5 =X )(X; =X )(X5 -X;) 24

Obtém-se, entdo, que

L(x) = x>+ 6.x + 4
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Exemplo 4.2

Sendo y = f(x) uma fun¢do conhecida nos pontos:

i 0 1 2
xi | 09 1 11
y, |0,6216 | 0,5403 | 0,4536

Pede-se:
(1) Utilizando interpola¢do polinomial, método de Lagrange, estimar o valor de y para
x =1,07.
Solucio
O polindmio interpolador é:
L(x) = yo.-Lo(x) + y1.Li(x) + y2.La(x)

Neste item, pede-se para calcular L(1,07) que é dado por:

L(1,07) = yOL0(1,07) + ylL1(1,07) + Y2L2(1,07)

Tem-se que

(x-x)(x-x,)  (x-1).(x-1,1)

L,(x)= - =L, (1,07)=-0,1050
(Xo =X )X, -X;)  (0,9-1).(0,9-1,1)

Ll(X): (X_XO)(X_XZ) — (X_O,g)(X_1,1)3L1(1,07):O,5100
(X, -x0)(x;-x,)  (1-0,9).(1-1,1)

L, ()= XX)X-X) | x=090K=D) g 07) -0 5950
(XZ _XO)(XZ _Xl) (1a1_099)(151_1)

Portanto

L(1,07) = (0,6216).(-0,1050) + (0,5403).(0,5100) + (0,4536).(0,5950) = L(1,07) = 0,4802

(i1) Sabendo-se que os pontos dados sdo relativos a fun¢do y = cos(x), estimar o erro de
truncamento maximo cometido no item (i).

Solucio

Sabe-se que o erro de truncamento maximo cometido ¢ dado por:

M
(n+1)!

E¢(x)<|(x-x0)(x-X1) ... (x - X))

7 +
onde M = max|f"""

(x)| no intervalo [Xg, Xp].
Tem-se que f ""'(x) = sen(x), cujo moédulo ¢ maximo no intervalo [0,9; 1,1] parax = 1,1 e
f’(1,1)=0,8912 = M. Sendo assim,

0,8912
3!

E,(1,07)<|(1,07-0,9).(1,07-1).(1,07-1,1) . —E,(1,07)<5,3x107> 20,0001
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4.2 — Método das diferencas divididas
4.2.1 — O operador diferenca dividida
Definicao 4.1

Dada uma fungdo, y = f(x), a sua primeira derivada ¢ definida como:

f(x +h) - f(x)

f'(x)= lim 4.5
h—0 h (45)
Sendo (X, yi), 1=0, 1, ..., n; um conjunto de pontos da funcado, entdo:
. f(x; +h)-f(x;
f!(Xi): hm (Xl ) (Xl)
h—0 h
Seja
Xith=Xj:1® h=Xj+1-Xj
Sendo assim
\ . f(xi49) - f(x4)
f'(x;)= lim i+l ! (4.6)
Xi =>Xij Xj4l X
Definicao 4.2
Sendo (x;, yi), 1=0, 1, ..., n; um conjunto de pontos, com abscissas distintas, de uma fun-
¢do y = f(x), define-se o operador diferenga dividida de primeira ordem como:
f(x41)-f(x; i+1-Yi
Dy, = (Xj41)-1( 1)ZY1+1 Yi i=0.1,..n—1 4.7)

Xi+1-Xi Xi+1-Xi
Observe-se que este operador nada mais € do que uma aproximacdo do valor numérico da
primeira derivada de uma fungdo em um ponto.
Pode ser demonstrado que as diferencas divididas de ordem superior sdo aproximagdes
para as derivadas de ordem superior.
A diferenga dividida de segunda ordem ¢ definida como:

Dv: . -Dv:
D2y, =i+ =i i_0 1, ..,n-2 (4.8)

Xi+2 - Xj
A diferenga dividida de terceira ordem ¢ definida como:

2 2
D . _D .
Dy, =—Y+L"2 Vi 01, .. n-3 (4.9)
Xi+3 - Xj
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Considerando as defini¢des (4.7), (4.8) e (4.9), tem-se que a diferenca dividida de ordem k,

¢ definida como:

k-1 k-1
D ..1-D . [k=1,2,..,n
Dkyl — YI+1 YI .9 (410)
Xi+k - Xi 1=0,1,...,1’1—k
Sendo a diferenca dividida de ordem zero definida como:
Di=vi,i=0,1,....n (4.11)

4.2.2 — O polindmio interpolador com diferencas divididas'
Neste método, o polindomio, y = p(x), que interpola uma fung¢do, y = f(x), em um conjunto

de pontos (xj, yi), 1=0, 1, ..., n; € concebido da forma:

p(xX) =ap+ a;.(Xx —Xg) T a2.(Xx — X0)(X — X1) + ... T ap.(X —X0)(X — X1) ... (X —Xp-1) (4.12)

Tendo em vista que y = p(x) deve ser tal que p(x;) = f(xi) =yi,1=0, 1, ..., n

Entao
p(X()) = ao = ap — y0 = Doyo (413)

p(X1) = yo + ar.(x1 —Xo) = y1

Vem, entdo, que

a, =21"%0 (4.14)

X, - X,
Tendo em vista a definigdo 4.7, verifica-se que 4.14 ¢ a diferenca dividida de primeira or-
dem, ou seja

a; = Dyo (4.15)
O polindmio 4.12 deve interpolar y = f(x) no ponto (X2, y2). Portanto

p(x2) = yo + Dyo.(X2 — X0) + a2.(X2 — X0)(X2 — X1) = Y2 (4.16)
Sabe-se que:
_Yi-Yo
DYO - —)Yl-Y() = Dyo(Xl-Xo)
X=Xy
YoV
]:)Y1 - —)Yz—Yl = Dyl(Xz—Xl)

X, =Xy

! Contribui¢do do Professor José Américo Trivellato Messias
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Somando-se as duas equagoes, tem-se:

Y1—Y0 + Yz—Yl = DyO(Xl—Xo) + Dyl(Xz—Xl)

Y2 —Y() = Dyo(Xl-Xo) + Dyl(Xz-Xl) (4 17)

Explicitando a, em (4.16), tem-se que:

_ Y,-Y,-Dy,(x,-X%,)

(X, =X )(X, —x1)

a,

Tendo em vista (4.17), vem que:

_ Dy, (x, —x,)+ Dy, (x, —x,) -Dy,(x, —X,)
(X, =X )(x, —x1)

a,

_ Dy,.x; —Dy,.x, + Dy,(x, —x,)-Dy,x, + Dy, X, _ Dy, (x, —x;)-Dy,x, + Dy, x|

a
(X5 =x)(x, —x1) (X5 = x)(x, —x1)
a = Dy, (x, —x;)-Dy,(x, —x;)

(x5 =X )(x, —x1)

Portanto
Dy, -D
a, =210 (4.18)
X, =Xy

Com base na defini¢do 4.8, conclui-se que 4.18 ¢ a diferenga dividida de segunda ordem.

Sendo assim
a, = D%y, (4.19)

Considerando os resultados (4.13), (4.15) e (4.19), pode-se concluir que:
aj = Diyo, 1= 0, 1, ...

e que 4.12 ¢ um polinémio da forma:

p(x) = yo + (x —x0) .Dyo + (x — x0)(x —x1) .D’yo + ... + (x = X0)(x —X1) ... (X —Xq1)-D"Yo

(4.20)
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Teorema 4.1 (Valor Médio de Lagrange Generalizado)
Se y = f(x) ¢ uma fun¢do com n derivadas continuas no intervalo [Xo, X,], entdo existe um
ponto & [ [xo, x,] tal que
D"y = £
n! (4.21)
Demonstraciao
Seja
e(x) = f(x) — p(x)
Onde p(x) ¢ o polindmio que interpola f(x) nos pontos dados. Assim sendo, a fun¢do e(x)
tem n + 1 zeros distintos, o que implica, pelo Teorema de Rolle Generalizado, que e’(x)

tem n zeros em [Xo, X, €, assim, sucessivamente. Assim, conclui-se que existe um § € [a,b]

tal que €"(§) = 0. Ou seja
0=1"®) -p'(®) =0=1"® - Dyn!

Corolario 4.1

Sob as hipoteses do teorema anterior, tem-se que

n ~ fr (x)
D :T (4.22)

Corolario 4.2
Se y = f(x) e suas derivadas até a ordem (n + 1) sdo continuas no intervalo [Xo, X,], entdo:

Er(x) < |(X = Xo). (X —X)). .. . (X — Xy)|.max|D" " 'f(x)|

. o A . . ~ +1
Tendo em vista o teorema 4.1 e o coroldrio 4.2, na auséncia de informagdo sobre f" " '(x),
uma estimativa para o erro de truncamento maximo pode ser obtida utilizando-se uma dife-

renca dividida de ordem (n + 1), caso estas ndo variem muito.

Exemplo 4.3
A tabela a seguir apresenta valores da voltagem, V, em fungdo da corrente elétrica, 1. Utili-
zando interpolagdo polinomial, método das diferencas divididas, estimar o valor de V

quando [ =3A.

i 1 2 3
I=x; | |1 2 4 8
V=y; | 120 | 94 | 75 62
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Solucio

Inicialmente, sdo determinados os valores das diferencas divididas.

Tem-se, entdo:

p(X) = yo + (X - X).Dyp + (x - X0).(x — xl).D2y0 +(x - X0).(X —X1).(X — xz).D3y0
p(3)=120+3-1).(-26)+(3-1).3-2).(5,5+3B-1).3-2).3-4).(-0,64)
p3) = 80,28V

Exemplo 4.4

1 1= Xi V= Vi Dyi Dzyi D3yi
0 1 120 -26 55| -0,64
1 2 94 -9,5 1,04

2 4 75 -3,25

3 8 62

Uma barra de metal estd presa em duas paredes separadas pela distancia de 12m. A 5m da

parede A, um corpo apoiado sobre a barra faz com que esta toque no solo. Os pontos de

engate nas duas paredes estdo a 8m (parede A) e 3m (parede B) do solo, conforme mostra a

figura a seguir. Usando interpolag@o polinomial, Método das Diferengas Divididas, pede-se

estimar:

a) a altura, em relacdo ao solo, de um ponto da barra localizado a 2m da parede A;
b) qual deve ser a altura da barra no ponto localizado a 2m da parede A, para que o trecho

compreendido até Sm da mesma seja representado por um polindmio de grau um.

Solucio

parede A

8m

A

a) Os pontos a considerar sdo os da tabela a seguir.

xQ
3
g
SOLO
d=12m
i Xi szi Dyi Dzyi
0 0 8 -1,6 | 0,169
1 5 0| 0,429
2 12 3
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p(x) =yo + (x - X0).Dyp + (x - x0).(x — Xl).D2y0
p2)=8+(2-0).(-1,6)+(2-0).2-5).(0,169) = p(2) = 3,786m

b) Pede-se para determinar a altura y da barra a 2m da parede A. Os pontos a considerar e

as diferencas divididas estdo na tabela a seguir.

i Xi Vi Dyi Dzyi
r— & ¥ T —
ol o | 8 ) 1oy _¥-8
E'L’ 5 3 2
1 2 - =
y 3
2 5 0

Para que este trecho seja representado por um polindmio de grau um, ¢ necessario que a

diferenga dividida de segunda ordem seja nula. Entdo, fazendo:

1 7 —8
—(—l—J ):U =2 y=4,8m
5 3 2

4.3 — Método das diferencas finitas ascendentes

4.3.1 — O Operador Diferenca Finita Ascendente

Definicao 4.3
Sendo (xj, yi), 1=0, 1, ..., n; pontos de uma func¢do, y = f(x), tais que X; + | — X; = h = cons-
tante; 1=0, 1, ..., n— 1; define-se a diferenca finita ascendente de primeira ordem como:

Af(x) = f(x + h) — f(x) (4.24)
Em um ponto x; tem-se que

Af(xi) = f(xi + h) — f(x;)
AYi:yiJrl_yi:i:O) 1923 "'on_l (425)

Da definicao (4.24), verifica-se que o operador A(.) ¢ linear (ver anexo), sendo assim, as
diferengas finitas ascendentes de ordem superior sdo definidas, por recorréncia, da seguinte
maneira.

Segunda ordem.

A[Ayi] = Alyi+1—yil
A*yi=Ayi+1— Ay, i=0,1,2,...,n-2 (4.26)

Terceira ordem.
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A[A’yi] = A[Ay; +1 - Ayi]
Ayi=A%i 1 —AY;,i=0,1,2,..,n-3 (4.27)

Generalizando, tem-se que a diferenca finita ascendente de ordem k ¢ definida como:

k=1,2,...,n
Akyi = Ak- lyi+1 —Ak_ lyi {1:0 1 n-k (428)

Sendo a diferenca finita ascendente de ordem zero definida como:
Avi=yi;1=0,1,2,...n (4.29)

As diferencas finitas ascendentes estdo intimamente relacionadas com as derivadas de uma

Af(x)
h

fungdo. Tendo em vista as definigdes 4.1 ¢ 4.3, verifica-se que € uma aproximacgao

para a primeira derivada de uma fungao y = f(x). O teorema a seguir generaliza esta idéia.

Teorema 4.3

Sendo y = f(x) uma fun¢do com derivadas continuas até a ordem k, tem-se que:

A(x) = h*.f (&) para algum & € (x, x + k.h) (4.30)
Demonstracao
A demonstragdo sera feita por indugao sobre k.

Base de indugdo: a relagdo vale parak = 1

Af(x) = f(x + h) — f(x) = h.f ’(§) (Teorema do Valor Médio)

Hipdtese de inducdo

Admita-se que a relagdo vale para k— 1.

A x) =B (G 1), B € (x,x + (k- 1).h)

Passagem de inducdo

Provar que a relagdo ¢ valida para k.
ATRx)] = A [ALf(x)]] = A '[f(x + h) — f(x)]
= A f(x +h)] = A (X))

A Ex + h)] =0 D)) com py € (x +h, x +h+ (k— 1)h) = (x + h, x + h.k)
AEx)] = WD (p,) com s € (x, x + (k — 1)h)
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Usando agora o (T.V.M) para %D tem-se
3 & € (fu, M2) ou (pa, p) : F70(E) — F471(&) = ht®(&y)

Vem, entdo, que
AR0] = A [f(x + h)] = A [f(x)]

= ) — 15V (0a)

=h*"hiN(&), & € (i, 12)

= h Y&, & € (x, x + k.h)

c.q.d.

Corolario 4.3
[Akf(x) / hk].é uma aproximacio para f ®(x) e o erro cometido tende a zero quando h tende

a Z€ro.

4.3.2 — O polinémio interpolador com diferencas finitas ascendentes

Teorema 4.2

Se (xj, yi), 1=0, 1, . .., n; sdo pontos de uma funcdo, y = f(x), tais que X; + | — X; = h,
1=0,1, ...,n—1; entdo vale a relacao:
k
A .
DKy, = ky1 ,k=0,1,2,.,0:i=0,1,2, ...,n—k 4.31)
h™ k!
Demonstracao:

A demonstragdo ¢ feita por meio de indugdo finita em k.

Base de inducdo: ordem 1

" Xi;1-x; hooply

Dy= Yl 7Yl - 2V _AYi g1 0 on-1

Hipoétese de inducdo

Admita-se que o argumento ¢ valido para a ordem k — 1.

k-1
A .
Dk-ly yl

=, i=0,1,2, . n—k+1
Wk -1y
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Passagem de inducdo

Provar que ¢ valido para ordem k. Por defini¢ao

k-1 k-1
D" yi.1—-D" 'y

DXy, = ii=01,2,...,n-k

Xi+k —Xi

Sendo x; + x — x; = k.h, ,tem-se que

k-1 k-1
A" yivl . ATy
k_l _ | k—l _ |
DkYi=h & 1)'khh Lk 1)',i=O,1,2,...,n—k
k=1, ak—1
Dhy; =2 Vil s& Vi o1 5 n-k
hh™  k(k-1)!
Portanto
k
A .
Dkyi:k_-‘/l,kzo,1,2,...,n;i=o,1,2,...,n—k
h™ k!
c.q.d.
Seja a variavel
X-X0
z= 4.32
- (432)
De onde vem que
X=Xo+thz
X -Xo=h.z

X—X;=X—(Xxp+th)=x—-xo—h=hz-h=h(z-1)
X—X=X—(x0*+2h)=x—-%x0—2h=hz-2h=h(z-2)

;(—xn_1=h.[z—(n— )]

Efetuando as substitui¢des no polindmio interpolador com diferengas divididas, 4.21, ob-

tém-se que o polindomio interpolador com diferencas finitas ascendentes:

p(xg +hz)=yg +zAy( + Z(Z'_l) A2y0 +—z(z—l;(z—2) A3y0 +..+ Az=D).[2= (=D A"y

n!

(4.33)
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Exemplo 4.5
Os pontos a seguir relacionam a solubilidade, S, da 4gua no 6leo mineral, em partes por
milhdo, com a temperatura, t, em graus centigrados. Utilizando interpolagdo polinomial,

método das diferencas finitas ascendentes, estime o valor de t quando S =200ppm.

S t
i xi | yvi |Ayi|A]|Ay
0 30 15 35| -19 13
1| 130 50 16 -6
2 | 230 66 10
3 | 330 76
Sabe-se que

sz—xo -)z=200_30=1,7
100

Logo

z(z -1 z(z—-1)(z-2
(2' )Azy()Jr ( ;( )A3y0

z(z—-1)(z-2)
3!

p(xg +h.z) =yg +zAy( +

p(xp+hz)=15+2(35)+ 22D 19y

2! (13)

Sendo assim, o polinomio interpolador ¢ dado por:
p(xo+hZ)=2.17.2° - 16.7* + 48,83.Z + 15

Tem-se, entdo, que p(200) = 62,4°C

Exemplo 4.6

Uma hidroelétrica tem capacidade maxima de 60MW, que ¢ determinada por trés gerado-
res de 30MW, 15MW e 15MW, respectivamente. A demanda de energia varia num ciclo
de 24h, sendo que a demanda minima ocorre entre 2h e Sh e a maxima entre 14h e 17h.
Utilizando interpolag¢do polinomial, método das diferencgas finitas ascendentes, estime a
demanda minima e a maxima e o horario em que cada uma ocorre, considerando os dados

a seguir.

i 0 1
Hora (x;) 2 3 4 5
Demanda (y;) | 16,4 15,2 | 149 | 16,0

[\
(O8]
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1 0 1 2 3
Hora (x;) 14 15 16 17
Demanda (y;) | 36,5 | 43,0 | 34,0 | 31,2

Solucio
- Demanda minima

Inicialmente, sdo calculados os valores das diferencas finitas ascendentes.

1 Xi Vi Ay; A%y, Ay Sendo

0 2| 164 -1.2 0,9 0,5 X-X(

1 31152 -03 1,4 2=

2 4| 14,9 1,1

3 51 16,0 entioz=x—-2ex=2+z

O polindmio interpolador tem a forma

z(z-1) » z2(z-1)(z-2) 3
p(xg +h.z) =yy +zAy, +T)A Yo +(TA Yo

Assim,
z(z—-1)

PR +7)=164+2(-12)+ =

(0,9)+

z(z—-1)(z-2)
3 -2

p(2+2)=0,082> +02.2% -1,48.2+ 16,4

Para estimar a demanda minima basta obter a primeira derivada de p(2 + z) e determinar os

seus zeros. Tem-se, entao:

pP’(2+2)=0242"+042z—1,48=0

Trata-se de uma funcdo do segundo grau. Seus zeros sdao — 3,46, que ndo tem sentido para
este problema, e 1,79. A questdo, agora, ¢ verificar que z = 1,79 ¢ abscissa de ponto de

minimo. Para isto toma-se a segunda derivada de p(2 + z) e verifica-se, facilmente, que:

p’R+2)=0482+04>0Vz>0

Logo z = 1,79 ¢, de fato, abscissa de um ponto de minimo. Portanto p(3,79) = 14,8MW ¢
uma estimativa para a demanda minima e. x = 3,79, que corresponde a 03h48min, ¢ o ho-

rario aproximado no qual a ela ocorre.
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- Demanda maxima

Calculo das diferencas finitas ascendentes.

O polindmio interpolador tem a forma

z(z -1 z(z—1)(z-2
p(xg +h.z) =y +zAyg +(—,)A2Y0 +%A3YO

Assim,

p(14 +2) =365+ 2.(6,5) + %(—15,5) 4 W(zu)

p(14+7)=3,62.2° —18,6.2> +21,48.2 +36,5

Derivando p(14 + z) tem-se a fun¢ao:

p’(14 +2) = 10,86.2> - 37,2.2 + 21,48

1 Xi Vi Ay; A%y, Ay Sendo

0 14| 36,5 6,5 -155 21,7 X -X

1 | 15| 43,0 -9 6,2 2=

2 16 | 34,0 -2,8

3 17| 31,2 entdloz=x—-14ex=14+z

Cujos zeros sdo z = 0,74 e z = 2,69. Basta, agora, calcular o valor numérico da segunda

derivada de p(14 + z) em cada um destes pontos para verificar qual deles ¢ abscissa de

ponto de maximo.
Sendo
p’(14+2)=21,72.z- 37,2

Para z = 0,74, tem-se que p’’(14,74) = - 21,13 e, para z = 2,69, p’’(16,69) = 21,23. Portan-

to, z = 0,74 ¢ abscissa de ponto de maximo e, calculando o valor numérico do polindmio

interpolador neste ponto, tem-se a estimativa para a demanda méxima que ¢

p(14,74) = 43, 7MW

e verifica-se que ela ocorre as 14h44min, aproximadamente.
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5 — Complexidade dos métodos de interpolacio

E importante, quando se avalia a eficiéncia de um algoritmo qualquer, saber como ele se
comporta com relacdo ao nimero de operagdes aritméticas em fun¢do do tamanho da sua
entrada. Esta ¢ a andlise de complexidade de tempo do algoritmo. Quando se avalia a quan-
tidade de memoria necessaria em fun¢ao do tamanho da entrada, tem-se a analise de com-
plexidade de espago. Existe uma vasta teoria sobre técnicas de avaliacdo formal destas
complexidades. Neste texto considera-se, estritamente, o nimero de operagdes aritméticas.
Os métodos de interpolagdo de Lagrange, Diferengas Divididas e Diferencas Finitas As-
cendentes realizam, cada um, um ntimero especifico de operacdes aritméticas, ou seja, cada
um tem a sua complexidade. A tabela 5.1 apresenta uma sintese da analise feita para cada

um destes métodos.

Método Adi¢oes | Multiplicacdes | Divisoes Total
Lagrange 2.n°+3n 2n°+n-1 n+1 4n°+5.n
3 2 5 2 2
—n°+=. 5
Diferencas divididas | 2 n 2 n n + n n + n 2n?+ln
2 2 2 2 2 2
. . 2
Diferencas finitas i+l n- N n al 2n242n41
ascendentes 7 9 2 2

Tabela 5.1: Complexidade dos métodos de interpolacdo (n € o grau do polindmio)

Tomando como exemplo um polindmio interpolador de grau dez verifica-se que o numero
total de operacdes efetuadas pelo Método de Lagrange ¢ igual a 450, pelo Método das Di-
ferencas Divididas 285 e, pelo Método das Diferencas Finitas Ascendentes, 176. O que
leva a verificar que o Método das Diferencas Finitas Ascendentes apresenta maior eficién-

cia quando comparado com os outros dois métodos estudados.

6 — Consideracoes finais

(a) Os métodos que utilizam diferencas (divididas ou finitas ascendentes) sdo eficientes
quando se deseja aumentar (ou diminuir) o grau do polindmio obtido, pois basta, sim-
plesmente, acrescentar (ou retirar) termos. Logo, para calculos exploratorios, estes mé-

todos, em geral, sdo preferiveis.

(b) No método de Lagrange a alteragdo do grau do polindmio exige que os calculos sejam,

todos, refeitos.

(c) O método de Lagrange ocupa menos memoria, uma vez que nao ¢ necessario o calculo

e 0 armazenamento de uma tabela de diferencas divididas ou finitas ascendentes.
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(d) A desvantagem na utilizagdo do Método das Diferencas Finitas Ascendentes ¢ a exi-
géncia de que as abscissas dos pontos a utilizar para a interpolacdo devam ser, neces-
sariamente, eqliidistantes.

(e) Nos métodos que utilizam diferencas divididas ou finitas ascendentes, a estimativa do
erro de truncamento pode ser facilmente integrada ao algoritmo, uma vez que utiliza
uma diferenca.

(f) No método de Lagrange, a estimativa do erro de truncamento pode ser obtida somente
se a fungdo interpolada for conhecida analiticamente.

(g) O método de Lagrange ¢ um pouco mais facil de ser implementado.
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Anexos
a) Teorema do Valor Médio
Se y = f(x) ¢ uma fun¢ao que satisfaz as condigdes:
(1) é continua no intervalo fechado [ a, b ]
(i1) ¢ derivavel no intervalo aberto (a, b )

Entdo, existe pelo menos um nimero ¢ em (a, b), tal que:

f(b) - fi
() )= fi@)
b-a
Geometricamente, o teorema do valor médio diz que se f ¢ uma fungdo "suave" que liga os
pontos A=( a ,f( a)) e B=(b ,f( b)) existe pelo menos um ponto ¢, entre a e b , tal que a
reta tangente ao grafico de f em c ¢é paralela a reta secante que passa por A e B. A figura a

seguir ilustra o teorema.

O teorema do valor médio ¢ a tradu¢do matematica para um fato que aparece de forma cor-
riqueira em muitas situagdes cotidianas. Por exemplo, se a média de velocidade, em uma
viagem de carro ¢ de 80 km/h, entdo, em algum momento da viagem, o velocimetro do
carro deve ter marcado 80km/h.

Para traduzir a afirmagdo em termos matematicos, considere-se que s(t) € a posi¢ao do car-
ro em um instante t. Se a viagem comeca em t = a (horas) e termina em t = b (horas), a ve-

locidade média ¢ dada por:

_s(b)-s(a)
" b-a

A afirmacdo de que em algum momento da viagem a velocidade instantanea deve ser igual

a velocidade média, significa que em algum tempo c tem-se:

_s(b)-s(a)
M b-a

=v(c)=s'(c)

O Teorema do Valor Médio estabelece as condigdes minimas que uma fun¢ao s deve satis-

fazer para que a igualdade acima seja verdadeira.
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b) Operador linear
Um operador a ¢ linear se, € somente se:
() oa(utw)=au+aw

(i1) a.(k.w) =k.( a..w), onde k € uma constante real

Entdo, de fato, o operador A(.) € linear, pois:

A(f+ g)(x) = (f+ g).(x + h) - (f+ g)(x)
=f(x + h) + g(x + h) — f(x) — g(x)
=f(x +h)—f(x )+ g(x +h)—g(x)
= Af(x) + Ag(x)

(&

A(kA(x)) = (kf(x + h)) — (k.f(x))
= kf(x + h) - k.f(x)
= k.[f(x + h) — f(x)]
=k Af(x)
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