m Pesquisa operacional na tomada de decisdes .« *

Exercicios 2.1

5. Obtenha graficamente a solugédo 6tima do problema de

programagcao linear a seguir:
Max Z = x,+ 3X,

S.T.

4x,+ x,230

10X, + 2x, < 10

X,, X, 20

. A indudstria Alumilaminas S.A. iniciou suas operagoes ha
um més e vem conquistando espago no mercado de lami-
nados brasileiro, com contratos fechados de fornecimento
para todos os trés tipos diferentes de laminas de aluminio
que fabrica: espessuras fina, media e grossa. Toda a pro-
ducao da companhia é realizada em duas fabricas, uma
localizada em S3o Paulo e a outra no Rio de Janeiro. Se-
gundo os contratos fechados, a empresa precisa entregar
16 toneladas de laminas finas, 6 toneladas de l&minas mé-
dias e 28 toneladas de laminas grossas. Devido a qualida-
de dos produtos da Alumilaminas S.A., hd uma demanda
extra para cada tipo de lamina. A fabrica de Sao Paulo tem
um custo de produgéo didria de R$ 100.000,00 para uma
capacidade produtiva de 8 de laminas finas, 1 de laminas
médias e 2 de laminas grossas por dia. O custo de produ-
¢ao didrio da fabrica do Rio de Janeiro é de R$ 200.000,00
para uma produgdo de 2 de laminas finas, 1 de laminas
médias e 7 de laminas grossas. Quantos dias cada uma
das fabricas devera operar para atender aos pedidos ao
menor custo possivel? (Resolva pela analise grafica.)

Um pizzaiolo trabalha 8 horas por dia e faz 16 pizzas
por hora, caso faga somente pizzas, e 9 calzones por
hora, se fizer somente calzones. Ele gasta 40 g de quei-
jo para preparar uma pizza e 60 g de queijo para fazer
um calzone. Sabendo que o total disponivel de queijo é
de 5 kg por dia, e que a pizza é vendida a R$ 18,00 e o
calzone a R$ 22,00, pergunta-se: quantas unidades de
pizzas e calzones uma pizzaria deve vender diariamente
para maximizar a sua receita, considerando que ela tem
trés pizzaiolos? (Resolva pela analise gréfica.)

. A Esportes Radicais S.A. produz para-quedas e asa-
deltas em duas linhas de montagem. A primeira linha
tem 100 horas semanais disponiveis para a fabricagao
dos produtos, e a segunda linha tem um limite de 42
horas semanais. Cada um dos produtos requer 10 ho-
ras de processamento na linha 1, enquanto na linha 2 o
para-quedas requer 3 horas e a asa-delta, 7 horas.

10.

Sabendo que o mercado esta disposto a comprar toda

i
i

a produgéo da empresa e que o lucro unitario do péra-
quedas é de R$ 60,00 e o da asa-delta é de R$ 40,00, en-
contre a programagao de produg@o que maximize o lucrg

da Esportes Radicais S.A. (Resolva pela analise grafica)

A empresa Have Fun S.A. produz uma bebida ener-
getica muito consumida pelos freqlientadores de dan-

ceterias noturnas. Dois dos componentes utilizados !

na preparacéo da bebida sdo solugdes compradas de -
laboratorios terceirizados — solugdo Red e solugéo
Blue — que provéem os principais ingredientes ativos :
do energético: extrato de guarana e cafeina. A com- -
panhia quer saber quantas doses de 10 ml de cada !
solugdo deve incluir em cada lata da bebida, para sa-

tisfazer as exigéncias minimas padronizadas de 48 g
de extrato de guarana e 12 g de cafeina e, ao mesmo
tempo, minimizar o custo de producgao. Por acelerar o
batimento cardiaco, a norma-padrao também prescre-

ve que a quantidade de cafeina seja de, no maximo,
20 g por lata. Uma dose da solugdo Red contribui com

8 g de extrato de guarand e 1 g de cafeina, enquanto
uma dose da solugdo Blue contribui com 6 g de extrato
de guarana e 2 g de cafeina. Uma dose de solugao

Red custa R$ 0,06 e uma dose de solugéo Blue custa

R$ 0,08. (Resolva pela andlise grafica.)

A empresa de logistica Deixa Comigo S.A. tem uma
frota de caminhoes para realizar transportes de cargas
para terceiros. A frota € composta por caminhdes mé-

dios com condigdes especials para transportar semen-

tes e graos prontos para o consumo, como arroz e fei-

i - 2L e L

jao. A frota tem uma capacidade de peso de 70.000 kg -
e um limite de volume de 30.000 m?. O préximo contra-
to de transporte refere-se a uma entrega de 100.000 kg !
de sementes e 85.000 kg de grios, sendo que a Deixa |
Comigo S.A. pode aceitar levar tudo ou somente uma |
parte da carga, deixando o restante para outra transpor-
tadora. O volume ocupado pelas sementes é de 0,4 m* |

por kg, e o volume dos graos é de 0,2 m? por kg. Sa-

bendo que o lucro para transportar as sementes é de
R$ 0,12 por kg e o lucro para transportar os graos |

é de R$ 0,35 por kg, descubra quantos quilogramas
de sementes e de graos a Deixa Comigo S.A. deve

transportar para maximizar o seu lucro. (Resolva pela |

analise grafica.)
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. : 2 : Programacao linear m

EXERCICIOS 2.2 .

Obtenha a solug@o dtima para o problema abaixo pelo
método-aralitico apresentado nesta segao. (Confira o re-
sultado com a solugéo encontrada para a questao 1 da
lista de exercicios 2.1.)
Max Z = 4x + 3x,

S.r

X+ 3x,<7

2X,+ 2x,<8

X+ X,S8

x,<2

X, X,20

Resolver pelo Simplex

. Solucione o problema de programagao linear abaixo uti-
lizando o método anatitico-visto-nesta-segdo: (Confira o
resultado com a solugdo encontrada na questdo 3 da
lista de exercicios 2.1.)
Max Z = 4x,+ 8X,
S.r.

3x,+2x,< 18

X+ X, <5

X, <4

X, X, 20

Resolver pelo Simplex

. Resolva pelo método amatitico-{dictonario) o seguinte
problema de programacao linear:

Max Z = 2x,+ 6X,
S.r.

4x,+ 3x,< 12
2X,+ x,<8

X, X,20

Resolver pelo Simplex

. Encontre a solugdo étima do problema de programacao
linear abaixo por meio do metodo anatitico-{dicionario):

Max Z = 2x,— X, + X, Resolver pelo Simplex
S.I.

3X,+ X,+ X, <60

X,— X+ X; <10

X+ X,— X, <20

X1, XE, X3 20

. Determine, usando o método anattico-(dicionario), a so-
lugdo oétima do seguinte PPL:

Max Z = 8x,+ 6X,+ 6X,+ 8X,
S.I. '

X+ x4 3, + %, <15

X+ X,+ 2%+ 83X, <13

X Xgy Xy X, 20

Resolver pelo Simplex

6. Um agricultor tem uma fazenda com 200 km? onde pla-
neja cultivar trigo, arroz e milho. A produgao esperada é
de 1.800 kg por km? plantado de trigo, 2.100 kg por km?
plantado de arroz e 2.8900 kg por km? plantade de milho.
Ele tem condigdes de armazenar no maximo 700.000 kg
de qualquer um dos produtos. Sabendo que o trigo da
um lucro de R$ 1,20 por kg, o arroz, R$ 0,60 por kg, e
o milho de R$ 0,28 por kg, usando o método analitico
(dicionério), determine quantos km? de cada produto de-
vem ser plantados para maximizar o lucro do agricultor.

7. A Capitdo Caverna S.A., localizada em Pedra Lascada,
aluga trés tipos de barcos para passeios maritimos: jan-
gadas, supercanoas e arcas com cabines. A companhia
fornece com o barco um capitao para navegéa-lo e uma
tripulagdo, que varia de acordo com a embarcacgao: 1
funcionario para jangadas, 2 para supercanoas e 3 para
arcas. A companhia tem 4 jangadas, 8 supercanoas e 3
arcas, e em seu corpa de funcionarios, 10 capitdes e 18
tripulantes. O aluguel & por didrias e a Capitao Caverna
S.A. lucra 50 marfins por jangada, 70 marfins por super-
canoas e 100 marfins por arca. Quantos barcos de cada
tipo devem ser alugados para que a empresa tenha o
maior lucro possivel? De quanto é esse lucro? (Resolva
pelo método analitico visto nesta segdo.)

8. A empresa de artigos de couro Pele Mimosa Ltda.
fabrica dois tipos de produtos: malas e mochilas.
As malas sdo vendidas com um lucro de R$ 50,00
por unidade e o lucro unitario por mochila é igual a
R$ 40,00. A quantidade de horas necessaria para con-
feccionar cada produto assim como o numero total de
horas disponiveis em cada departamento, sao apre-
sentados na tabela a seguir.

Capacidade por | Horas necessarias
Departamento | departamento -
1) Corte 300 2 0
2) Tingimento 540 0 3
3) Costura 440 2 2
4) Embalagem 300 6/5 3/2

a) Sabendo que hd uma demanda excedente tanto de
malas guanto de mochilas, determine quantas uni-
dades de cada produto a Pele Mimosa Ltda. deve
fabricar diariamente para maximizar o seu lucro.
(Resolva pelo método analitico.)

b) Se temos a informagao de que a empresa produz
diariamente 120 unidades de malas e 30 unidades
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m ‘Pesquisa operacional__na tomada dedecisges

de mochilas, em quanto o planejamento étimo au-
menta o lucro em relagdo ao existente?

9. A Picolé Lelé é a marca local preferida pelos habitantes
das llhas Calorandicas, que consomem todos os picolés
cremosos que a empresa consegue fabricar. No entanto,
por se localizar no meio do oceano, a Picolé Lelé Ltda.
tem algumas restrigdes de fabricagéo, devido a escas-
sez de matéria-prima fresca. Preocupados em maximizar
o lucro da firma, seus dirigentes elaboraram o seguinte
quadro informativo, para que possamos ajuda-los, por
meio do método analitico estudado nesta segéo, a des-
cobrir quantos picolés de cada sabor devem produzir dia-

~ riamente de forma a maximizar o lucro da companhia.

Quantidade Quan'lldade Polpa de
Lucro de acticar em | fruta em
de leite em :
Sabor por .| cada picolé cada
. |cada picolé ‘
picolé - (por 100 picolé
(litros) 2
gramas) (litros)
Morango | R$ 1,00 0,45 0,50 010
Uva R$ 0,80 0,50 0,40 0,15
Liméao R$ 0,85 0,40 0,40 0,20
Maximo
disponivel e = &d

2.3 Programacado linear e seus teoremas

Vamos agora apresentar alguns teoremas a respeito
das solugbes de um problema de programacéo linear. Para
tal, necessitamos da definicdo de um conjunto convexo. Em
vez de tentarmos defini-lo com o rigor matematico, utiliza-
remos uma definicdo intuitiva. Um conjunto convexo é um
conjunto de pontos em que todos os segmentos de reta que
unem dois de seus pontos sdo internos ao conjunto, isto €,
todos os pontos de cada segmento também pertencem ao
conjunto original. Graficamente, um exemplo de conjunto
convexo e nao convexo é representado na Figura 2.19.

Naturalmente, sé podemos visualizar essa definicao
graficamente quando existem apenas duas varidveis no

Figura 2.19

10. A empresa Serra Serra Serrador fabrica trés tipos dg

" madeiras compensadas (placas de aglomerados). Qs .
dados a seguir resumem a produgé@o em horas por unj-
dade em cada uma das trés operagdes de produgao, o
tempo méaximo disponivel em cada operagdo e o lucrg
unitdrio de cada placa.

Operacdes em horas L

Aglomerado Mcro por

| Il 1] unidade
Placa A 2 2 4 R$ 40,00
Placa B R$ 30,00
Placa C 10 RS 20 00
Tt.ampo‘méxrmo 900 a0 -
disponivel

Quantas unidades de cada placa de aglomerado devem
ser produzidas, de maneira a otimizar o lucro da serra-
ria? Resolva pelo método analitico (dicionario).

PPL. Passemos, entao, a definicdo de alguns teoremas
pertinentes ao estudo de programacao linear. Foge do
escopo deste texto a demonstracdao desses teoremas.
Sugerimos aos leitores interessados em suas demostra-
cOes alguns textos mais avancados, como Hiller & Liber-
man (1995).

TEOREMA |

O conjunto de todas as solucdes vidveis de um modelo de
programacgao linear é um conjunto convexo.

TEOREMA II

Toda solugGo compativel bdsica (solugGo dbvia) do sis-
tema de equacées lineares (diciondrio) de um modelo de pro-

Representacédo grafica de conjuntos convexos e ndo convexos

Conjunto
convexo

Conjunto
nao convexo




gmmagéo linear é um ponto extremo do conjunto de solugdes
vidveis, isto € do conjunto convexo de solugées.

TEOREMA I

Se uma fun¢do-objetivo possui um Unico ponto 6timo fi-
nito, entdo esse é um ponto extremo do conjunto convexo de
solugdes vidveis.

TEOREMA IV

Se a fun¢éo-objetivo assume o valor 6timo em mais de um
ponto do conjunto de solugées vidveis (solugées multiplas), en-

Programacao linear 5 35

tdo ela assume esse valor para pelo menos dois pontos extremos
do conjunto convexo e para qualquer combinagdo convexa des-
ses pontos extremos, isto é todos os pontos do segmento de reta
que une esses dois extremos, ou seja, a aresta do poligono que
os contém.

Baseados nos teoremas anteriores, uma maneira pra-
tica de resolver pequenos problemas de duas varidveis é
verificar o valor da fun¢do-objetivo nos pontos extremos do
poligono de solugdes viaveis. A Figura 2.20 representa tal
procedimento para o problema que acabamos de resolver,

Figura 2.20
Representacéo grafica do valor de Z nos pontos extremos
Xz A
21 = 5x, + 2x
E
(0,4) ¢
| Solugao
vidvel
0,0 3.0) N\ %
A B

EXERCICIOS 2.3

Resolver graficamente

: 'wévels e testando o valor da funqao objetivo em cada
~um dos pontos extremos. (Contlra o resultado com as

o de exe(mcms 2.1e22)
A_:_faxZ = 4x1+ 3x,

Fleso!va 0 segumte problema de programacao linear
por meio do teste qualor da funqao objetivo em cada

forme os teoremas vistos nesta segdo. (Confira a res-
_'posta com a solugdo encontrada na segunda questao
da lista de exercicios 2.1. )

Encontre a solugdo 6tima do problema de programa-
¢do linear abaixo, desenhando o conjunto de solugoes '

_soiugoes encontradas na primeira questao das listas

ponto extremo do conjunto de. solugdes vidveis econ-

Z A
BYelpEEssttsesats .
; o~ Solugao otima
afesams: . :
18 ----- PR e ,
e e
A B C D E Pontos
extremos

Resolver graficamente
Min Z = X+ 2x, f
8.0

X+ X, 21

=5X,+2x, 2~ 10

3x,+ 5x,2 15

X 2.

Solucmna o problema de programag:ao llnsar abaixo, t

dos exerclcms 2 2 )
_Maxz = 4x,+ 8X,
S.I.

3X + 2X < 18

X, + x < 5

X, <4

¥ e
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4.

Resolver graficamente

Encontre a solugd@o 6tima do seguinte problema de progra-
magao linear testando o valor da fungéo-objetivo em cada
um dos pontos extremos do conjunto de solugdes viaveis:

Max Z = 80X, + 75X,
S.r.

X, +3x,=4

2x, + 5x, <150

X, X,20

Resolva o problema de programacao linear abaixo, tes-
tando o valor da fungéo-objetivo em cada um dos pontos
extremos do conjunto de solugdes vidveis:

Min Z = 4x_ + 8x,
S.I.

3x,+2x,< 18
X, +x,25

X, £4

X, X,20

As industrias Sara Cura Produtos Farmacéuticos desejam
produzir dois medicamentos, um analgésico e um antibié-
tico, que dependem de duas matérias-primas A e B, dis-
poniveis em quantidades de 8 e 5 ton, respectivamente.
Na fabricacdo de 1 ton de analgésico sdo empregadas 1
ton da matéria A e 1 ton da matéria B, e na fabricagao de
1 ton de antibiético sdo empregadas 4 ton de A e 1 ton
de B. Sabendo que cada tonelada de antibictico é ven-
dida a R$ 8,00 e de analgésico a R$ 5,00, encontre, por
meio da determinacdo dos pontos extremos do conjunto
de solugdes viaveis, a quantidade de toneladas de medi-
camentos a ser produzida pelas indUstrias Sara Cura, de
maneira a maximizar sua receita.

Uma pequena malharia produz dois tipos de camisas: de
manga curta e de manga comprida. Toda a produgao é
feita e vendida para um distribuidor, que compra tudo o
que & produzido. A confecgdo de cada camisa passa por
trés secdes de trabalho: corte, costura e acabamento. A
Tabela 1 mostra os tempos necessarios em cada segao:

Tabela 1

Tempo de fabricagdo de uma camisa em cada se¢ao
de trabalho

Tempo de fabricag@o (em horas)
Produto :
: : Corte Costura |Acabamento
Manga curta 3 18 5
Manga comprida g 3 a

A quantidade de horas por semana disponiveis em cada
segdo de trabalho é apresentada na Tabela 2:

Tabela 2

Limites de capacidade de fabricagéo

Segdo de trabalho Homens/hora por semana

Corte 210
Costura 180
Acabamento 330

Utilize os teoremas apresentados na Segéo 2.3 para de- |
terminar a quantidade de cada tipo de camisa que deve '
ser fabricada de maneira a maximizar o lucro da empresa,
sabendo que o lucro unitdrio proporcionado pela camisa
de manga curta é de R$ 2,00 e o proporcionado pela ca- |
misa de manga comprida é de R$ 3,00.

. A industria Bonecas Sinistras S.A. produz dois tipos de

boneca: a Vampiresca e a Lobimulher. O processo de
montagem de cada uma dessas bonecas requer duas
pessoas. Os tempos de montagem s&o os seguintes:

Modelo Montador 1 | Montador 2
Vampiresca 6 min 2 min
Lobimulher 3 min 4 min
Maximo de horas

. 5 8 8
disponiveis

A politica da companhia é a de balancear toda a mao-de-
obra em todos os processos de montagem. Na verdade,
a geréncia deseja programar o trabalho de modo que ne-
nhum montador tenha mais de 30 minutos de trabalho por
dia do que o outro. Isso quer dizer que, em um periodo
regular de oito horas, os dois montadores deverao ter um
minimo de sete horas e meia de trabalho. Considerando
que o mercado estd disposto a comprar toda a produgao
da Bonecas Sinistras S.A. e que a firma tem um lucro
de R$ 2,00 por unidade de Vampiresca e R$ 1,00 por
Lobimulher, quantas unidades de cada boneca devem
ser produzidas por dia? Quanto tempo trabalhara cada
montador por dia? (Resolva por meio da determinagao
dos pontos extremos do conjunto de solugdes viaveis.)
Um jovem estd saindo com duas namoradas: Sheila Peres
e Ana Paula Ambrdsio. Ele sabe, por experiéncia, que:

= Ana Paula, elegante, gosta de freqlientar lugares S0~
fisticados, mais caros, de modo que uma safda de trés
horas custara R$ 240,00.

= Shella, mais simples, prefere um divertimento mais
popular, de modo que uma saida de trés horas Ihe cus-
tara R$ 160,00.

= Seu orgamento permite-lhe dispor de R$ 960,00 men-
sais para diverséo.
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= Seus afazeres escolares lhe déo liberdade de, no ma-
ximo, 18 horas e 40.000 calorias de sua energia para
atividades sociais.

® Cada saida com Ana Paula consome 5.000 calorias,

2 mas com Sheila, mais alegre e extrovertida, ele gasta

# o dobro.

= Ele gosta das duas com a mesma intensidade.

Como o jovem deve planejar a sua vida social para obter
o numero maximo de safdas? (Encontre a solugéo étima
determinando os pontos extremos do conjunto de solu-
¢oes vidveis.)

10. A Cat Without Fat S.A. é uma empresa fabricante de
comida enlatada para gatos, cujo principal diferencial
competitivo é o baixo nivel de gordura de seus produtos,

24  Programacao linear e a forma tabular

O procedimento que relatamos na Se¢ao 2.2 é chama-
do de método simplex analitico. Quando estivermos resol-
vendo um problema de programacao linear manualmen-
te, serd conveniente utilizar a forma tabular do método
simplex. Em vez de utilizar os dicionarios, devemos usar
0 quadro simplex para registrar apenas as informacées
essenciais: os coeficientes das varidveis, as constantes das
restricbes e as variaveis basicas e nao basicas.

Devemos, portanto, simplificar a forma de um dicio-
ndrio, estabelecendo um quadro equivalente. Depois, de-
vemos verificar como cada opera¢do analitica realizada
pode ser automatizada por meio de regras de comando.
Por fim, devemos verificar como tomar a decisdo de para-
da do algoritmo.

Voltemos ao nosso primeiro exemplo e ao seu respectivo
dicionario inicial, j& com a introducéo das varigveis de folga.

Problema forma-padrao Dicionario inicial

MaxZ = 5x, + 2x, Z= 5% + A,

S.T.

X, <3 N=3=0

X, 54 X, =4

X, +2x,59 Xy =80 = 2x.
X,20,x,20 XXX, X, X, 20

Lembre-se de que as varidveis originais do problema
580 as ndo basicas e as varidveis de folga sao as basicas (lado
®querdo das equagoes). O préximo passo para a obtencdo
do quadro inicial é a modificacdo do dicionario inicial para
obter o dicionario inicial modificado, que servird como pon-

A empresa utiliza, na produgéo, uma mistura de frango
(75% de proteina e 25% de gordura) que custa R$ 3,00
por quilo e/ou uma mistura de peixe (90% de protéina e
10% de gordura) que custa R$ 5,00 por quilo. Que com-
binagéo de matérias-primas a empresa deve utilizar, a
fim de preparar uma comida para gatos com, no méximo,
15% de gordura ao menor custo possivel por quilo?

a) Modele o problema. Dica: as varidveis de deciséé_

- deste problema representam os percénlugis de rﬁa-
térias-primas utilizados para preparar o enlatado, -
devendo, portanto, ter valores entre 0 e 1 (ou entre
0% e 100%). :

b) Encontre a solugdo dtima por meio da de_terminéc;éo
do valor da fung&o-objetivo em cada ponto extremo do -
conjunto de solugdes vidveis, =

to de partida para a formagao do quadro simplex inicial. Para
efetuar essa modificagdo, devemos trocar de lado todas as
variaveis do problema (nesse rol estdo incluidas as variaveis
originais, as de folga e Z), isto &, levar todas as variaveis para o
lado esquerdo das equagdes. Dessa maneira, podemos con-
seguir o dicionario inicial modificado para o problema dado:

Dicionario inicial modificado
Z—5x; — 2x,=0

X, +tx,=3

Xk =4

X, + 2x2 =X =g

Vale notar que, no dicionério inicial modificado, as va-
ridveis da equagdo que representam a fun¢ao-objetivo tro-
caram de lado, isto é, quando queriamos aumentar o valor
de Z, procurdvamos as varidveis da equacao que tinham
coeficientes positivos. Como as varidveis mudaram de lado
na equacdo, devemos agora procurar as que tenham sinais
negativos. A decisdo de parar ocorrerd quando ndo tiver-
mos mais varidveis com coeficientes negativos, ou seja,
quando todos os coeficientes tiverem sinal ndo negativo
(positivo ou zero).

Agora, a transformacdo do diciondrio inicial modificado
para o quadro inicial é direta. Primeiro, vamos definir o for-
mato do quadro, de maneira a facilitar sua compreensio. O
quadro terd, do lado esquerdo, as variaveis basicas e, do lado
direito, as constantes das equacdes. No meio ficardo todos os
coeficientes das restri¢des e da funcao-objetivo. Para padro-
nizacao, colocaremos na primeira linha a equacao (zero) que
representa a fungao-objetivo. Isso ndo é obrigatério, mas fa-
cilita a explanacéo e a compreensdo do método.





