6.3.1 O Algoritmo Branch-and-Bound para Solu¢ao de Problemas de Programacao
Inteira

Muitos problemas de programagdo inteira sdo resolvidos de forma eficiente pelo método bran,
and-bound. O algoritmo branch-and-bound completo para solugdo de problemas de programago inteir ¢
descrito a seguir.

Figura 6.6 O algoritmo branch-and-bound para solucéo de problemas de programagao inteira.

Inicio. O problema original de PI relaxado, sem as restrigoes de integralidade, é representado por (S,)- Crie uma list,
contendo S, isto ¢, L = {S } Se o problema estudado for de maximizagdo, assuma que z" = —oo (Z' represent,
o melhor valor da funcéo objetivo encontrado até o momento, isto ¢, o valor de z da solugédo incumbente). Se for
um problema de minimizagao, assuma que z* = 4oo. Assume-se também que x* = ¢ (x* representa a solucio
incumbente). ’
Passo 1. Se ainda existir um subproblema na lista, vé para o passo 2. Caso contrério, v4 para o passo 5.
Passo 2. (Selecdo). Remova um subproblema da lista, de acordo com a estratégia de busca adotada, e resolva-o
pelo método Simplex ou por computador.
Passo 3. (Eliminagéo). 5
Passo 3a. Se a solugio obtida apresentar um valor da fungéo objetivo igual ou pior que z*, ou for infactfve|,
descarte-a e retorne ao passo 1.
Passo 3b. Se a solugio nio for inteira (e o valor da fungio objetivo for melhor que z*), v4 para o passo 4,
Passo 3c. Se a solugéo for inteira (e o valor da fungdo objetivo for melhor do que z*), atualize z* e x* (essa
solugdo passa a ser a solugdo incumbente e a antiga é descartada). Descarte da drvore cada subproblema que
apresentou uma solugdo igual ou pior & nova solugdo incumbente; consequentemente, os subproblemas
gerados a partir desse né original sdo removidos da lista. Retorne ao passo 1.
Passo 4. (Ramificagdo). Para o problema em anélise (que acabou de ser resolvido), escolha uma varidvel %, que
nio satisfaz as condigdes de integralidade. Suponha que x; assumiu um valor igual a 2.65. Particionar o problema
em dois (criar dois subproblemas a partir do problema original), adicionando uma nova restrigdo para cada
subproblema: X, <2 para um deles e X, > 3 para o outro (como x, s6 pode assumir valores inteiros, esse valor
pode ser qualquer inteiro menor ou 1gual a 2 ou maior ou igual a 3). Coloque 0s novos subproblemas na lista L que
contém todos os subproblemas que devem ser resolvidos e retorne ao passo 1.
Passo 5. (Fim). Se z* = —eo (problema de maximizagdo) ou z* = +oo (problema de minimizagéo), nio existe
solugdo factivel. Caso contrério, pare, a solugdo incumbente x* é 6tima.

Aplicar o algoritmo branch-and-bound, utilizando a estratégia de busca em largura, para solugdo do seguinte
problema de programacao inteira:

maxz = 4x, +5x,

sujeito a:
ox, +7x, <44 ,
4x, +2x, <27 . (6.4)
6x, +3x, <24

%,%, 20

X,,%, sdo inteiros




Solucao
_ icio
O problema (4) relaxado, sem as restrigoes de integralidade, é representado por (S). Cria-se a lista

— {So}. Como estamos diante de um problema de maximizagdo, assume-se que z° = —oo; a solugdo
cumbente é representada por x* = &.

rimeira itera¢ao

Passo 1. Como existe um subproblema na lista, v para o passo 2.

: Passo 2 (Selegdo). Remove-se o subproblema 0 da lista (L = &) e 0 mesmo é resolvido pelo método
"Simplex. O resultado da relaxagao linear do problema (4) é x,=1,33, x,=5,33 com z=32 que corresponde
' 20 limitante superior (o valor 6timo de z do problema de PI < 32). Infelizmente, a solucdo étima do
problema relaxado néo corresponde & solugdo 6tima do problema original de PI, j& que as varidveis nio
- assumem valores inteiros. '

| Passo 3b. Como a solucdo nido é inteira e o valor da funcdo objetivo é maior que z* =—co, o
| subproblema 0 ser4 ramificado.

7 Passo 4 (Ramificagéo). S, é particionado em dois subproblemas: S, e S,. Escolhe-se uma das variéveis
- (nenhuma delas satisfaz a condigdo de integralidade), no caso x,. Uma nova restrigdo é adicionada para
- cada subpfoblema: % <1 para S, e x; 22 para S, Os novos subproblemas sio adicionados a lista que
. passa a ser representada como L = {S.,5,} . Retorna-se ao passo 1.

O resultado da primeira iteracdo est4 representado na Figura 6.7.

Figura 6.7 Resultado da primeira iteracéo.

t=0
Subproblema 0
z2=32
x,=1,33
X, =5,33
x<1 / \qz 2
S, S,

Segunda iteracdo

Passo 1. Como hé subproblemas na lista (L =155 }) , 0 algoritmo continua.

Passo 2 (Selegao). Utilizando a estratégia de busca em largura, remove-se o subproblema 1 da lista
(L ={S, }) e resolve-se 0 mesmo pelo método Simplex. O subproblema 1 corresponde ao subproblema 0
mais a restricdo x, <1.
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Passo 3b. Como a solugio desse subproblema néo é inteira (¥, =1, x, = 5,57 ), mas seu valor ¢,
z=31,86 é maior que z' =—o°, 0 subproblema 1 serd ramificado.

Passo 4. Ramificagdo. S, é particionado em 2 subproblemas: S, e S,. Escolhe-se a varidvel x, que
nio satisfaz a restricio de integralidade e adiciona-se uma restrigdo para cada subproblema: x, <5 pary
S, e x, 26 para S,. Os novos subproblemas sdo adicionados & lista que passa a ser representada comg

L={S,,S,,S,} . Retorna-se ao passo 1.

O resultado da segunda iteragio estd representado na Figura 6.8.

Figura 6.8 Resultado da segunda iteracao.

t=0

Subproblema 0
z=32
x,=1,33
X,=5,33

X1S1/ \X122

Subproblema 1
z=31,86

Terceira iteracao

Passo 1. Como h4 subproblemas na lista (L =15..5,5, }) , 0 algoritmo continua.

Passo 2 (Selecio). Utilizando a estratégia de busca em largura, remove-se o subproblema 2 da lista
(L =15::5; }) e ele ¢ resolvido pelo método Simplex. O subproblema 2 corresponde ao subproblema 0
mais a restrigdo x, = 2.

Passo 3c. Como a solugdo desse subproblema é inteira (x,=2, x,=4,) e seu valor de z = 28 € malior
que z* = —oo, atualiza-se o valor de z* e x" da solugdo incumbente (2 =28, %, =2, %, =4). O limite
inferior é, portanto, 28. Essa solugdo é, portanto, uma solugdo candidata que corresponde & solugao
incumbente (melhor solucdo encontrada até o momento). Retorna-se ao passo 1.
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O resultado da terceira iteragdo esté representado na Figura 6.9.

Figura 6.9 Resultado da terceira iteracdo.

t=0

Subproblema 0
z=32
x,=1,33
x,=5,33

x,S/ \(,22

Subproblema 1 Subproblema 2
t=1 2=31,86 2=28 t=2
x, =1 X, =2
X, =5,57 X, =4

Sol. incumbente

Quarta iteragéo'

3 Passo 1. Como hé subproblemas na lista (L ={5.,5, }) , 0 algoritmo continua.

Passo 2 (Selecdo). Utilizando a estratégia de busca em largura, o préximo subproblema a ser
removido da lista é S, (L =15, }) O subproblema 3 corresponde ao subproblema 1 mais a restrigdo
%, £5 (ou o subproblema 0 mais as restrices x; <1 e x, <5). Ele é resolvido, entdo, pelo método
Simplex.

Passo 3¢ (Eliminagdo). Como a solugdo desse subproblema é inteira (v,= 1 e x,= 5) e seu valor
de z=29 é maior que z" =28, atualiza-se o valor de z* e x” da solugdo incumbente (z° =29, x" =1,
x," =5). Essa solugdo torna-se, portanto, a nova solucio incumbente e a solucio candidata encontrada
em §, € descartada. O limite inferior passa a ser 29. Retorna-se ao passo 1. '

O resultado da quarta iteragdo est4 representado na Figura 6.10.




t=3

Sol. incumbente

Quinta itera¢do

Figura 6.10 Resultado da quarta iteracao.
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Subproblema 3
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S
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X

Passo 1. Como h4 subproblemas na lista (L = {S4}), o algoritmo continua.

Passo 2 (Selegio). Remove-se o subproblema 4 da lista (L = @) que corresponde ao subproblema
1 mais a restricio x, 26 (ou o subproblema 0 mais as restricbes x, <1 e x, 26). S, é resolvido pelo

método Simplex.

Passo 3b. Como a solugio desse subproblema nfo é inteira, mas seu valor de z é maior que z* =

subproblema 4 é ramificado.

Passo 4 (Ramificagdo). S,

E= {SS,S }. Retorna -se a0 passo 1.

O resultado da quinta iteragéo est4 representado na Figura 6.11.

€ particionado em dois subproblemas: S e S,. Escolhe-se a vari4vel x,
que ndo satisfaz a restrigdo de integralidade e adiciona-se uma restrigdo para cada subproblema: x, <0
paraS,e x, 21 para S, Os novos subproblemas sio adicionados 2 lista que passa aset representada como




Figura 6.11 Resultado da quinta iteragao.

t=0
Subproblema 0
z=32
x1=1,33
x=5,33
XJSV \(122
Subproblema 1 ' Subproblema 2 t=2
' z=31,86 z=28
t=1 %=1 %.=2 Sol. candidata
X, = 5,57 x,=4 ><

xzst'/ \)(126

Subproblema 3 : Subproblema 4
f=3 z=29 z=31,6 t=a
- X,= 1 X= 0,4 -
Sol. incumbente =5 X,=6
x,sy \(12 1
Ss Se

Sexta iteraca@o

Passo 1. Como h4 subproblemas na lista (L = {SS,SG}) , 0 algoritmo continua.

Passo 2 (Selecdo). Utilizando a estratégia de busca em largura, o préximo subproblema a ser removido
da lista é S (L = {S6}) que corresponde ao subproblema 4 mais a restrigdo x, <0. O subproblema S, ¢,
entdo, resolvido pelo método Simplex.

Passo 3b. Como a solugio desse subproblema no é inteira, mas seu valor de z é maior que z2 =29,
o subproblema 5 serd ramificado.

Passo 4 (Ramificagdo). S, é particionado em dois subproblemas: S, e S;. Escolhe-se a varidvel x, que
" nio satisfaz a restricdo de integralidade e adiciona-se uma restrigdo para cada subproblema: x, < 6 para
S,e x, 27 para S,. Os novos subproblemas séo adicionados a lista que passa a ser representada como
L={S,,S,,S;}. Retorna-se ao passo 1.
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O resultado da sexta iteracio esté representado na Figura 6.12.

t=0

Figura 6.12 Resultado da sexta iteracdo.
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Subproblema 5 S
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XzS/ \sz 7

Sétima iteracdo

Passo 1. Como h4 subproblemas na lista (L ={S,5;,S;}), o algoritmo continua.

Passos 2 (Selegio). Pela estratégia de busca em largura, o préximo subproblema a ser removido da
lista & S (L ={S7,S8}) que corresponde ao subproblema 4 mais a restrigdo x; 2 1. S, €, entéo, resolvido
pelo método Simplex.
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Passo 3a (Eliminac¢4o). Como a solugdo desse subproblema é infactivel, ele é descartado. Retorna-

se a0 passo 1.
O resultado da sétima iteragio estd representado na Figura 6.13.

Figura 6.13 Resultado da sétima iteracéo.
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Oitava iteracdo

Passo 1. Como h4 subproblemas na lista (L = {S,,Ss}) , 0 algoritmo continua.
Passo 2 (Selecio). O préximo subproblema a ser removido da lista € S, (L = {Ss}) que corresponde
2o S, mais a restrigdo (2={s:}); 0 mesmo é resolvido pelo método Simplex.




Passo 3¢ (Eliminagio). Como a solugédo desse sub
z=30 ¢ maior que z°

problema € inteira e seu valor da funcso objetivg
=29, atualiza-se o valor de z* e x" da solu do incumbente (z* =30, x*
; § 7 1

:0)

X, =6). Essa solugdo torna-se, portanto, a nova solugdo incumbente e a solucdo candidata encontrady
em S, € descartada. O limite inferior passa a ser 30. Retorna-se ao passo 1.

O resultado da oitava iteraco est4 representado na Figura 6.14.

Figura 6.14 Resultado da oitava iteracéo.
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Nona iteracao

Passo 1. Como hé subproblemas na lista (L ={S, }), o algoritmo continua.
Passo 2 (Selecdo). Remove-se o Gnico elemento da lista (L = @) e Sg € resolvido pelo método
Simplex.

Passo 3a (Eliminagéo). Como a solugéo desse subproblema é infactivel, ele é descartado. Retorna-
- se ao passo 1.

O resultado da nona iteragao est4 representado na Figura 6.15.

Figura 6.15 Resultado da nona iteracéo.
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 Décima iteracdo

Passo 1. Como néo h4 subproblemas na lista (L = @), vé para o passo 5.
Passo 5. (Fim). A solucdo incumbente (S,) é6tima: x" =0, x," =6 com z" =30.

Aplicar aloritmo branch-and-bound, utilizando a estratégia de busca em profundidade, para solucio do

mesmo problema de programacéo inteira apresentado no Exemplo 6.2:
max z = 4x, + 5x,
oy +7x, < 44
<
dx, +2x, <27 (64)
6x, +3x, <24 ,
X,% 20

¥,,%, sdo inteiros
= Solucdo

Os subproblemas gerados pela estratégia de busca em profundidade, coincidentemente, serfo

0S mesmos que aqueles gerados pela estratégia de busca em largura (inclusive a ordem com que esses

subproblemas sdo criados). Isso nem sempre acontece. Por outro lado, a ordem em que esses subproblemas
sdo resolvidos difere de uma estratégia para outra.

A Figura 6.16 apresenta o resultado do algorit
utilizando a estratégia de busca em profundidade.

MO branch-and-bound para solucso do exemplo anterior,
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Figura 6.16 Algoritmo branch-and-bound usando a estratégia de busca em profundidade.
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A primeira solugdo candidata é encontrada resolvendo-se o subproblema 3. Essa solugdo passa a
ser descartada quando uma nova solugdo candidata com melhor valor na fungdo objetivo é encontrada
(subproblema 7). Essa solugdo passa a ser, portanto, a solugdo incumbente. Como os subproblemas 8 e 6
geram solugdes infactiveis, e a nova solugao candidata gerada pelo subproblema 2 apresenta um valor da
funcio objetivo pior que a solugio incumbente, eles sio descartados. Logo, a solugdo incumbente gerada




