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Programacao Linear Inteira - PLI

(PL1) MAXZ=5X, +4X, S.a
X+ X,<=5
10X, + 6X, <= 45
X4, X, Inteiros nao negativos
Como X* = (3.75; 1.25) Z* =23.75

Se fosse usado o arredondamento das variaveis, teriamos X, =4 e X, =1, que &
uma solugao inviavel, viola a restricao 10X, + 6X, <=45!

Portanto esta técnica nao se aplica a resolucao de problemas deste tipo.

Para resolver PPl é necessario aplicar técnicas especificas, como veremos a
sequir.




Branch and Bound

(PL1) MAXZ=5X, +4X, S.a
Xi+X,<=5
10X, + 6X, <= 45
X4, X, Inteiros nao negativos

Como X* = (3.75; 1.25) Z* = 23.75

Selecionar arbitrariamente uma variavel ndo inteira. Seja X, = 3.75

* Resolver o PL2 = Restrigbes do PL1 + arestricao X, <=3
* Resolver o PL3 = Restrigbes do PL1 + a restricao X, >= 4, independentes!

Assim nenhuma informacao do problema original € perdida e elimina-se a parte
fracionaria da variavel X, para o valor 3.75.

O PL2 e o PL3 sdo mutuamente excludentes e portanto podem ser considerados
separadamente.

Esta dicotomia da o conceito de ramificagdo. X, é dita variavel de ramificagc&o
(Branch).

A PLI 6tima se encontra a partir do PL2 ou do PL3. Portanto, ambos devem ser
examinados.




Arvore B&B

*=(3.75;1.25) Z*=23.75

PLA1

X, <=3

PL2

X, >=4

PL3

(PL2) MAX Z = 5X, + 4X, s.a
X, +X, <=5

10X, + 6X, <= 45

X, <=3

X, e X, >=0

(PL3) MAX Z = 5%, + 4X,
X, +X, <=5

10X, + 6X, <= 45
X, >=4
X, e X, >=0

S.

a




Resolvendo o PL2

(PL2) MAXZ=5X, +4X, S. a
X+ X,<=5
10X, + 6X, <=45
X, <=3 (restricao acrescida ao modelo PL1)
Xie X, >=0
COM SOLUCAO X* = (3;2) Z* =23

A solugao do PL2 satisfaz a condi¢ao de integralidade. Portanto esta € dita
SOLUCAO INCUMBENTE (Candidata), ou seja, ndo precisa ser examinado
mais.

Neste caso ja temos um LIMITE INFERIOR para a solugao inteira. Assim,
qualquer subproblema que nao possa melhora-lo deve ser descartado.

Por outro lado, se algum subproblema MELHORAR o limitante inferior, este
devera ser atualizado.




Resolvendo o PL3

(PL3) MAXZ=5X, +4X, S. a
X+ X,<=5
10X, + 6X, <=45
X, >= 4
X;e X, >=0
COM SOLUCAO X* = (4; 0.833) E Z* = 23.333

Como a solugdo nao ¢ inteira, devemos tomar a variavel nao inteira X, =
0.8333 e tentar eliminar sua parte fracionaria.

* Resolver o PL4 = Restricoes do PL3 + a restrigao X, >=1

* Resolver o PL5 = Restrigoes do PL3 + arestricao X, <=0




Arvore B&B

PLA1

X* = (3.75; 1.25) Z* = 23.75

PL2
X=(3;2)Z£=23
Limitante Inferior

PL3

X = (4: 0.83) Z = 23.33

X, 7/\<= 0

PL4 PL5
(PL4) MAX Z = 5X, + 4X, s.a (PL5) MAX Z = 5%, + 4X, s. a
X, +X, <=5 X, +X, <=5
10X, + 6X, <= 45 10X, + 6X, <= 45
X, >=4 X, >= 4
X, >=1 X, <=0
X, eX, >=0 X, e X,>=0




Resolvendo o PL4

(PL4) MAXZ =5X, +4X, S.a
Xy +X,<=5
10X, + 6X, <=45
X, >=4
X, >=1
X;e X, >=0
ESTE PROBLEMA NAO TEM SOLUGAO VIAVEL E DEVE SER ABANDONADO




Resolvendo o PL5

(PLS) MAXZ =5X, +4X, S.a
Xy +X,<=5
10X, + 6X, <=45
X, >=4
X,<=0
X;e X, >=0
COM SOLUGAO X*=(4.5; 0)EZ*=225

A solucao nao é completamente inteira. Este problema dever ser
pesquisado/aprofundado? Justifique a resposta.




Arvore B&B

PL1
* = (3.75; 1.25) Z*=23.75

PL2 PL3
X=(3;2)Z=23 X=(4;0.83)Z=23.33
Limitante Inferior

PL4 PLS5
Nao tem solugao X=(4.50)Z=22.5

Assim, a busca ¢é interrompida e mesmo resolvendo o PL5 podemos chegar a
mesma conclusao.

Ou seja, a solucao do PL2 € 6tima pois para “eliminar o valor fracionario” 0.5 da
variavel X,,no PL5, o valor da FO tende a pior ou na melhor das hipoteses
permanecer o mesmo, perdendo para o valor do PL2.

Obs. Quanto mais restrito o problema, pior sera o valor objetivo da solucao 6tima.



Branch and Bound

Assim, o algoritmo esta completo pois todos os ramos foram examinados.

E o problema original :
(PL1) MAXZ=5X, +4X, S. a
X;+ X,<=5
10X, + 6X, <=45
X4, X, inteiros ndo negativos

tem como solugao inteira 6tima : X* = (3; 2) e Z* = 23.




Branch and Bound

Mas poderiamos ter escolhido a variavel X, para iniciar a ramificagéo, ou
examinar o subproblema PL3 antes do PL2.

Nesta caso teriamos uma outra histoéria!!!

(PL1) MAXZ=5X, +4X, s.a ===> Problema original
X;+X,<=5
10X, + 6X, <=45
X4, X, Inteiros nao negativos

Como X* = (3.75; 1.25) Z* = 23.75

Vamos examinar primeiro o PL3 = PL1 + a restrigao X, >=4




Resolvendo primeiro o PL3

(PL3) MAXZ= 5X, +4X, SA

X, + X, <=5
10X, + 6X, <= 45
X, >=4

Com solucdo X* = (4;0.83) Z* =23.33

Como X, =0.83 n&o é inteira, o PL3 deve continuar a ser examinado.
Criamos agora outros dois subproblemas que devem ser examinados:
PL4=PL3+X,<=0¢e

PL5 = PL3 + X, >=1

A arvore que representa o problema é dada por:




Arvore B&B

PL1
* = (3.75; 1.25) Z*=23.75

X; <=3 X, >= 4
PL3
Pl X = (4: 0.83) Z = 23.33
Em espera
PL4 PL5

Examinaremos agora o PL5 e depois o PL4




Resolvendo o PL5

(PL5) MAX Z = 5X, + 4X, SA
X, +X,<=5
10X, + 6X, <= 45
X, >= 4
X, >= 1

Este problema n&o tem solucao viavel, logo chegamos ao final deste ramo.

Examinaremos agora o PL4 =PL3 + X, <=0, ouseja X,=0




Resolvendo o PL4

(PL4) MAXZ= 5X, +4X, SA
Xi+ X,<=5
10X, + 6X, <=45
X;>=4
X,<=0
Com solucao X* =(4.5; 0) E Z* = 22.5

Este problema ainda nao tem solucao inteira e portanto devemos continuar a
busca!!l




Arvore B&B

PL1

X* = (3.75; 1.25) Z* = 23.75

X, <=3

PL2
Em espera

X, >= 4

PL3

X = (4: 0.83) Z = 23.33

X, <=0

PL4
X =(45:0)Z2=225

X, >=1

PL5
Inviavel




Ramificando X, no PL4

(PL4) MAX Z= 5%, +4X, SA
X, + X, <=5
10X, + 6X, <= 45
X, >=4
X, <=0
COM SOLUCAO X* = (4.5; 0) E Z* = 22.5

Como X, = 4.5 n&o ¢ inteira, o PL4 deve ser examinado.
Criamos outros dois subproblemas:

PL6 =PL4 + X, <=4 e

PL7 =PL4 + X, >=5

Examinaremos agora o PL7 e depois o PL6.




Resolvendo o PL7 e o0 PLG

(PL7) MAX Z = 56X, + 4X, SA

X+ X, <=5

10X, + 6X, <= 45
X,>=4 €

X, <=0
X,>=5 €

Nao tem solucao viavel. Chegamos ao final deste ramo.

(PL6) MAX Z = 56X, + 4X, SA

X, +X,<=5
10X, + 6X, <= 45
X, >=4 €
X, <=0
X, <=4 €

Solucao X* = (4; 0) E Z* = 20. Chegamos ao final deste ramo e agora temos um
limitante inferior.




Arvore B&B

PL1
X* = (3.75; 1.25) Z* = 23.75

X,] <= 3 X1 >= 4
PL2 PL3
Em espera X=(4;0.83) Z=23.33
XZ <= O X2 >= 1
PL4 PL5
X=(4.5,0)Z=22.5 Inviavel
Xi<=4 X,>=5
PL6
X=(40)2=20 In\F/)iIe_’J\7/eI
Limite Inferior




Resolvendo o PL2

(PL2)  MAXZ =5X, +4X, SA

Xi+X,<=5
10X, + 6X, <= 45
X,<=3

COM SOLUCAO X* = (3: 2) Z* =23

Satisfaz a condicao de integralidade, tem valor objetivo Z melhor do que o
limitante inferior Z = 20 obtido no PL6. Portanto encerra-se o algoritmo com o

otimo:
X*=(3;2) e Z2*=23




Arvore B&B

PL1
X* = (3.75; 1.25) Z* = 23.75

X, <=3 Xi>=4
PL2 PL3
X=(3;2)2=23 X = (4;0.83) Z = 23.33
Solucdo Otima
Xy <=0 X, >= 1
PL4 PLS
X=(4.5;0)2=225 Inviavel
PL6
X = (4: 0) Z = 20 PLY
Limite Inferi Inviavel




Arvore B&B (profundidade)

PL1

PL7 PL2

PL8 PL11 PL4 PL3

PL9 PL10 /

PL6 PL5




Arvore B&B (amplitude)

PL1

PL2 PL3

PL4 PL5 PL6 PL7

/

PL8 PL9

PL10 PL11




Geometricamente temos:
(PL1) MAXZ=5X, +4X, S. a
X;+X,<=5
10X, + 6X, <=45

>

X2=1,25

—— e e g - o - ——— -

.




(PL2) MAX Z = 85X, + 4X, S.a (PL3) MAXZ =5X,+4X, s.a

Xi+X, <=5 Xi+X, <=5
10X, + 6X, <= 45 10X, + 6X, <= 45

X, X, >= 4

Xie X, Xie X, >=0

X2=1,25




(PL3) MAX Z = 56X, + 4X,
X;+X, <=5
10X, + 6X, <= 45
X, >=4
Xie X, >=0

*Resolver o PL4 = Restricbes do PL3 + a

restricao X, >=1

*Resolver o PL5 = Restricbes do PL3 + a
restricao X, <=0

X2 =1

PL5




Exerciclo

Resolva os problemas abaixo para X, e X, variaveis inteiras pelo método
Branch-and-Bound. Usar o Gusek para resolver cada Simplex

Ex.1) MAXZ= 3X,+2X, sa
2X, + 5X, <=9
4X, + 2X, <= 9
Ex.2) MAXZ=2X,+3X, sa

5X, + 7X, <= 35
4X, + 9X, <= 36

Ex.3) MAXZ=3X,+3X, sa
X, + 4%, <= 12
X, + 4X, <= 24

Construir as arvores do branch and bound e os respectivos problemas de PL
resolvidos. Alternar entre amplitude e profundidade




