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1. Introducao

® Programacao Linear : minimizacdo de uma fun¢do que depende do fluxo
(custo/lucro) em uma rede.

® Modelos de fluxo em redes em varias aplicagdes. Isso permite o desenvolvimento
de algoritimos especializados com grandes vantagens computacionais.

® A geometria das redes, em relagdo entre as entidades, pode ser desenhada no
plano, permitindo facil compreensdo do problema.

2. Alguns sistemas abordados como redes:

Sistemas de producao/distribuicao.
Sistemas logisticos militar.

Sistemas de trafego urbano.

Sistemas de rodovias (transporte).
Sistemas de comunicagao.

Rede de dutos/tubulagdes.

Sistema de localizagao.

Sistema de roteamento e programacao.
Redes elétricas, ...

3. Notacao e Definicoes

Um grafo direcionado G = (N,A) consiste de um conjunto N de nds e outro A de
arcos.

Os arcos sao pares ordenados de nés distintos.
Arcos — liga¢des unidirecionais de transporte de produtos.
Noés — locais de produgdo /consumo, terminais de conexao.

Uma rede direcionada é um grafo direcionado com valores associados aos seus
nods e/ou arcos.
Arcos — custos, capacidade, fluxo.
Nés — oferta, demanda, custo/lucro marginal.

Normalmente se utiliza n para denotar o numero de nds e m para denotar o
numero de arcos em G, ou seja, INl = ne |Al = m.

A estrutura de uma rede pode ser armazenada em uma matriz nxm que tem uma
linha para cada nd, e uma coluna para cada arco, dita matriz de incidéncia né-arco.

A coluna correspondente ao arco (i,j) tem apenas dois elementos ndo nulos, +/
na linha dond i e -/ na linha do né j.

Geralmente um Problema de Fluxo em Redes é:

Min Cx (§))]
Sujeitoa Ax=b 2)
0<x<u, 3)

Onde:

C = vetor de custos nos arcos.

x = vetor de fluxo nos arcos (incégnita).
A = matriz de incidéncia nd-arco.

b = vetor de demanda nos arcos.
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u = vetor de capacidade nos arcos.

A equacdo (1) minimizar os custos, na (2) é garantido o equilibrio de fluxo em cada n6
da rede e a restri¢@o (3) assegura que o fluxo néo ultrapasse o limite de cada arco.

Para cada n6 i temos que:

Se b;< 0 — i é n6 produtor.
b;>0 —1 é no consumidor.
b; =0 —1 € no de transbordo.

Figura 1

{4} {2}

(15|E4|0) - @

©

S v
st S
(10,10) (15,10)
< (5.15)

@——®
-2} {-4}
@ (custo,capacidade) -~ @

cauda/fron cabega/to

O custo € dado por unidade de fluxo que passa pelo arco. Assim temos o modelo de
programacao linear equivalente.

X1 X2 X3 X4 Xs X6
12y @3 (3,2) G4 4,2 43

1 1 1 0 0 0 0 4

) 2 -1 0 -1 0 -1 0 -2
Matriz A = , b=

3 0 -1 1 1 0 -1 2

4 0 0 0 -1 1 1 -4

Assim 0 modelo que otimiza o fluxo nesta rede (figural) é:

Min 20X1 +15X2 +10X3 +10X4 +5Xs +15Xs

Sujeito a
nol X1 +X2 = 4
no2 |—Xi -X3 - X5 = =2
no3 -X2 +X3 +X4 -X6 = 2
no4 X4 +X5 +Xe =

X 1<10 X 2 £ 40 X 3 <15

X 4 <10 X 5 <15 X 6 <10
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Observacdo: A matriz tem apenas 2xm elementos ndo nulos entre as nxm posicoes.

Esta matriz, que tem apenas +/ e -/ é dita uni modular, de importancia tedrica
pois garante a existéncia de algoritimos mais eficientes na resolucio de problemas de
otimizagdo associados a ela.

Seja O = vetor origem, D = vetor destino e C = custos nos arcos, entdo uma
outra representacdo para a rede €:

arco (7] D C U
1 2 20 10

2 1 3 15 40

3 3 2 10 15

4 3 4 10 10

5 4 2 5 15

6 4 3 15 10

O problema de Fluxo com custo minimo (PFCM) pode ser formulado como:

Min " CijXij

(i,j)eA
Sujeito a
Y Xij - > Xji =bi VieN
ji(i,j)e A i(j,i)e A
(fluxo sai) (fluxo entra) (fluxo disponivel)
0 < Xij < Ui YV (i, je A

Lei de conservagdo de fluxo nos nds: | fluxo entra = ) fluxo sai.

4. Problemas Classicos

a. Problema do Caminho Minimo(PCM): Qual € a melhor forma de percorrer uma
rede indo de um dado ponto a outro, com 0 menos custo possivel?

b. Problema de Fluxo Maximo(PFM): E uma rede com arcos capacitados, como e
qual o maximo de fluxo o que possivel de se enviar de um dado ponto a outro da
rede, respeitando a capacidade dos arcos?

c. Problema de Fluxo com Custo Minimo(PFCM): Considerando um dado custo por
unidade de fluxo em uma rede ( nos seus arcos) com arcos capacitados, e que
precisamos enviar unidades de fluxo alocados em determinados nés
(oferta/produgdo) para outros nés (demanda/consumo), como faze-lo com o menor
custo possivel?
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4.1 Problema do caminho minimo
e De um no s dito origem para um dado n6 destino t. Fazemos bs= 1, b,= -1 e
bi= 0 V i#s e i#t, temos o PCM representado como um problema de fluxo a
custo minimo.
e De um nd S para todos os demais nés. Fazendo bs=n-Ie b;=0 VY i#s, o
problema se transforma e num PFCM.

4.2 Problema de Fluxo Maximo (PFM)
Consiste em enviar a quantidade méxima de fluxo de uma dada origem s para um
certo destino t em uma rede capacitada, ou seja, Ci< © Vi=],..,m.
Criando, ou seja, adicionando um arco de ¢ para s com custo igual a -1 e U= o0, e
fazendo C; =0, para os demais arcos, o PFM ¢ transformado em PFCM.

Fluxo Maximo

03 (0,5)

0,1 (0,4

(0,2) (0,1)
@ arco artificial ou
—

arco de retorno

(-1,999999)

4.3 Problema de Transporte
Rede bipartida onde uma parte contém nds de oferta e a outra contém os nds de
demanda. Os arcos ligam os nés de oferta diretamente aos nés de demanda.

Problema de Transporte

0D

nds de noés de
oferta demanda

4.4 Problema de transbordo
E um problema de transporte com nés intermedidrios com b = 0 ou seja a demanda
dos nés intermedidrios é igual a 0.
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4.5 Problema de Designacao ou assinalamento (casamento)
Rede bipartida onde o nimero de nés de oferta € igual ao nimero de nés de
demanda. Para que haja o assinalamento 1 a 1, fazemos by=1 onde k é n6 de oferta e
bi=-1 onde L é nd de demanda.

Problema de Designacao
ou Assinalamento

Operarios Maquina

Q) (D1
Mm@ @ 1
Mm@ l (3) -1

(habilidade/satisfacao, 1)

4.6 Problema de Circulacao
Nio existe oferta nem demanda nos nés. Neste caso a rede deve ter alguma
caracteristica que gere a movimentagdo de unidades produzindo um fluxo na rede.
Assim temos b =0, e ( Cx < 0 ou Iy>0) para algum k ou M.

Problema de Circulacéo

(custo, lim inf, lim sup)

@

/' ]
AN

i

\/

® ©

Exercicio 1: Uma secretaria de educacio esta colhendo propostas de 4 empresas de
transporte escolar para realizar as 4 rotas pré-determinadas. Os dados sdo:
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rotal | rota2 | rota3 | rotad
empresal | 4000 | 5000

empresa? 4000 4000
empresa3 | 3000 2000
empresa4 4000 | 5000

a) Supondo que cada empresa sé pode ficar com uma rota, montar a rede que
minimiza o custo total da secretaria (usando assinalamento).

b) E se cada empresa puder operar em duas rotas, como fica o modelo de
assinalamento?

Exercicio 2: Uma companhia produz 6leo em 2 pocos. E possivel enviar petréleo
diretamente para seus clientes C1 e C2, ou enviar o petréleo a 2 portos distintos P1 e P2
e entdo despachar para os clientes. Os dados sdo:

pogol poco? portol | porto2 | clientel | cliente2
pocol 10 13 25 28
poco? 15 12 26 25
portol 6 16 17
porto2 6 14 16
clientel 15
cliente? 15
oferta/demanda | 150.000 | 200.000 160.000 | 140.000

A oferta e a demanda é dada em barris/dia, enquanto que os custos sdo para
transportar 1.000 barris.

Exercicio 3: Uma empresa produz e vende um tnico artigo. O artigo € produzido em
trés fabricas localizadas em cidades diferentes, com as seguintes capacidades mensais,
em unidades:
Fabrica A: 20 unidades
Fabrica B: 35 unidades
Fabrica C: 40 unidades

O artigo € vendido a trés clientes exclusivos. O cliente F quer comprar 30
unidades por més, o cliente G quer pelo menos 25 unidades por més e o cliente H estdao
dispostos a comprar quaisquer quantidades em excesso dos respectivos minimos
estipulados.

Como os clientes sdo de cidades diferentes e, alem disso, os precos pagos por
eles diferem entre si, o lucro por unidade auferido pela empresa depende tato da fabrica
de origem como do cliente de destino. Esses lucros, em milhares de cruzados, sdo dados
na tabela a seguir:
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clientes
F G H
A | $7 $3 $5
fdbricas B | $2 $1 $4
C | $3 $6 $2

Suponha que a empresa queira estabelecer um plano de distribuicao das
producdes das fabricas para os clientes que maximize o seu lucro total. Mostre como
este problema pode ser formulado como o “modelo de transporte” de programacgio
linear.

Exercicio 4: Um sistema de escoamento de producdo precisa levar 20.000 t/dia de trés
regides para dois pontos de embarque. O material precisa ser acondicionado em ter
entrepostos intermedidrios. Monte o problema da determinacdo de fluxo de transporte, a
um minimo custo global, como de programacao linear. Indique claramente quais sdo as
varidveis de decisao.

Exercicio 4
Produgaoa 5 00qt/gig--—-m-------- 8.000t/dia--—-—-—- 7.000t/dia
ser escoada
Icap.max. llcap.max. Illcap.méx.
8.000t/dia 6.000t/dia 8.000t/dia
Capacidade maxima ) )
de embarque —— » 12.000t/dia------------- 11.000t/dia
Custo Unitério de transporte $/t
I |II | III 1 ]2
A 8 | 5 - i
B 716 4 i
C - |5 7 - | -
I - | - - 6 | -
II - | - - 717
m | - | - - - |6

4.7 Fluxo Generalizado
No PFCM existe conservagdo de fluxo no arco, o fluxo que entra € igual ao fluxo
que sai do arco.
No problema de fluxo generalizado o arco pode consumir ou produzir fluxo.
Exemplos onde isso ocorre:
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(a) transmissdo de energia por linhas elétricas

(b) 4gua transportada por dutos ou canais

(c) investimentos financeiros onde os arcos representam oportunidade de
investimento.

4.8 Problema de multifluxo ou miiltiplos produtos
Este problema surge quando véarios produtos usam a mesma rede, ou tem
diferentes pontos de origem e destino. Exemplos:
(a) Transporte de passageiros de diferentes pontos
(b) O roteamento de veiculos ndo homogéneos
(c) Transporte de graos
(d) Envio de mensagens

5 Definicoes

5.1 Grafos e redes direcionados

G=(N,A) ou R=(N,A,c,l,u,b) onde N é um conjunto de nés e A é um conjunto de
arcos que sdo pares ordenados de nds distintos.

5.2 Graus

Graus de entrada: o grau de entrada de um n6 € igual ao nimero de arcos que
chagam no n6.
Grau de saida: o grau de saida de um n6, € igual ao niimero de arcos que saem do

2

no.

5.3 Lista de adjacéncia
Lista de arcos adjacentes A(i) de um n6 i € o conjunto de arcos que saem de i.

A)={(1)) € A;je N}

Propriedade Z | A(Q) |I=m
ie N
5.4 Subgrafo
G’=(N’,A’) é um subgrafo de Gse N'’<Ne A’<A. G’ é subgrafo gerador de G se
N’=NeA’<A.
5.5 Caminho
Caminho é uma seqiiéncia alternada continua de nds e arcos, sem repeticdo de nos.
Pode ter arcos no sentido direto ou no sentido oposto do caminho.

5.6 Caminho direcionado ou cadeia
E um caminho com todos os arcos orientados no sentido direto.
Observacao: Podemos armazenar um caminho definindo um indice (vetor) predecessor
pred(i) para todo né i do caminho. Se i e j sdo nds consecutivos segundo a orientacio do
caminho, entdo pred(j)=i. Na figura a seguir temos: Pred(7)=5, pred(5)=2, pred(2)=1 e
pred(1)=0

Caminho

inicio fim

- @O0
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S.Z Ciclo
E um caminho fechado.

5.§ Circuito
E uma cadeia fechada.

5.9 Grafo Conectado
Existe um caminho conectando qualquer par de nds.

5.10 Grafo Fortemente Conectado
Existe uma cadeia (caminho direcionado) conectando qualquer par de noés.

5.11 Arvore
E um grafo conectado sem ciclos.

5.12 Arvore Geradora
E uma 4rvore e um subgrafo gerador.
5.13 Corte
E uma parti¢io dos nés de N em duas partes, S e S =N -S. Cada corte define um
conjunto de arcos a um extremo em S e outro em é . Estes arcos sdo denotados por [S,
SI. A capacidade de um corte € dada pela soma da capacidade dos arcos que ligam nds
se S anés de S menos a soma do limite inferior dos arcos que ligam nés de S anés de

S.

5.14 Arvore Enraizada
E uma arvore com um dado né denominado raiz.

5.15 Fluxo Factivel
Seja X = (Xj;) vetor de fluxo em cada arco da rede. X € um vetor de fluxo factivel

se i< Xi<u; V(i,j)e A e,

ZXij_Zin = v se i é oferta,
JEAI i€ Bj

Equacao de conservagdo de fluxo ZXij—Z)(ji = —v se [ é demanda
JEAI i€ Bj
ZXU—ZXﬁ = 0 se i é tranbordo
JEAI i€ Bj

6 Armazenamento de uma rede

Lista de nés adjacentes: Para cada né i temos uma lista ligada contendo os seus
noés adjacentes j e as informagdes do arco (i,j).

Para acessar as n listas temos um vetor de ponteiros para a primeira célula de cada
lista. Essa primeira célula € dita “first” . Se a lista de adjacentes do nd i € vazia
first(i)=0 .
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Armazenamento de Uma Rede

(35,50)

@ (CiLUi) @

A representag@o por lista de adjacéncia da rede acima é dada, de forma resumida a
seguir.

Representacao forword star

DECES

E—>\ 2 [25[30] J—»[3]35]50 }—l
22— 4 [15[4]0] =~

2_

]
4

5

7 Transformacao da rede
¢ Transformacédo da rede
® Mostrar equivaléncia
¢ Inicializagdo método/representacdo padrio requerido

Considere a formula¢do do PFCM
Min ) CijXij

(i,j)eA
Sujeito a
> Xij - > Xji =bi VieN
ji(i,j)e A ii(j,i)eA

0< Xij <Uj V(i,jle A
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7.1 Arcos nao direcionados para arcos direcionados

Se (i,j}e A com C;;>0 e capacidade Uj;, permite fluxo de i para j e de j para i e Xj;
+ Xj;; < Ujj e na Funcdo objetivo temos C;X;; + CiiXj;.

Se C;>0 entio X;; =0 ou X;; =0 e considere ;=0.

Transformacao: trocar {i,j} pelos arcos (i,j) € (j,i), ambos com custo Cjie
capacidade Uj;.

Assim, se {i,j} tem fluxo a de i para j na rede transformada teremos X;= a e X;;=0
e vice-versa.

Analogamente, se X;7#0 e X;;#0 na rede direcionada X;; — Xj; >0 entdo o fluxo em
{1,j} serd de X;; — X;; unidades no sentido de i para j.

Se Xj; —X;; >0 entdo {i,j} terd Xj; —X;; unidades de fluxo no sentido de j para i.

Em ambos os casos o fluxo contrario € igual a 0.

Se X;; = Xj; o fluxo {i,j} é zero.

Arcos néo direcionados para arcos direcionados
inicio
OF-S=N0
lj=0 , Uij>0

Cji=Cij, Uji=Uij

7.2 Removendo Limitante Inferior ndo Zero
Se arco (i,j) tem limitante inferior /; >0 sobre Xj;, trocar Xj; por X’;; + [;; na
formulagdo. Entdo teremos ; < X’ + [;; < Uj; e depois 0< X < Uj- Ij;.
Segundo a equagdo de equilibrio de fluxo teremos: b(i) passa para b(i)- [;; € b(j)
passa para b(j)- 1;;
Ha o acréscimo de uma constante na Func¢do Objetivo que pode ser ignorada no
processo de otimizagao.

7.3 Arco Reverso
Usado para eliminar arcos com custo negativo.
Seja Uj; capacidade de (i,j), trocar Xj; por Uj- Xj; entdo Cj; X;= Cjj Uy- C;j Uy,
trocar o arco (i,j) pelo (j,i) com custo - Cj.
Onde Xj; € a quantidade de fluxo a ser “retirada” do “fluxo completo” Uj;.

Arco reverso

b(i) iU b(j)
O—4i—

b(i) - Uij b(j) +Uij

D=

7.4 Removendo Arcos Capacitados
Seja (i,j) com capacidade Uj;, entdo introduzir um né adicional tal que a restri¢do
de capacidade se transfira para a restricdo de equilibrio de fluxo.
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Suponha que introduzimos uma varidvel de folga S;>0, e escrevemos a restri¢do
de capacidade na forma de igualdade.

XUS U,j entao Xij+ Sl‘j: Ul] (-]) assim - Xl‘j- Sl‘j:- U,j

Subtraindo - Xj- S;;=- U;; da equacdo de fluxo do né j temos Xj; e S;; somente em
duas equagdes. Tais operacdes corresponde a:

Exemplo:

Na rede bipartida os nés da esquerda sdo iguais aos nds da rede original com
oferta igual b(i) + Z U « e os nos da direita sdo iguais aos arcos (i+j)€ A na rede

{ki(k,i)e A}

original com demanda igual a -Uj;. Cada n6 (i-j) tem exatamente dois arcos chegando
neste com origens nos noés i e j da esquerda.
A rede transformada tem n+m nés e 2m arcos.

Removendo arcos capacitados
b(i) b(j)
@ (Cij. 0 .Ui)) @
Xij

b(i) -Ujj b(j) +Ucj

@ (Ciix-i:o) =®= (())(j-koo) @

Um exemplo de remogao de arcos capacitados € apresentado a seguir.
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Exemplo Removendo arcos capacitados

20 (3,9)| |(2,15) -30

7.5 Divisao de No
Divide cada né i nos nés i’ e i” com funcdes de n6 de saida e entrada.
Cada arco (i,j) se transforma em (i’, i”) de mesmo custo e capacidade. Adiciona o
arco (i”,i’) a custo zero, e a capacidade infinita, ou de acordo com a necessidade.
A oferta/demanda da rede transformada é:
Se b(i)>0 entdo b(i”)=b(i) e b(i’)=0.
Se b(i)<0 entdo b(i’)=b(i) e b(i”)=0.
Caso contrario b(i’)=b(i”)=0.
Exemplo
Esta transformacgao pode ser usada para representar situagdes onde os nds tem
capacidade de custo para unidade que passa por ele.

Divisao de no

2
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8 Algoritmo de Busca

e Serve para encontrar nés de uma rede com determinadas caracteristicas.

e Muitas variantes estdo nos algoritmo de fluxo maximo e fluxo com
caminho minimo.

8.1 Aplicacoes

¢ Encontrar todos os nés que estdo ligados a um dado n6 origem através de
um caminho direcionado e vice-versa.

e Identificar todos os componentes conexos de uma dada rede.

e Determinar se uma dada rede € bipartida.

¢ Encontrar um ciclo direcionado numa rede.

Exemplo: G=(N,A), encontrar os nds eu sdo alcancados a partir de um né origem S, por
um caminho direcionado.

1. marcar o né S. Os demais sdo nés nao marcados.

2. buscar, a partir de S, os nds que satisfazem uma dada condi¢io e marca-los.

3. suponha i marcado e j ndo marcado. Entdo, se existe o arco (i,j), este arco é
dito como admissivel. Caso contrario, ele € inadmissivel.

4. Examinando arcos admissiveis, o algoritmo ird marcar novos nds. Se o
procedimento marcar um né j examinando um arco admissivel (i,j), dizemos
que o né i € predecessor do nd j, isto é, pred(j)=i.

5. oalgoritmo termina quando a rede ndo possui arcos admissiveis.

A busca percorre os nés marcados em uma dada ordem. Gravamos esta ordem
num vetor ordem(i)=k. Neste caso, o n6 i esta na k-€sima posi¢do do caminho.

Lista € o conjunto de nds marcados ainda por examinar se existir arco admissivel
saindo dele.

Ao final, estdo marcados todos os n6és alcancdveis, a partir de S via caminho
direcionado.

O vetor predecessor define uma arvore com todos os caminhos marcados.

Complexidade: O(m+n)=60(m).

9 Caminho Minimo
G=(N,A), ¢;j - comprimento de arco (i,j). O comprimento de um caminho
direcionado P é dado por:

Z Cij

(i,j)e P
Considerando n6 origem S e o n6 destino A, o modelo matematico fica:

min Z CiXi
(i,j)e A
Sujeito a

1 se i=s

Y Xij - Y Xji =4-1 se i=t

(i,j)EA (ji)eA .
! ! 0 caso contrario
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No caso, G ndo pode conter ciclos negativos.

Caminho Minimo

Q——@
TN

O———6

Doné 1 paraondé 6 ou ...

9.1 Classificacdo dos Algoritmos de Caminho Minimo
e Label setting (rotulamento), ndo admite custo negativo nos arcos.
e Label correcting (rotulamento modificado) admite custo negativo nos
arcos.

Esses algoritmos atribui estimativas de distancias aos nds, a cada passo.
Variacdes estdo na maneira como atualizam a distancia de um passo para o outro, e
como convergem para a solucao.

Rotulamento: atribui uma distincia como permanente (6tima) a cada iteracao.

Rotulamento modificado: considera todos os rotulamentos como temporarios,
até o final, quando ento elas se tornam permanentes.

Rotulamento: aplicdveis quando G € aciclicos e com custos nido negativos nos
arcos.

Rotulamento modificado: G ndo pode ter ciclos negativos, mas pode ter arcos
com custo negativo.

9.2 Rotulamento
Algoritmo de Dijkstra: encontra o caminho minimo a partir de uma dada origem
para todos os demais nés de G.
Caracteristicas:
- mantém d(i) V i € N com limite superior para a distancia de S até i.
-divide os nos: 1. rotulados permanente
2. rotulados temporariamente
-o rétulo permanente é a menos distancia de S até o nd.
® d(j)=d(i) + C; ocorre quando o nd j € rétulo permanente de tem o arco (i,j) no
caminho minimo.
* d(j)=d(j) + C;j V (ij) e A

Idéia bésica:
Partir de S e rotular permanentemente os nés na ordem de suas distancias de S.
Inicializagdo: d(s) :=0
d(i):=o VieN-{S}

18
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A cada iteragdo, o rétulo de um né i que é a menos distancia desde a origem por
um caminho cujos nds intermedidrios sao todos rotulados permanentemente.

O algoritmo seleciona o né com o menor rétulo tempordrio, o rétulo como
permanente e pesquisa os arcos que saem de i, atualizando a distancia dos seus n6s
adjacentes.

O algoritmo termina quando todos os nds estiverem rotulados.

10 Padrao Dimac de armazenamento de redes

rede.txt

ni b1

n2 [s})

Nn bn

t1 hi L: Ui Ci
t2 h> L2 U» C2
tn hn Ll"l Ul"l Cl"l
d 2 2 d d

calda  cabeca limite limite  custo

inferior  superior
Para maiores detalhes, visitar o site do Center for Discrete Mathematics and Theoretical
Computer Science em <http://dimacs.rutgers.edu/>

11 Complexidade do algoritmo de Dijkstra
¢ selec¢@o dos nds: sdo realizadas n selecdes pra encontrar o minimo entre os nds nao
rotulados, com um “tempo” total de m+(m-])+(m—2)+...+]:6(n2).
e atualizacdo da distancia: sdo realizadas |A(i)l. No total temos z| A =m.
ieN
Cada operacdo requer O(1) entdo temos O(m) para a atualizacdo da distancia .
Como 6(n’)> 6(m), temos que a complexidade O n’) para o algoritmo.
Observacao: para rede densa m = n’, para rede espaca m = n.

Rotulamento Permanente: trabalha com redes aciclicas e com custos ndo negativos.
Rotulamento modificado: trabalha com redes aciclicas e com custos que podem ser
negativos.

Ambos reduzem a distancia de um né a cada iteragio considerando uma busca
local do tipo: o comprimento do arco e a distancia corrente dos seus nds adjacentes.

12 Condic¢oes de Otimalidade
Seja d(j) j#s o comprimento do caminho minimo da origem até j, entdo temos
que:
dij)<d(i) + Cij V(ij)e A
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Ou seja, para cada (i,j) € A, o comprimento do caminho minimo até j ndo pode ser
maior do que o caminho minimo até i mais o comprimento do arco (i,j).

12.1 Definicao
A distancia reduzida do arco (i,j) em rela¢do ao rétulo distancia d(i) é c“;=c;+d(i)-d(j)

12.2 Propriedades
e para qualquer ciclo direcionado W, temos que
d
Sei= Yo
(i, j)ew (i,j)ew
¢ Para qualquer caminho direcionado P do n6é K ao n6 L, temos que

Y= D ci+d®)—-d()

(i,j)eP (i,j)eP
e se d(i) representa a distancia de caminhos minimos, entdao ci‘; 20 V(ije A

Exercicio _
Aplicar Dijkstra a rede acima escrevendo a cada iteracdo o conteido de S, S, d e pred(i).

13 Caminho Minimo de S para ¢ pelo Dijkstra

Ao final o vetor d contém a distancia minima de S até o referido nd.

Para encontrar o caminho minimo de S para t, basta interromper o processo
quando o nd t for escolhido para ser rotulado permanentemente, ou seja, quando

d(t)=min{d(j);je S }.

14 Algoritmo de rotulamento modificado para o caminho minimo.

Suponha que a rede ndo tenho ciclos negativos. No algoritmo do rotulamento
modificado, a lista é examinada pelo método FIFO (first-in,first-out), ou seja, a lista é
uma fila.

Teorema: o algoritmo do rotulamento modificado FIFO para o problema co
caminho minimo tem complexidade O(nm).

Implementacdo com uma dequene: é mais rapida para redes esparsas.

Dequene: lista onde podemos incluir ou retirar elementos do inicio ou do final.

Retira sempre da frente da fila. Para adicionar um né a fila observe: se ja estiver
anteriormente a fila, adicionar na frente. Caso contrario, adicionar o né no final da fila.

Representamos uma fila por um vetor do tamanha n=1/ para armazenar até n
elementos.

fila

prieiro ultimo
Temos um ‘ponteiro’ prim, que mantém o indice da primeira posi¢do na fila menos um,
€ mantemos o outro ponteiro ult com o indice do ultimo elemento da fila.
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14.1 Operacao na Fila

e A fila estard vazia se prim=ult

® o primeiro elemento da fila € acessado por fila(prim+1), ou seja, para retirar faca
prim:=prim+1 e I:=fila(prim)

® para inserir um elemento i na lista, faca ult:=ult+1 e fila(ult):=i.

Exercicio
Executar o algoritmo nas redes do capitulo do livro de Ahuja, Magnanti e Orlin.
15 Fluxo Maximo

15.1 Cortes: Separando a origem e o destino
G rede direcionada. G(N,A,Lu,s,t). Sejam

X subconjuntos de nés de G contendo a origem, X subconjunto de nés de G contendo o

destinotalque X UX =G e XNX =4¢.
A particdo (X, X) define um corte separando os nds de origem e destino.
Os arcos diretos do corte (X,)_() sao {(i,j):(G,]), ie X e je X }.
Os arcos reversos do corte (X,)_() sdo {(1,)):(G,)), i e Xe je X }.
A capacidade do corte (X, X) é dadapor > Ui— Y Iy
15.2 Formulacao " v
Considere a rede capacitada G=(N,A) com capacidade ndo negativa U;; para cada arco

(i,j)e A. A formulagdo matematica para o problema de fluxo maximo do né origem s
para o n6 destino ¢ fica:

Max v
s.a
vsei=s
> Xi— D Xi= 0VieN-—{s.1}
{i:(i,j)eA {j:(j,)eA —vset=t

0<X;<Uyj V(i,je Al
Consideramos o problema de fluxo mdximo nas seguintes condigdes:
1.a rede € direcionada
2.todas as capacidades sdo inteiras ndo negativas
3.a rede contém um caminho direcionado de s para ¢ com capacidade infinita
4.a rede ndo contém arcos paralelos.

15.3 Caminho de Aumento de Fluxo (CAP)

Seja X=(X;j) um vetor de fluxo factivel de valor v numa rede G=(N,A,u,s,t). Um
caminho P de s para ¢ é dito um caminho de aumento de fluxo em relagdo a X se:
X;j<Ujjpara os arcos diretos de P
X;j>l; ara os arcos reversos de P
Seja & = min{ & ;, J 2} onde
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0 =min{(Uyj-X;j):(i,j) € um arco direto em P}
0 r=min{(Xjj-1;j):(i,j) é um arco reverso em P}

Define-se um novo fluxo a partir de X dado por:

X j=Xjse(ijeP

X j=X;+6 se(ij)éarco direto em P

X ij =X ij - 0 se (i,j) € arco reverso em P.

Assim X é um fluxo factivel e dado um fluxo factivel e um CAF, é possivel construir

um outro fluxo factivel com valor maior que o anterior.

154 Problema do fluxo factivel (aplicacao do fluxo maximo)
Identificar um fluxo X na rede G=9N,A) tal que:

D> Xi— D Xi=bj VieN

{J:(i,))e A} {J:(j.DeA}

0<Xi<Us VY (,j)e A )
Zbi =0

leN

Encontramos um fluxo factivel resolvendo um problema de fluxo maximo numa rede
aumentada como segue.

Introduzimos dois nds s-super origem e t-super destino. Para cada i com bi>0
acrescentamos um arco (s,i) com capacidade bi e para cada né i com bi<0,
acrescentamos um arco (i,t) com capacidade —bi.

Esta € a rede transformada, sobre a qual calculamos o fluxo maximo de s pata t.

Se o fluxo maximo saturar todos os arcs ligados a s € a t, entdoo problema (1) tem um
fluxo factivel caso contrario ele serd infactivel.

Caso exista, o fluxo factivel serd aquele definido de fluxo mdximo na rede original da

rede transformada.

15.5 Teorema do fluxo maximo/corte minimo
O valor do fluxo maximo € igual a capacidade minima dentre os cortes que

separam a origem e o destino.

15.6 Problema do fluxo maximo
Dados dois n6s s origem e destino t numa rede capacitada, enviar o maximo de
fluxo de s pata t.
Tipos basicos de algoritmo:
1.algoritmos de caminhos aumentantes que mantém o equilibrio de fluxo nos nés
com exceg¢do de s para t.
2.Algoritmos Preflow-push inundam a rede onde os nds podem ter excesso de fluxo
pré fluxo. Os excessos sdo empurrados para t ou de volta para s.

16 Algoritmo genérico de caminhos aumentantes
Algoritmo caminho aumentante
Begin
X:=0;
While G(x) contém um caminho direcionado de s para t faga
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Begin
Identifique um caminho aumentante P de s pata t;
A=min{rij:(i,j)e P}
Aumente A unidades de fluxo de s paratem P
Atualize G(x),

End;

End;

17 Aplicacgoes do problema de fluxo maximo
17.1 Problema dos representantes

Uma cidade tem r residentes R1, R2, ...,Rr; g clubes ClI, C2, ...,Cq; e p partidos
politicos PI, P2,..., Pp. Cada residente € membro pelo menos de um clube e pode
pertencer a exatamente um partido politico. Cada clube deve nomear um de seus
membros para representd-lo na comissdo que ird governar a cidade de modo que o
nimero dos membros da comissdo que pertencem ao partido politico Pk seja de no
maximo wk. E possivel encontrar uma comissio que satisfaca esta restricio de
equilibrio?

[lustramos esta formula¢do com um exemplo.

Consideramos um problema com r=7, g=4, p=3, e formulamo-lo como um
problema de fluxo maximo. Figura 1. Os nés RI, R2...,R7 representam os residentes, os
nés CI, C2... C4 representam os clubes, e os nés P1, P2...,P3, representam os partidos
politicos.

Figura 1

A rede contém também um nd s de origem e o nd ¢ de destino. Existe um arco
(s,Ci) para cada né Ci que denota um clube, um arco (Ci, Pk) se o residente Rj pertencer
ao partido politico Pk. Finalmente, adicionamos um arco (Pk, t) para cada k=1....3 com
a capacidade Uk; todos arcos restantes t€ém a capacidade igual a /
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Encontramos em seguida um fluxo maximo nesta rede. Se o valor mdximo do
fluxo igualar g, a cidade tem uma comissdo equilibrada; caso contrdrio, ndo. A prova
desta afirmacdo € fécil de estabelecer mostrando que:

(1) o fluxo de valor q na rede corresponde a uma comissao equilibrada, e que

(2) a comissao equilibrada implica um fluxo de valor g na rede.

Este tipo de modelo tem aplicacdes em diversos problemas de distribuicdo de
recurso. Para o exemplo, suponha que os residentes s@o pessoas especialistas, o clube
Ci é o conjunto de pessoas com uma habilidade particular, e o partido politico Pk
corresponde a uma experiéncia de cada pessoa.

Neste exemplo, um conselho equilibrado da cidade corresponde a uma
atribuicao de pessoas a comissdo de diretores para governar a cidade, de modo que cada
classe de especialidade tenha representantes na comissdo e que nenhum tipo de
experiéncia tenha um nimero dominante de representantes.

17.2 Programacao de Maquinas Paralelas Uniformes

Nesta aplicagdo consideramos o problema de escalonar um conjunto de J job’s em M
mdaquinas uniformes paralelas. Cada job j € J tem um processamento requerido pj
(significando a quantidade de maquina-dia requerido para completar o job), uma data de
liberagdo rj (representando a data em que o job j se tornou disponivel para
processamento) € uma data de término do job dj = rj + pj (representando a data em que
o job deve ser finalizado). Assume-se que uma méaquina pode trabalhar somente em um
job por vez e que cada job pode ser processado por mais de uma mdaquina por vez.
Todavia, € permitida a preempg¢do, ou seja, pode-se interromper um job e processi-lo
em diferentes maquinas e em dias distintos. O objetivo do problema é determinar um
escalonamento vidvel que complete todos os jobs antes da data limite para o seus
respectivos términos, ou mostrar que tal escalonamento ndo existe.

Este tipo de problema de programacdo aparece em sistemas produtivos em
massa, ou seja, em lotes com grandes ndmeros de unidades. O problema de
escalonamento da producdo, descrito no paragrafo acima, ¢ um problema fundamental
neste contexto e pode ser usado como uma sub-rotina para uns problemas de
programacdo mais gerais, tais como o problema do tempo de entrega minimo, e o
problema da maxima da utilizagao.

O problema de escalonamento foi formulado como um problema de fluxo
méximo, conforme ilustra a Tabela 1. No exemplo da Figura 2 tem-se que M = 3
maquinas. Em primeiro lugar, todas as datas de liberagcdo rj e as datas finais dj sdo
ordenadas ascendentemente e determina-se P<2|JI-/ intervalos mutuamente disjuntos
de datas entre instantes consecutivos. Seja Tk;/ um intervalo que inicia na data k e
termina no inicio do dia / + 1. No exemplo em questdo, a ordem das datas de liberacdo e
finais € a seguinte: 1; 3; 4, 5; 7; 9. Existem 5 intervalos representados por 7,5, 133, Ty44
Tss e T;5. Note que dentro de cada intervalo Tk, o conjunto de jobs disponiveis ndo se
altera. Podem-se processar todos os jobs j com rj<k e dj<I+1 no intervalo.

O problema de escalonamento foi formulado como um problema de fluxo méximo
em uma rede bipartida G. Foi introduzido um né origem s, um nd destino ¢, um né
correspondente a cada job j e um né correspondente a cada intervalo Tk,1 conforme
pode ser visualizado na Figura 2. Conecta-se o n6 origem com todos os nds job’s j com
um arco de capacidade pj , indicando que sdo necessdrios pj dias de tempo de maquina
para o job j. Conecta-se cada intervalo de né Tk,1 ao nd destino ¢t com um arco de
capacidade (I - k + 1)M, representando o niimero total de maquinas-dia disponiveis no
intervalo de dias de k a /. Finalmente, conecta-se um no job j a todos intervalos de nos
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Tkl se rji<k e dj<I/+1 por um arco de capacidade (/-k+1) que representa o nimero
maximo de maquinas que podem ser destinadas ao job j no intervalo de dias de ka /. O
problema de fluxo méiximo nesta rede foi resolvido. O problema possui um

escalonamento vidvel se, somente se, o valor do fluxo méaximo for igua »_ pi.
jeJ

Job(j) 1 2 3|4
Processamento(pj) | 1,5 | 1,25 | 2,1 | 3,6
Liberacdo(rj) 3 1 315
Entrega 5 4 719
Tabela 1

"
/®
Oy

Figura 2

17.3 Arredondamento de matriz
Dada uma matriz pxq de reais D={dij} cuja soma das linhas € ai e a soma das

colunas € f3j.
Podemos arredondar qualquer nimero a para Lat ou'al
O problema de arredondamento requer que a soma dos arredondantes seja igual ao
arredondamento das somas.
Pode-se encontrar um arredondante consistente resolvendo o problema do fluxo
maximo para a rede correspondente.

31 68 73| 17,2

96 24 07| 127

36 1,2 65| 113
16,3 104 145
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(17,18) 16,17)

(1213) (1011)

(11 12) (3 m
(6,7)

C (lij,Uij) @

18 Problema de Fluxo com Custo Minimo

18.1 Algoritmos Basicos

¢ Algoritmo de cancelamento de fluxo negativo
Usa caminho minimo para encontrar ciclos aumentantes com custo negativo
(ciclo negativo), entdo aumenta o fluxo neste ciclo. Ele repete a operacao até que
nenhum ciclo negativo exista na rede residual

¢ Algoritmo de sucessivos caminhos minimos
Introduz gradualmente fluxo na rede de algum né origem para algum né destino,
cada vez selecionando um caminho minimo devidamente construido.
¢ Primal-dual e out-of-kilter
Usam estratégias similares: a cada iteragdo resolve um problema de caminho
minimo e aumentam o fluxo em um ou mais caminhos minimos.
18.1.1 Primal-Dual
Usam o algoritmo do fluxo maximo para aumentar o fluxo simultaneamente em
véarios caminhos minimos.
18.1.2 QOut-of-Kilter
Permite que o fluxo viole a capacidade nos arcos. Usa o caminho minimo ou de
aumento de fluxo para encontrar fluxos que satisfazem a capacidade e as condi¢des de
otimalidades.

18.1.3 Simplex para rede

Utiliza como idéias central arvore geradora minima que esta associada a uma base
do sistema linear. As arvores geradoras minimas sdo solugdes obtidas atribuindo aos
arcos fora da drvore um fluxo igual a zero ou igual a capacidade do arco.

O problema de fluxo com custo minimo tem pelo menos uma solugdo arvore
geradora minima 6tima. A cada iteracdo um arco fora da 4rvore entra nela e um arco
fora dela € retirado.

Hipoteses
¢ Todos os dados sdo inteiros
e A rede ¢ direcionada
* > bi=0
ieN
e Todos os custos sdo ndo-negativos
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e Rede residual segundo um fluxo X, G(X).

18.2 Condicoes de Otimalidade do PFCM
18.2.1 Ciclo Negativo
Teorema 1: Uma solugio factivel X  é 6tima para o problema de fluxo com custo
minimo se e somente se a rede residual G(X") ndo contém ciclo (direcionado) negativo.
18.2.2 Custo reduzido

Ci=-C,+di—d20 V(i jeA
Defini¢des: 7iye R Vie N é dito potencial do nd i.
7z € a varidvel dual correspondente a restricao de equilibrio no né i
Seja
C;=C,—mi+x V(i,j)e A o custo reduzido do arco (i,j). Observe que 7= -

d(i).

Propriedades:

a) Para qualquer caminho direcionado P de k a 1 temos
d.Ci=>.C;—mk)+x(l)
(inj)eP (i.j)eP

. . . T _
b) Para qualquer ciclo direcionado W ZCI.]. = ZCU.
(i)W (i)W
a) Potenciais ndo alteram o caminho minimo entre k e I, pois aumentam em
() —T(k)

b) Ciclo negativo para C também o € para C”.
Teorema 2:Uma solucao factivel X* é 6tima para o problema de fluxo com
custo minimo se e somente se algum conjunto de potenciais 7 satisfaz:
C; 20Y(, j)e G(x*)

Ci;r ZCU—JZ'(i)+7T(j)ZO V(i,j)e A

Podemos também definir ‘potencial 6timo’ como o conjunto que satisfaz a
condi¢do C;.’ 2> 0V(i, j) e G(x) para algum fluxo factivel X.

18.3 Interpretacao Economica
Cij= custo de transportar uma unidade do produto de i para j e
u(i) = -z(i) custo para produzir uma unidade do produto em i
Cij+ u(i) é o custo do produto obtido em i e transportado até j.
Cl.j —ZTiH+TH20 ou up < Cl.j + U
Significa que no 6timo, o custo para obter uma unidade em j ndo pode ser maior que
obté-la em i e transporta-la até j pelo arco (i,j).

18.4 Folgas Complementares

Os dois teoremas anteriores impdem condi¢des sobre a rede residual. Estas
condicdes sdo agora colocadas em termos da rede residual.
~ rd * Ve 24
Teorema 3 — Uma solucao factivel X é otima para o problema de fluxo com

custo minimo, se e somente se, para algum conjunto de potenciais 7. O fluxo e o
custo reduzido satisfazem as condicoes:
Para V(i, j)e A,

Se C] >0,entdo X =y
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Se Cl;.’ =0, entdo lj < X; < Uj
Se C] <0,entdo X, =Uj.
18.5 Relacionando Fluxo Otimo com Potencial Otimo

18.5.1 Calculando o potencial 6timo conhecido o fluxo 6timo
(dado X" = obter 7")

Seja G(X') a rede residual em relagcdo ao fluxo 6timo X" G(X") ndo contém ciclos
negativos pois X" é 6tima. Seja d(i) o vetor de distancias minimas a partir do né 1 para
todos nds na rede residual, considerando Cij o tamanho do arco (i,j).

A condi¢ao de otimalidade para o caminho minimo implica que:

d(j)<C;+do V(,j)e G(X") fazendo T = -d temos que:
Ci=Cy—mo+m»20 V(,j)e G(X").
18.5.2 Obtendo 0 fluxo 6timo, conhecido 0 potencial
étimo(dador” = obter X )

Calcular o custo reduzido C; V(i, j)e A

Se C] >0= X, =0edeletar (i, j) de A

Se C;<0= X, =Uj,deletar (i,j)de Ae b :=bw—Uj e
b =bi+Uj.

Se Cl;.’ =0=0< X; < Ui (Que valor atribuir a X* neste caso?)

Seja G’(N,A’) e b’ o vetor oferta/demanda modificado. Agora o problema se
resume em encontrar um fluxo factivel e G’ que atende a oferta/demanda modificada b’
nos nés. Usar a aplicagdo do problema de fluxo maximo para encontrar um fluxo
factivel.

18.6  Solucao basica factivel para o problema de fluxo com custo minimo
Qualquer solugdo bdsica factivel contém trés tipos de varidveis.
® Varidveis Bdsicas sem degeneragdo, cada varidvel basica Xj; satisfaz [;< X;<Uj;
Com degeneragdo, é possivel que uma varidvel basica assuma um valor dos
limitantes do arco.
e Varidveis ndo bdsicas X;;: Assumem o valor do limite superior do arco Uj;
® Varidveis ndo bésicas X;;: Assume o valor o limite inferior do arco J;;.

18.7 Resolvendo uma rede com r nds.

Vamos considerar as n restrigdes de conservacgio de fluxo e ignorar as restri¢des
de capacidade.

Qualquer solugdo satisfazendo n-1 restricdes automaticamente satisfaz a ultima
restri¢cao.

Uma solucio bésica factivel para uma rede com n nds terd n-1 varidveis basicas.

Como determinar uma solucio basica factivel com n-/ varidveis?

Um conjunto A de n-/ varidveis serd uma solucao bésica factivel se e somente se
seus arcos formam uma 4rvore geradora para a rede.

18.8 Computando os coeficientes da F.O. para uma solucao basica factivel.
Para uma dada solug@o basica factivel, seja Cl.j B'=[x,...,m] os

potenciais dos nos.
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Se definirmos 71=0, entdo os coeficientes de X;;na linha da fun¢do objetivo
podem ser escritos como C =C,; =&+ 7).

Como cada variavel basica deve ter Cl;.’ =0, podemos encontrar 71,..., T
resolvendo o seguinte sistema linear:
7w=0
Cij =7 - 7))
ZTiy=Cij+ 7))

18.9 Determinando de uma soluc¢ao basica factivel é 6tima.
Basta que todas as varidveis ndo bdsicas satisfacam as condi¢des de
otimalidade.
Uma solucdo bdsica factivel € 6tima se e somente se as seguintes condicdes
sao satisfeitas:

1. Se uma varidvel ndo bésica X;;=[; se € somente se Cl.]’.’ >0.

2. Se uma varidvel ndo bésica X;;-Uj; se e somente se C; <0.

Se alguma das condi¢des acima nao for satisfeita, a fungdo objetivo pode ser
melhorada.

18.10 Pivoteamente no simplex para rede (melhoramento da F.0.)

Uma vez detectada uma varidvel a entrar na base, o seu arco deve fazer parte da
nova arvore geradora, algum arco da arvore deve sair. Para tanto basta aplicar a lei de
conservagado de fluxo aos nds que estio no ciclo formado com a inclusdo deste novo
arco.

Aumentando o fluxo do arco que entra na base aquele arco do ciclo que chegar

primeiro em um dos seus limites serd o arco a sair da arvore.
Com a nova base, voltar para o calculo dos coeficientes da F.O.
Exemplo:
Calculando Os coeficientes da F.O.

7n=0

Cr=mty—73),

Cis =)~ 76),

C,s=m—7s),

Cis =@ —75)

Ta=0

T3 =—12
T3-T5H=1T=>r5=-19
6=7r2+19=> 72 =-13
3= +19= 14y =-16

C,=C,—7mTnm+7m2=0-10+(-13)=-3 in-kilter
C,=C,—mn+7mT#H=6-0+(-16)=-10 in-kilter
Cyp=Cyp T3+ =2—(—12)+(-13) =1 in-kilter

Cy,=Cy,—T3+ 7@ =3-(-12)+(-16)=-1 out-of-kilter

29
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Portanto como X3,=0¢ C;, <0 entdo X3, deve crescer tanto quanto possivel. Para

cada unidade de fluxo no arco (3,4) causard o decréscimo de 1 unidade na fungdo
objetivo.

Xu=460

Xas=4+0

X3s=1-6

O max ={03=5,045=2,035=1}
O max =5
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