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Interpolagdo polinomial

1 - Introducéo
Em geral, dispGe-se de dados que séo fornecidos em um conjunto discreto de valores, den-
tro de um continuo de possibilidades. Entretanto, pode ser necessario fazer estimativas em
pontos que estdo entre os valores discretos, ou seja, ndo constam do conjunto. Ocorre, tam-
bém, a situacdo na qual se faz necesséaria uma versdo simplificada de uma fungdo compli-
cada. Ambas as aplicacdes sdo conhecidas como ajuste de curvas. Ha duas abordagens
gerais para o ajuste de curvas, as quais se distinguem com base na quantidade de erro asso-
ciada com os dados.
Primeiro, quando os dados exibirem um grau significativo de erro, a estratégia sera deter-
minar uma Gnica curva que represente a tendéncia geral dos dados. Como cada ponto indi-
vidual poderéa estar incorreto, ndo sera feito qualquer esforco para passar a curva por todos
0s pontos. Em vez disto, a curva é escolhida para seguir o padrdo dos pontos considerados
como um grupo. Uma abordagem desta natureza é chamada de regressdo por minimos
quadrados.

Segundo, quando se souber que os dados sdo muito precisos, a abordagem bésica é ajustar

uma curva ou uma série de curvas que passam diretamente por cada um dos pontos. Este

tipo de abordagem, que é o objeto deste texto, é chamada de interpolacéo.

Interpolar uma funcéo, y = f(x), em um intervalo finito (a, b), consiste em substitui-la, ou

aproxima-la, por outra funcdo, y = g(x). A necessidade de se utilizar este procedimento

ocorre, basicamente, quando a funcéo:

a) ndo € conhecida na sua forma analitica, mas, apenas por meio de um conjunto de pontos
(xi, vi), 1 =0, 1, ..., n; esta situacdo ocorre com muita freqiiéncia, na préatica, quando se
trabalha com dados obtidos de forma experimental;

b) é conhecida analiticamente, mas operagdes como a diferenciacao e a integracdo sao difi-
ceis (ou mesmo impossiveis) de realizar, ou seja, a funcéo é de dificil tratamento.

Teoricamente, a funcdo y = g(x) pode ser qualquer, mas o0 caso mais comumente conside-

rado é aquele em que pertence a classe das funcdes polinomiais.

A aproximagéo de fungGes por polindmios é uma das ideias mais antigas da analise numé-

rica, e ainda das mais utilizadas. E facil entender a razdo. Os polindmios sdo facilmente

computaveis, suas derivadas e integrais sao, novamente, polindmios, seus zeros podem ser
determinados com facilidade, etc. O uso de polindmios interpoladores € importante, por
exemplo, para a obtencdo de valores intermediarios em tabelas, na integracdo numeérica, no

calculo de raizes de equacdes e na resolucédo de equacdes diferenciais ordinarias.
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As funcgdes interpolantes polinomiais sé@o as mais populares ndo sé por suas propriedades
algébricas, mas, sobretudo, pela justificativa fornecida pelo teorema de aproximacdo de
Weierstrass que, de fato, garante a existéncia de um polinbmio capaz de aproximar uma

funcéo f tdo bem quanto se queira.

Teorema (Weierstrass)
Se f é uma func¢éo continua em um intervalo fechado [a, b], entdo, dado & > 0, existe algu-

ma funcdo polinomial, p, de ordem n = n(§), tal que

[f(x) —p(X)| < &, parax € [a, b]

Apesar de justificar a existéncia da fungdo interpolante polinomial, este teorema ndo €
construtivo, isto é, ndo fornece modos ou critérios para a sua obtencéo.
Neste texto apresentam-se alguns dos procedimentos mais usuais para a obtencdo de fun-

cOes interpolantes polinomiais.

Objetivo
Sendo (X, yi), 1 =0, 1, ..., n; pontos, com abscissas distintas, de uma funcgéo y = f(x), obter

0 polindmio, y = p(x) tal que:

p(x) =f(x) =y;,i=0,1,...,n

2 - Existéncia e unicidade do polinémio interpolador

Teorema 2.1
Se (xi, yi)i=0,1,..,n;sdo (n + 1) pontos com abscissas distintas, de uma funcgéo, y = f(x),

entdo existe um, e s6 um, polinémio, y = p(x), de grau maximo n, tal que:
p(xi) =f(x)) =vyi,1=0,1,..,n
Demonstragéo
O objetivo é aproximar uma funcéo, y = f(x), por um polindémio, y = p(X), ou seja, deseja-
se obter

p(x)=a,x" +a, X"t +..+a,x+a, =Yy

tal que p(x;) =f(x;) =yiparatodoi=0,1,2,...,n

Com esta condicdo, tem-se:
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n n-1
pP(Xg)=apXg +ap-1Xg +..+381Xg +ag =Yo

n n-1
p(Xl):anX]_ +apn-1X1 +...+8.1X1 +ag=Y1

n n-1
P(Xp)=apnXp +ap_1Xp ~+..+21Xy +29 =Yy

Que é um sistema de (n + 1) equac0es lineares com (n + 1) incognitas ao, ai, ay, ..., a,. A

sua matriz dos coeficientes é dada por:

n-1
XpXg ~ Xg 1l
n-1
x| X1 X1 T X 1
n,n-1 1
| Xn Xp 7 Xp 1) (2.1)

Trata-se de uma ma matriz de Vandermonde. O seu determinante é calculado da seguinte

maneira

det(X) = (Xo — X1) (Xo — X2) ... (Xo —Xn) (X1 —X2) (X1 — X3) ... (X1 —Xp) ... (Xn-1—Xp)

Como, por condig&o, Xo, X1, ..., X, S80 valores distintos, entdo tem-se que o determinante de
X € ndo nulo e o sistema linear admite solugdo Unica. Portanto, existe um dnico polinémio,
y = p(x), tal que p(x;) = f(x;) = v;, i =0, 1, ..., n. Conclui-se, ainda, que o polinbmio tem
grau maximo n, uma vez que os coeficientes, a;, i = 0, 1, ..., n; podem assumir qualquer

valor real, zero inclusive.

3 - Erro de truncamento

Teorema 3.1

Sejam:

(i) (xi, vi), 1=0,1, ..., n pontos com abscissas distintas de uma funcéao y = f(x);
(ii) y = f(x) uma funcdo com (n + 1) derivadas continuas no intervalo [Xo, Xn].

Entdo, para cada X < [Xo, Xn], €xiste um nimero & < (Xo, Xn), que depende de X, tal que

R ECY)

F09-PO9 =Ec () =(x-Xo) (X~ X1) . (x X)) 50 3.1)

Onde f"**(.) é a derivada de ordem (n + 1) de y = f(x) e y = p(x) é o polinédmio que a in-
terpola nos pontos (x, i), i=0,1, ..., n.
A expressdo (3.1) é chamada de termo do erro ou erro de truncamento. E o erro que se

comete quando se substitui a funcdo pelo polinémio que a interpola, no ponto x.
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A importancia do Teorema 3.1 é mais teorica do que pratica, uma vez que nao é possivel
determinar o ponto & Na pratica, para estimar o erro cometido, quando a funcdo é dada

analiticamente, é utilizado o corolario a seguir.

Corolario 3.1
Se f(x) e suas derivadas até a ordem (n + 1) sdo continuas no intervalo [Xo, Xn], entao:
M

Et(X)S|(X'XO)-(X'X1)---(X'Xn)|'m (3.2)

Onde M = max

i +1(x)‘ no intervalo [Xo, Xn].

Exemplo 3.1
Sabendo-se que 0s pontos a seguir sdo da funcao f(x) = x.e>*, calcular um limitante superi-
or para o erro de truncamento quando se avalia y para x = 0,25.

i 0 1 2
X| 0,2 0,3 0a4
f(x;) | 1,8221 | 2,4596 | 3,3201

Solucéo
De (3.2) tem-se que

M
(n+1)!

E () <|[(X-Xg).(X-X1) ... (X-Xp)|-
Onde M = max‘f "'(x)‘ no intervalo [0,2; 0,4]. Como f(x) = x.e>*, segue que:

f'(x) = e**(1 + 3.X)
f7(x) = e3*.(6 + 9.x)
f(x) =273 (1 +X)

No intervalo [0,2; 0,4], f ' (x) é maxima para x = 0,4. Logo M =f ~(0,4) = 125,4998. Sen-
do assim:

125,4998

E(0,25) <|(0,25-0,2).(0,25-0,3).(0,25- 0,4). S

E(0,25) <0,0078

Note-se que y = p(x) ndo necessariamente converge para 'y = f(x) em [a, b] a medida que se
aumenta o numero de pontos de interpolacdo. Polinémios interpoladores de grau elevado

podem produzir grandes oscilagdes nos extremos do intervalo, é o Fenémeno de Runge.
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Este fendmeno demonstra que polinémios de grau elevado sdo normalmente pouco reco-
mendaveis para a interpolacdo porque aumentam o erro em valores proOXimos aos extremos
do intervalo de interpolacdo e melhoram a aproximacao em valores préximos ao centro.

O problema pode ser evitado usando interpolagédo polinomial por partes com polinémios de
grau moderado. Desta forma, pode-se tentar diminuir o erro de interpolacdo aumentando o
numero de pecas de polindmios usadas, em vez de aumentar o grau do polinémio.
Exemplos tipicos: interpolacéo linear por partes (uma reta para cada par de pontos) e inter-
polacdo quadratica por partes (uma parébola para cada trés pontos), curvas spline.

4 - Métodos de obtencéo do polinémio interpolador

Os varios métodos para a determinacdo do polinémio interpolador ttm em comum o con-
ceito de que um polindmio nada mais € do que uma combinacdo linear de polinémios. O
que difere um método do outro € a forma como este conceito € utilizado, ou seja, a maneira

de como o polinébmio interpolador é concebido.

4.1 — Método de Lagrange
Neste método, o polindmio, y = L(X), que interpola uma funcao, y = f(x), em um conjunto
de pontos (x;, yi), 1=0, 1, ..., n é concebido da forma
L(X) =Yo.Lo(X)+y1.L1(X) +---+Yp.Lpy(X) (4.1)
onde os Li(x),i=0,1, 2, ..., n.
Para que este modelo resulte em um polinémio interpolador é necessario que
Lx)=f(x)=y;,1=0,1,..,n
Sejam, entdo
L(X0) = Yo.Lo(Xo0) + Y1.L1(Xo) + Y2.L2(Xo) + ... + Yn.Ln(Xo)
Para que L(Xo) = Yo € necessario que
Lo(Xo) =1 e Li(Xo) = La(X0)=...=Ln(X0) =0
Considere-se agora
L(X1) = Yo.Lo(X1) + y1.La(X1) + yo.La(X1) + ... + yn.Ln(X1)
Para que L(x1) = y; € necessario que
Li(x1)) =1e Lo(xy) =La(x1)=...=Ln(x1) =0
Portanto, para que (4.1) seja o polinémio interpolador de y = f(x) nos pontos (X;, Yi) 0S
Li(x); 1=0,1, 2, ..., n; devem ser tais que
Li(x) =1
Li(x) =0;1,jJ=0,1,2, ..., n; i #]j

Assim, 0s Lj(x) sdo polindmios de grau n uma vez que cada um tem n zeros.
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Para determinar cada Li(x), i = 0,1, ..., n; basta considerar que todo x;, j =0, 1, ..., n; € um
zero de Li(x) quando i # j.

Seja a determinacéo de Lo(x). Tem-se, por condicéo, que:
Lo(xo) =1
Lo(x))=0; j=1,2,..,n
Portanto, conhecendo os zeros de Ly(x), pode-se escrevé-lo na forma fatorada:
Lo(X) = Co.(X — X1).(X = X2) ... (X —Xn)

Para determinar o coeficiente ¢, basta considerar o valor numérico de Lo(X) em X = Xo que,

por condicdo, € igual a 1.

Lo(Xo) = Co.(Xo — Xl).(Xo — Xz) (Xo — Xn) =1

o 1
0 (Xo =X1)(Xg = X2) ... (Xg —Xp)

Tem-se, entédo, que

() = (X =x1)(X=X3)...(X=Xp)
(Xo =X1)(X0 =X2)... (X0 —Xp) (4.2)

Seja, agora, a determinacao de L;(x). Por condicédo, tem-se que
Li(xy) =1
Li(x))=0; j=0,2,..,n
E, entdo, L;(X), pode ser escrito na forma
L1(X) = €1.(X — Xp).(X — X2) ... (X — Xn)

De modo analogo ao que foi feito anteriormente, para determinar o coeficiente ¢, basta
considerar o valor numérico de Lj(x) em x = X3 que, por condicdo, € igual a 1, obtendo-se

entao
L1(X1) = C1.(X1 — X0)-(X1 — X2) ... (X1 —Xp) =1

C = 1
(X1 =X0)(Xg = X2) ... (X1 = Xp)

Tem-se, entdo, que
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(X —Xp)(X—Xp) ... (X~ Xp)
(X1 =X0)(Xg —X2)...(X1 = Xp) (4.3)

Li(x) =

Considerando os resultados 4.2 e 4.3, conclui-se que

(X =X)X=Xa). . (X=Xi )X =Xi41) - (X=Xn)  j_ 9 (g4

Li(x) = :
(Xi =X0)(Xij —Xq) ... (Xj = Xi—1)(Xj = Xj11)---(Xi —=Xp)

Exemplo 4.1
Seja y = f(x) uma funcdo dada nos pontos a seguir. Utilizando interpolacdo polinomial,

método de Lagrange, determinar o polinbmio que a interpola.

o
=
()
N

Xi

Solucéo
O polindmio interpolador é:

L(X) = Yo.Lo(X) + y1.L1(X) + y2.Lo(X) + y3.L3(X)
Seja, entdo, a obtencédo de Li(x),i=0,1,2,3

(X-X1)(X-X2)(X-X3) _ (x-1).(x-2).(x-4) _ x3-7x% +14.x-8

L =
o) (Xg -X1)(Xg - X2)(Xg - X3) -8 -8
L, (x) =X X)X X)X - X;) _(x-0).(x-2).(x-4) _x*-6.x% +8x
P - Xo) (%, - X)Xy - Xg) 3 B 3
L(X)— (X-XO)(X-Xl)(X-Xs) _(X'O).(X-l).(X-4)_X3-5.X2+4.X
2T - X)X, X)X, - Xs) -4 Y
L.(x) = (X=X )(X-X,)(X-X,)  (x-0).(x-1).(x-2) _x®-3.x%+2.x
? - (XS - Xo)(xs - Xl)(X3 - Xz) - 24 - 24

Obtém-se, entdo, que

L(x) = x* +6.X + 4
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Exemplo 4.2
Sendo y = f(x) uma fung¢do conhecida nos pontos:

i 0 1 2
Xi 0,9 1 11
yi |0,6216 | 0,5403 | 0,4536

Pede-se:
(i) Utilizando interpolacdo polinomial, método de Lagrange, estimar o valor de y para
x =1,07.
Solucéo
O polindmio interpolador é:
L(X) = Yo.Lo(X) + y1.L1(X) + y2.L2(X)
Neste item, pede-se para calcular L(1,07) que é dado por:

L(1,07) = yo.Lo(1,07) + y1.L1(1,07) + y,.L»(1,07)
Tem-se que

(X-x)(X-%;) _(x-1).(x-1.1)

L,(x)= =
(Xo X)X, -X;)  (0,9-1).(0,9-1,1)

=L, (1,07)=-0,1050

(X-Xo)(X-X,)  (x-0,9).(x-1,1)
(X, -Xo)(X%, -X,)  (1-0,9).(1-1,1)

L,(x)= —L,(1,07)=0,5100

L,(x)= X-X)(x-%) __(X-09).(x-1) =L,(1,07)=0,5950
(Xz 'Xo)(xz 'X1) (1,1-0,9).(1,1-1)

Portanto
L(1,07) = (0,6216).(-0,1050) + (0,5403).(0,5100) + (0,4536).(0,5950) = L(1,07) = 0,4802

(if) Sabendo-se que os pontos dados sao relativos a funcdo y = cos(x), estimar o erro de
truncamento maximo cometido no item (i).

Solucéo

Sabe-se que o erro de truncamento maximo cometido € dado por:

M
(n+21)!

E¢(X)<|(x-X0)-(X - X1) ... (X - Xp )|

onde M = méx|f " }(x)| no intervalo [Xo, Xn].
Tem-se que f """ (x) = sen(x), cujo modulo é maximo no intervalo [0,9; 1,1] parax =1,1¢
f"(1,1) =0,8912 = M. Sendo assim,

E,(1,07)<| (1,07-0,9).(1,07-1).(1,07-1,1) | .%: E,(1,07)<5,3x10™° =0,0001
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4.2 — Método das diferencas divididas

4.2.1 — O operador diferenca dividida

Definigéo 4.1

Dada uma funcéo, y = f(x), a sua primeira derivada é definida como:

f(x + h) - f(X)

f'(x)= lim 4.5
) h—0 h (49
Sendo (x;, vi), 1=0, 1, ..., n; um conjunto de pontos da fungéo, entéo:
fl(XI): lim f(XI +h)-f(X|)
h—0 h
Seja
Xith=Xj+1® h=Xj+1-Xi
Sendo assim
: F(Xi.q)-T(X;
Xi > Xjyp Xj+1 X
Definigéo 4.2

Sendo (x;, yi), 1 =0, 1, ..., n; um conjunto de pontos, com abscissas distintas, de uma fun-

cdo y = f(x), define-se o operador diferenca dividida de primeira ordem como:

FOx: 1) - F(x: v
Dy; — (Xi+2) -T(Xi) _ Yiv1-Yi =01 ..n-1 (4.7)
Xi+1-Xj Xi+1-Xj

Observe-se que este operador nada mais € do que uma aproximacdo do valor numérico da
primeira derivada de uma fun¢do em um ponto.

Pode ser demonstrado que as diferencas divididas de ordem superior sdo aproximacoes
para as derivadas de ordem superior.

A diferenca dividida de segunda ordem ¢ definida como:

D2yi :M, i=0,1,..,n-2 (4.8)
Xiy2 - Xj

A diferenca dividida de terceira ordem é definida como:

D2y;,1-D%y;
Xj+3 - Xj

D3y; = ,i=0,1,..,n-3 (4.9)
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Considerando as definicdes (4.7), (4.8) e (4.9), tem-se que a diferenca dividida de ordem k,

¢ definida como:

DXy =

Dk_1y|+1-Dk-ly| k:l, 2,...,n (4 10)
i=0,1,...n-k |

Xitvk = Xj
Sendo a diferenca dividida de ordem zero definida como:

DY%i=v;,i=0,1,..n (4.11)

4.2.2 — O polindmio interpolador com diferencas divididas®
Neste método, o polinébmio, y = p(x), que interpola uma funcéo, y = f(x), em um conjunto

de pontos (x;, yi), 1 =0, 1, ..., n; é concebido da forma:

p(X) =ag + a.(X — Xp) + a2.(X —Xo)(X — X1) + ... + an.(X — Xo)(X — X1) ... (X —Xpn-1) (4.12)

Tendo em vista que y = p(x) deve ser tal que p(x;)) = f(xi)) =yi,i=0,1,...,n

Entdo
P(Xo) = 8 = a = Yo = D%p (4.13)

P(X1) = Yo + a1.(X1 — Xo) = Y1
Vem, entdo, que

Y1 Yo (4.14)

a, =172

X, - X,

Tendo em vista a definigdo 4.7, verifica-se que 4.14 ¢ a diferenca dividida de primeira or-

dem, ou seja
a; = Dyo (4.15)
O polindmio 4.12 deve interpolar y = f(X) no ponto (X, ). Portanto
P(X2) = Yo + DYo.(X2 — Xo) + @2.(X2 — Xo) (X2 — X1) = ¥2 (4.16)
Sabe-se que:
Y1-Yo
DY0 = Xl _ XO —)Yl-Yo = Dyo(X]_-Xo)
Yo- Vi
DYl = —)Yz-Yl = Dyl(Xz-Xl)

Xy =X

! Contribuic&o do Professor José Américo Trivellato Messias
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Somando-se as duas equacoes, tem-se:

Y1-Yo + Y2-Y1 = Dyp(X1-Xo) + Dy1(X2-X1)

Y2—Yo = Dyo(X1-Xo) + Dy1(X2-X1) (4.17)

Explicitando a, em (4.16), tem-se que:

_ Yz 'Yo - Dyo(xz _Xo)
(Xz _Xo)(xz _Xl)

a,

Tendo em vista (4.17), vem que:

_ Dy, (X; —X,) + Dy, (X, —X;) - Dy, (X, —X,)

a,
(Xz - Xo)(xz - Xl)

_ Dyy-X; =Dy .Xo + Dy; (X, —X;) - DygX, + Dy, .X, _ Dy, (X, —X;) - DygX, +Dyg.X;

dp
(X3 = Xg) (X, —X1) (X3 = Xo)(X; —X1)
ay = Dy, (X, —X;)-Dyq (X, —Xy)
(X3 = Xg)(X, —X1)
Portanto
Dy. -D
a, =1 Yo (4.18)
X, =X,

Com base na defini¢do 4.8, conclui-se que 4.18 é a diferenca dividida de segunda ordem.
Sendo assim

a, = D’yo (4.19)

Considerando os resultados (4.13), (4.15) e (4.19), pode-se concluir que:
ai=D'p,i=0,1,..n
e que 4.12 é um polindémio da forma:

pP(X) = Yo + (X — Xo) .Dyo + (X — Xo)(X — X1) .D2yo + ..+ (X=Xo)(X = X1) ... (X—Xn-1).D"yo

(4.20)
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Teorema 4.1 (Valor Médio de Lagrange Generalizado)
Se y = f(x) é uma funcdo com n derivadas continuas no intervalo [Xo, X,], entdo existe um
ponto & € [Xo, Xn] tal que
D"yg RO}
n! (4.21)
Demonstracao
Seja
e(x) = f(x) — p(x)
Onde p(x) € o polindmio que interpola f(x) nos pontos dados. Assim sendo, a funcdo e(x)
tem n + 1 zeros distintos, o que implica, pelo Teorema de Rolle Generalizado, que e (X)
tem n zeros em [Xo, Xn] €, assim, sucessivamente. Assim, conclui-se que existe um & € [a,b]

tal que e"(§) = 0. Ou seja
0=1"®) -p"(€)=0=1"F) - D"yo.n!

Corolério 4.1
Sob as hipoteses do teorema anterior, tem-se que

" (x)

D”f(x);
n!

(4.22)
Corolario 4.2
Se y = f(x) e suas derivadas até a ordem (n + 1) sdo continuas no intervalo [Xo, Xp], entdo:

E1(x) < (X — Xo). (X = X1). .. . (X — Xn)|-ma&x|D" * *(x)|

Tendo em vista o teorema 4.1 e o corolario 4.2, na auséncia de informacéo sobre " * }(x),
uma estimativa para o erro de truncamento maximo pode ser obtida utilizando-se uma dife-

renca dividida de ordem (n + 1), caso estas ndo variem muito.

Exemplo 4.3
A tabela a seguir apresenta valores da voltagem, V, em funcgéo da corrente elétrica, 1. Utili-

zando interpolacdo polinomial, método das diferengas divididas, estimar o valor de V

quando | = 3A.
i 0 1 2 3
I = X; 1 2 4 8
V=y | 120 | 94 75 62
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Solucéo

Inicialmente, sdo determinados os valores das diferencas divididas.

Tem-se, entdo:

P(X) = Yo + (X - X0).DYo + (X - Xo).(X — X1).D%o + (X - Xo).(X — X1).(X — X2).Dyp
0(3) = 120 + (3 - 1).(- 26) + (3- 1).(3— 2).(5,5) + (3- 1).(3 - 2).(3 — 4).(- 0,64)

p(3) = 80,28V

Exemplo 4.4

i | =X V= Vi Dyi Dzyi DSyi
0 1 120 - 26 55| -0,64
1 2 94 -95 1,04

2 4 75 - 3,25

3 8 62

Uma barra de metal esta presa em duas paredes separadas pela distancia de 12m. A 5m da

parede A, um corpo apoiado sobre a barra faz com que esta toque no solo. Os pontos de

engate nas duas paredes estdo a 8m (parede A) e 3m (parede B) do solo, conforme mostra a

figura a seguir. Usando interpolacdo polinomial, Método das Diferencas Divididas, pede-se

estimar:

a) a altura, em relacéo ao solo, de um ponto da barra localizado a 2m da parede A,
b) qual deve ser a altura da barra no ponto localizado a 2m da parede A, para que o trecho

compreendido até 5m da mesma seja representado por um polinémio de grau um.

Solucéo

parede A

8m

A

a) Os pontos a considerar sdo os da tabela a seguir.

m
£
SOLO

d=12m
i Xi V= Yi Dyi Dzyi
0 0 8 -16| 0,169
1 5 0| 0,429
2 12 3
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P(X) = Yo + (X - X0).Dyo + (X - Xo).(X — X1).D?yq
0(2) =8+ (2 - 0).(- 1,6) + (2 - 0).(2 - 5).(0,169) = p(2) = 3,786m

b) Pede-se para determinar a altura y da barra a 2m da parede A. Os pontos a considerar e

as diferencas divididas estdo na tabela a seguir.

i Xi Vi Dyi Dzyi
r—=8 . . _
o| o | 8 2 12 r=8
21’ 5 3 2
2 Yy - E
2 5 0

Para que este trecho seja representado por um polinémio de grau um, é necessario que a

diferenca dividida de segunda ordem seja nula. Entdo, fazendo:

1 ) y—8
—(—'1—3 ):{] 2> y=4,.8m
5 3 2

4.3 — Método das diferencas finitas ascendentes

4.3.1 — O Operador Diferenga Finita Ascendente

Definigdo 4.3
Sendo (X, vi),1=0,1,...,n; pontos de uma funcdo, y = f(x), tais que Xj+1 — X; = h = cons-
tante; i =0, 1, ..., n—1; define-se a diferenca finita ascendente de primeira ordem como:

Af(x) = f(x + h) — f(X) (4.24)
Em um ponto X; tem-se que

Af(xi) = f(x; + h) — f(x;)
Ayi:yi+1fyi, i:0, 1, 2, o, n=1 (425)

Da definicéo (4.24), verifica-se que o operador A(.) ¢é linear (ver anexo), sendo assim, as
diferencas finitas ascendentes de ordem superior séo definidas, por recorréncia, da seguinte
maneira.

Segunda ordem.

AlAyi] = Alyi+1-Yi]
A%i=Ayi+1—Ay;, i=0,1,2,..,n—-2 (4.26)

Terceira ordem.
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A[Ai] = A[Ayi+1— Ayi]
Ay =A% - A%;,i=0,1,2,..,n-3 (4.27)

Generalizando, tem-se que a diferenca finita ascendente de ordem k é definida como:

k=1,2,...n
ARy = Ay, — AR Ly S 4.28
4 Yisa Y iz01,..n-k (4.28)

Sendo a diferenca finita ascendente de ordem zero definida como:
Ai=y;:i=0,1,2, ..,n (4.29)

As diferencas finitas ascendentes estdo intimamente relacionadas com as derivadas de uma

AF(X)
h

funcdo. Tendo em vista as defini¢bes 4.1 e 4.3, verifica-se que € uma aproximacao

para a primeira derivada de uma funcédo y = f(x). O teorema a seguir generaliza esta idéia.

Teorema 4.3

Sendo y = f(x) uma fungdo com derivadas continuas até a ordem k, tem-se que:

A¥(x) = h*f ©(&,) para algum & € (x, x + k.h) (4.30)
Demonstracao
A demonstracdo seré feita por indugéo sobre k.
Base de inducéo: a relagdo vale parak = 1
Af(x) = f(x + h) — f(x) = h.f ’(§) (Teorema do Valor Médio)

Hipodtese de inducdo

Admita-se que a relacdo vale para k —1.
AH() = L g 0), &1 € (X, x + (k—1).h)

Passagem de inducdo

Provar que a relacdo € valida para k.
ATR(0)] = A ALRON] = A f(x + h) — ()]
= AU f(x + h)] = Af(X)]

AF(x + h)] = h* % D) com g € (x +h, x +h+ (k — Dh) = (x + h, x + h.k)
AFO0] = W V() com iz € (x, x + (k= Dh)
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Usando agora o (T.V.M) para f* " tem-se
3 & € (Hu, Ha) 0u (a, W) : TV — 1477(E2) = &)

Vem, entéo, que
ARG = AT+ )] = AT

= h (P () — £V ()

= W&, & € (W, Ho)

= h*M(&), & € (x, x + k.h)

c.g.d.

Corolario 4.3
[AXf(X) / h*].é uma aproximacdo para f ®(x) e o erro cometido tende a zero quando h tende

a Zero.

4.3.2 — O polinémio interpolador com diferencas finitas ascendentes

Teorema 4.2
Se (xi, vi), i=0, 1, ..., n;sdo pontos de uma fungdo, y = f(x), tais que Xj +1 — Xj = h,
i=0,1, ...,n-1; entdo vale a relacéo:
k, _ A%y, .
D"y =—+?1,k=0,1,2,..,mi=0,1,2,..,n-kK (4.31)
k
h™ .kl

Demonstracao:

A demonstracdo € feita por meio de inducéo finita em k.

Base de inducdo: ordem 1

Dyi= Yie1 —VYi _ AYi _AYi 01,2, ....n-1

Xij+1 = X h  pla

Hipotese de inducdo

Admita-se que o argumento € valido para a ordem k — 1.

k—1
A" Y

k-1
D yj=—r———
Yk k-1

,1=0,1,2,...,n—-k+1
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Passagem de inducio

Provar que é valido para ordem k. Por definicéo

DXy, 1 - DKy,

DKy, = L i=0,1,2,...,n—k
Xi+k —Xj

Sendo X+ k — X; = k.h, ,tem-se que

Ay B Ay
K=1 (e v hK=1 (1 1w
Dkyi _ h™ ~.(k 1).khh (k-D! Z0L2. . .n—k
k-1,, _ Ak-1,.
Dky; =2 ZiL A Vi 01,2, .0k
h.h® " k.(k-1)!
Portanto
A :
D yi=k—',k=0,1,2,...,n;|:0,1,2,,_,,n_k
h* k!
c.q.d.
Seja a variavel
z== _hxo (4.32)
De onde vem que
X=Xg+h.z
X -Xo=h.z

X=X1=X—(Xo+h)=x—-xg—h=hz-h=h.(z-1)
X=X =X—(Xo+2h)=x-%xo—2h=hz-2h=h.(z-2)

X=X 1=h[z—(n-1)]

Efetuando as substituicdes no polindmio interpolador com diferencas divididas, 4.21, ob-

tém-se que o polindmio interpolador com diferencas finitas ascendentes:

2(22!—1) Azyo N z(z—l)'(z—Z) ASYO - z(z-1) ...E]z!—(n -1)] AP Yo

p(Xg +h.z)=yg +z.Ayq + 3

(4.33)
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Exemplo 4.5

Os pontos a seguir relacionam a solubilidade, S, da agua no 6leo mineral, em partes por
milhdo, com a temperatura, t, em graus centigrados. Utilizando interpola¢do polinomial,
método das diferencas finitas ascendentes, estime o valor de t quando S = 200ppm.

S t

Xi Yi Ayi | A%i | Ay

[
0 30 15| 35| -19 13
1] 130| 50 16 -6
2 | 230| 66 10
3| 330| 76
Sabe-se que
Z=x-xo > 7 200-30:1,7
h 100
Logo

z2(z-1 2(z-1)(z-2
P(xo +h.z) = yg + 2.4y +(—,)A2yo +$A3yo

P(xo +h.z) =15+ 2.(35) +#.(—19) +W.(13)

Sendo assim, o polinémio interpolador é dado por:

p(Xo +h.Z)=2.17.2% - 16.7° + 48,83.Z + 15

Tem-se, entéo, que p(200) = 62,4°C

Exemplo 4.6

Uma hidroelétrica tem capacidade maxima de 60MW, que é determinada por trés gerado-
res de 30MW, 15MW e 15MW, respectivamente. A demanda de energia varia num ciclo
de 24h, sendo que a demanda minima ocorre entre 2h e 5h e a maxima entre 14h e 17h.
Utilizando interpolacdo polinomial, método das diferencgas finitas ascendentes, estime a
demanda minima e a maxima e o horario em que cada uma ocorre, considerando os dados

a sequir.

i 0 1
Hora (x;) 2 3 4 5
Demanda (y;) | 16,4 | 15,2 | 149 | 16,0

N
w
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i 0 1 2 3
Hora (x;) 14 15 | 16 | 17
Demanda (y;) | 36,5 | 43,0 | 340 | 31,2

Solucéo
- Demanda minima

Inicialmente, sdo calculados os valores das diferencas finitas ascendentes.

i Xi Yi Ayi Y Ay, Sendo

0 2| 16,4 -1,2 0,9 0,5 _ X-Xp

1 | 3| 152| -03| 14 2=

2 | 4] 149 1,1

3 5| 16,0 entdoz=x-2ex=2+z

O polindmio interpolador tem a forma

2(z-1 2(z-D)(z-2
(ZI ity 22NC=2) 5

p(Xg +h.z)=yg +2.Ayq + )

Assim,
p(2+2)=16,4+2.(-12) +%(o,9) +W(o,5)

p(2+2)=0,082° +0,2.2% -1,48.2 +16,4

Para estimar a demanda minima basta obter a primeira derivada de p(2 + z) e determinar 0s

seus zeros. Tem-se, entao:

p(2+2)=0,242°+0,4.2-1,48=0

Trata-se de uma funcdo do segundo grau. Seus zeros sdo — 3,46, que ndo tem sentido para

este problema, e 1,79. A questdo, agora, é verificar que z = 1,79 é abscissa de ponto de

minimo. Para isto toma-se a segunda derivada de p(2 + z) e verifica-se, facilmente, que:

p’(2+2)=0482+04>0vz>0

Logo z = 1,79 €, de fato, abscissa de um ponto de minimo. Portanto p(3,79) = 14,8MW ¢
uma estimativa para a demanda minima e. x = 3,79, que corresponde a 03h48min, é o ho-

rario aproximado no qual a ela ocorre.
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- Demanda maxima

Caélculo das diferencas finitas ascendentes.

i | X | Vv Ay Y Ady; Sendo

0 14| 36,5 6,5| -155 21,7 _ X-Xp

1 [ 15] 43,0 -9 62 2=

2 16 | 34,0 -2,8

3 17 | 31,2 entdioz=x-14ex=14+z

O polindmio interpolador tem a forma

p(Xg +h.z)=yg +2Ay, +MA2yO +

z2(z-1)(z-2) 3
2 3 Y

Assim,

p(14+2) = 36,5+ 2.(6,5) + % (~15,5) + W(zm

p(l4+2) =362z -18,6.2% +21,48.2 +36,5

Derivando p(14 + z) tem-se a fungé&o:

p’(14 +2) = 10,86.2% - 37,2.2 + 21,48

Cujos zeros sdo z = 0,74 e z = 2,69. Basta, agora, calcular o valor numérico da segunda
derivada de p(14 + z) em cada um destes pontos para verificar qual deles é abscissa de
ponto de maximo.
Sendo

p’(l4+2)=21,72.2- 37,2

Para z = 0,74, tem-se que p’’(14,74) = - 21,13 e, para z = 2,69, p’’(16,69) = 21,23. Portan-
to, z = 0,74 é abscissa de ponto de maximo e, calculando o valor numérico do polinémio
interpolador neste ponto, tem-se a estimativa para a demanda maxima que €

p(14,74) = 43,7MW

e verifica-se que ela ocorre as 14h44min, aproximadamente.
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5 — Complexidade dos métodos de interpolacdo

E importante, quando se avalia a eficiéncia de um algoritmo qualquer, saber como ele se
comporta com relagcdo ao numero de operagdes aritméticas em funcdo do tamanho da sua
entrada. Esta é a analise de complexidade de tempo do algoritmo. Quando se avalia a quan-
tidade de memdria necessaria em funcdo do tamanho da entrada, tem-se a analise de com-
plexidade de espaco. Existe uma vasta teoria sobre técnicas de avaliagdo formal destas
complexidades. Neste texto considera-se, estritamente, 0 nimero de operacdes aritméticas.
Os métodos de interpolacdo de Lagrange, Diferencas Divididas e Diferencas Finitas As-
cendentes realizam, cada um, um numero especifico de operacdes aritméticas, ou seja, cada
um tem a sua complexidade. A tabela 5.1 apresenta uma sintese da analise feita para cada

um destes métodos.

Meétodo Adicdes | Multiplicacbes | Divisdes Total
Lagrange 2.n°+3.n 2n°+n-1 n+1 4.n°+5.n
3 2 5 2 2
. - =, —. 5 7
Diferencas divididas | 2 =+ 2 n n_+ﬂ n_+ﬂ >n?+Lln
2 2 2 2 2 2
Diferencas finitas +n+1 n_+ﬂ n E_n2 +§.n +1
ascendentes 2 9 2 2

Tabela 5.1: Complexidade dos métodos de interpolacdo (n é o grau do polindmio)

Tomando como exemplo um polinémio interpolador de grau dez verifica-se que o nimero
total de operacOes efetuadas pelo Método de Lagrange € igual a 450, pelo Método das Di-
ferencas Divididas 285 e, pelo Método das Diferencas Finitas Ascendentes, 176. O que
leva a verificar que o Método das Diferencas Finitas Ascendentes apresenta maior eficién-

cia quando comparado com os outros dois métodos estudados.

6 — Consideracdes finais

(a) Os metodos que utilizam diferencas (divididas ou finitas ascendentes) sé@o eficientes
guando se deseja aumentar (ou diminuir) o grau do polinémio obtido, pois basta, sim-
plesmente, acrescentar (ou retirar) termos. Logo, para calculos exploratérios, estes mé-

todos, em geral, sdo preferiveis.

(b) No método de Lagrange a alteracdo do grau do polinbmio exige que os calculos sejam,
todos, refeitos.

(c) O método de Lagrange ocupa menos memdria, uma vez que nao é necessario o calculo

e 0 armazenamento de uma tabela de diferencas divididas ou finitas ascendentes.
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(d) A desvantagem na utilizacdo do Método das Diferencas Finitas Ascendentes é a exi-
géncia de que as abscissas dos pontos a utilizar para a interpolagdo devam ser, neces-
sariamente, equidistantes.

(e) Nos métodos que utilizam diferencgas divididas ou finitas ascendentes, a estimativa do
erro de truncamento pode ser facilmente integrada ao algoritmo, uma vez que utiliza
uma diferenca.

(f) No método de Lagrange, a estimativa do erro de truncamento pode ser obtida somente
se a funcdo interpolada for conhecida analiticamente.

(9) O método de Lagrange é um pouco mais facil de ser implementado.
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Anexos
a) Teorema do Valor Médio
Se y = f(x) é uma funcdo que satisfaz as condi¢des:
(i) € continua no intervalo fechado [ a, b ]
(ii) € derivavel no intervalo aberto (a, b)

Entdo, existe pelo menos um nimero ¢ em (a, b), tal que:

(o) = 0@

b-a
Geometricamente, o teorema do valor médio diz que se f € uma funcéo "suave" que liga 0s
pontos A= (a,f(a))e B = (b, f( b)) existe pelo menos um ponto c, entre a e b , tal que a
reta tangente ao grafico de f em c é paralela a reta secante que passa por A e B. A figura a

sequir ilustra o teorema.

O teorema do valor médio € a traducdo matematica para um fato que aparece de forma cor-
riqueira em muitas situacfes cotidianas. Por exemplo, se a média de velocidade, em uma
viagem de carro € de 80 km/h, entdo, em algum momento da viagem, o velocimetro do
carro deve ter marcado 80km/h.
Para traduzir a afirmacdo em termos matematicos, considere-se que s(t) é a posicao do car-
ro em um instante t. Se a viagem comeca em t = a (horas) e termina em t = b (horas), a ve-
locidade media é dada por:
_S(b)-s(a)

M p-a

A afirmacéo de que em algum momento da viagem a velocidade instantanea deve ser igual

a velocidade média, significa que em algum tempo ¢ tem-se:

sh)-s@ _ o
n="2 0 =v(Q=5'(0

O Teorema do Valor Medio estabelece as condigdes minimas que uma funcdo s deve satis-

fazer para que a igualdade acima seja verdadeira.
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b) Operador linear
Um operador o € linear se, e somente se:
(M) o.(utw)=o.Uuzxaw

(i) a..(k.w) =k.( a.w), onde k é uma constante real

Entdo, de fato, o operador A(.) ¢ linear, pois:

Af+ g)(x) = (f+g).(x + h) - (f+ g)(x)
= f(x+ h) + g(x + h) —f(x) - g(x)
=f(x+h) —f(x) + g(x + h) —g(x)
= Af(x) + Ag(x)

e

A(k.£(x)) = (k.f(x + h)) — (k.F(X))
= k.f(x + h) — k.f(x)
= K.[f(x + h) — ()]
= k. Af(x)
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