Equivaléncia entre PDA e CFG



CFG - PDA

Gramaticas Lineares a direita podem ser
convertidas para NFA’s. Em geral, CFG’s
podem ser convertidas para PDA’s.

Em “NFA = REX” foi util considerar GNFA’s
como estagio intermediario. De modo similar,
sera util considerar aqui PDA’s Generalizados.



PDA’s Generalizados

Um PDA Generalizado (GPDA) é como um PDA,
exceto que permite substituir o topo da pilha
por um string, e nao apenas um caractere ou o
string vazio. E facil converter um GPDA para
um PDA: basta substituir cada push de um
string por uma sequéncia de push’s simples.



CFG - PDA
Exemplo

Converta a gramatica
S—>¢la|b| aSa| bSb

em um PDA. A idéia é simular as derivacoes
gramaticais com o PDA.



CFG - PDA
Exemplo

Comece com trés estados para o GPDA:

S—>¢la|b|aSa| bSb @

(@




CFG -> PDA

Exemplo
A primeira transicdo empilha SS de modo que
se possa testar pilha vazia (S), e também
iniciar a simulacao (S).
S—>¢|a|b|aSa| bSb




CFG -> PDA

Exemplo
Possibilite reading/popping de terminais de
modo que se possa ler qualquer string de

terminais gerado.
S—>¢la|b|aSa| bSb




CFG -> PDA

Exemplo
Simule todas as productions adicionando
transicoes sem leitura.

&S >¢
£S >a
q £S5 >b
~ a.a > £S5 »>aSa
b,b »>¢ £S >bSh




CFG - PDA
Exemplo

Pop S para aceitar quando a pilha esta vazia (ndo
deve haver mais nenhuma variavel e todos os
terminais devem ser lidos).

S—>¢la|b|aSa| bSb




CFG -> PDA

Exemplo

Converta o GPDA em um PDA usual, dividindo
push’s compostos.

S—>¢la|b|aSa| bSb




CFG - PDA
Exemplo

S>¢la|b]|aSa| bSb Q.

£S5 >¢
£S5 *a
£S5 >b
a,a >¢g

b,b »¢

bbaabb




CFG -> PDA

S—>¢lal|b|aSa| bSb

bbaabb




CFG -> PDA

S—>¢lal|b|aSa| bSb

bbaabb




CFG -> PDA

S—>¢lal|b|aSa| bSb

T

bbaabb




CFG = PDA
Exemnlo

S—>¢lal|b|aSa| bSb

bbaabb




CFG -> PDA

S—>¢lal|b|aSa| bSb

T

bbaabb




CFG -> PDA

S—>¢lal|b|aSa| bSb

ﬁb,b -

bbaabb




CFG = PDA
Exemnlo

S—>¢lal|b|aSa| bSb

bbaabb




CFG = PDA
Exemnlo

S—>¢lal|b|aSa| bSb

bbaabb




CFG -> PDA

S—>¢lal|b|aSa| bSb




CFG -> PDA

S—>¢lal|b|aSa| bSb

ﬁb,b -

bbaabb




CFG = PDA
Exemnlo

S—>¢lal|b|aSa| bSb




CFG = PDA
Exemnlo

S—>¢lal|b|aSa| bSb




CFG -> PDA

S—>¢lal|b|aSa| bSb




CFG -> PDA

S—>¢lal|b|aSa| bSb




CFG -> PDA

Exemnplo
S—>¢lal|b|aSa| bSb
T ﬁf’,S""E
£S5 *a

£S5 >=b
a,a =g

b,b »¢

bbaabb




CFG -> PDA

S—>¢lal|b|aSa| bSb




CFG -> PDA

S—>¢lal|b|aSa| bSb

ﬁb,b -

bbaabb




CFG -> PDA

S—>¢lal|b|aSa| bSb

ﬁb,b -

bbaabb




CFG -> PDA

S—>¢lal|b|aSa| bSb

bbaabb

T
aceital! m/




CFG -> PDA

Intuitivamente, toda derivacao mais a esquerda pode ser
simulada em um PDA como a seguir:
1. Empilhe S

2.  Mude a variavel no topo da pilha de acordo com a préxima
regra a ser usada

3. Leia a entrada para obter o terminal que estiver no topo da
pilha

4. Se a pilha estiver vazia ao ler toda a entrada, aceite. Senao,
volte ao no. 2

Por outro lado, toda computacao ¢/ aceitacao
necessariamente passa pelos passos acima e,
portanto simula derivacao mais a esg. em G.

Isso mostra que o PDA construido aceita a linguagem
gerada pela gramatica original.



Exercicio

 Forneca PDA’s para as CFG’s das linguagens a seguir:
— {a' bl cX | i=j ou j=k}
 Forneca PDA’s para as CFG’s:
a) E2E+T|T
TOT*F|F
F2>(E)]|a
b) R>XRX]|S
S>aTb|bTa
TOXTX|X]¢€
X—>alb



Gramatica Sensivel ao Contexto

Existe uma forma ainda mais geral de gramatica. Em uma
gramatica nao livre de contexto, em geral todo
substring de variaveis/terminais pode ser substituido

de uma vez. Por exemplo, sendo X ={a,b,c} considere:

$> ¢ | ASBC aBg > ab
1> bB-> bb
B> BC b > be

cC-> cc

Por razdes técnicas, se toda regra é tal que o tamanho do
lado esquerdo da regra € menor ou igual ao do lado
direito, a gramatica € chamada sensivel ao contexto.



Exercicio

Qual é a linguagem gerada por:
S>¢e | ASBC

A—2a

CB - BC

aB = ab

bB = bb

bC = bc

cC =2 cc



Exercicio

Resposta: {a"b"c"}. Na proxima au
gue essa linguagem nao é livre ¢

Portanto, perturbar a propriedad

a veremos
e contexto.
e de

independéncia de contexto possibilita

expandir a classe de linguagens.



PDA = CFG

Para convertes PDA’s para CFG’s vamos precisar
simular a pilha dentro de regras. Portanto,
guanto mais simples as operacoes de pilha,
mais facil devera ser isso. Além disso, outras
restricoes podem ser uteis. Portanto, vamos
primeiro converter nosso PDA em um PDA tao
simples quanto possivel:



PPP > CFG
Hipotese Simplificadora
1. Hipotese PPP : A pilha apenas permite
Pushs e Pops simples.

2. Um unico estado de aceitacao.

3. Pilha Vazia: Um string é aceito sse sua
computacao termina no estado de aceitacao
com a pilha vazia.

Vamos converter um exemplo tipico nessa
forma:




Simplificando o PDA
Exemplo Original

a, x2v

Y £,e2>%




Simplificando o PDA
1. Push Pop Puro

1A) Garanta que a pilha esta sempre ativa
substituindo transicao com pilha inativa por

um push seguido imedidtamente
de um pop de u
simbolo dummy.




Simplificando o PDA
1. Push Pop Puro

1A) Garanta que a pilha esta sempre ativa
substituindo transicao com pilha inactive

por um push seguido imediatamente
de um pop de um
novo simbolo dummy.

a e>D

PUSVAN e,D>¢e

Y £,e2>%

£,%$>¢



Simplificando o PDA
1. Push Pop Puro

1B) Toda transicao que substitui o topo da

pilha deve ser convertido em um
pop seguido de push.




Simplificando o PDA 1. Pure Push
Pop

1B) Toda transicao que substitui o topo da

pilha deve ser convertido em um
pop seguido de push.




Simplificando o PDA
2. Estado de Aceitacdo Unico

Desligue os estados de aceitacao originais e

conecte-o0s a um novo estado
de aceitacao (n3o esquécando que a
pilha nao pode ser ignorada),

.

AN o~
N

£,%$>¢



Simplificando o PDA
2. Estado de Aceitacdo Unico

Desligue os estados de aceitacao originais e

conecte-o0s a um novo estado
de aceitagéo (nao esquecendo que a
pilha nao pode ser ignorada).

e,D>¢

T~




Simplificando o PDA
3. Pilha Vazia

Garanta que o conteudo da pilha é esvaziado,
adicionando um novo simbolo dummy
marcador de pilha vazia e novos estados
inicial/aceitacao.

7
AN '
N




N\

Simplificando o PDA
3. Pilha Vazia

Garanta que o conteudo da pilha é esvaziado,
adicionando um novo simbolo dummy marcador
de pilha vazia e novos estados inicial/aceitacao.

£, e\ ee2D
e,D>¢e
£,e>¢ 8,$98/E :

e.X2¢

\ g, Y€ ~
AN ..'
£,e2% &




Simplificando o PDA
Resultado

.-.@—

|
AN o—




PDA = CFG

Uma vez que o PDA seja convertido nessa forma mais
restrita, podemos converté-lo em uma CFG por
meio de um procedimento padrao.

Agora que caminhos de aceitacao comecam e
terminam com a pilha vazia, € possivel considerar
caminhos desse tipo entre quaisquer dois estados
e recursivamente gerar todos esses caminhos.
Essa relacao recursiva entre caminhos dara origem
a recursao que é caracteristica de gramaticas livres
de contexto.



PDA = CFG
Recursao sobre Caminhos

Notacdao: dados dois estados g,r do PDA, e um string x do
dado alfabeto de entrada, a notacao

q-x >r

significa que é possivel ir de g para r lendo a entrada x,
comecando e terminando com pilha vazia:

input
/_) X y

Q: Expresse aceitacao em termos dessa notacao.



PDA = CFG
Recursao sobre Caminhos

R: Para nosso PDA restrito, com estado de aceitacao
unico g um string x é aceito sse q,-x 2q;

Portanto, todos os strings aceitos sao gerados se
podemos gerar todas as “triples” que satisfazem
g-x =2r. Isso é feito de modo recursivo sobre o
comprimento do caminho:

1. Regra-Base: Podemos sempre considerar que o
string vazio leva de g para g sem modificar a
pilha, ja que nada é lido:

g-€2q



PDA = CFG
Recursao sobre Caminhos

Regra de Recursao Transitive: Se podemos ir de g
para r sem afetar a pilha, assim como de r para s,
entao podemos combinar os caminhos para obter
um caminhode g parar. l.e: g-x=2r er-y=>s
implica g-xy =s

Yin ~x—x VT AW

)7



PDA = CFG
Recursao sobre Caminhos

3. Regra de Recursao Push-Pop: Se podemosirde gparar
sem afetar a pilha, e empilhamos um simbolo X indo de p
para g, o qual &€ desempilhado ao ir de r para s, entao

vamos de p para s sobre pilha vazia:

g-x=2r e (g,X)ed(p, g, €) e (s, €)eod(r,b, X) implica p-
axb 2s

ij /’X_—\ X
'y/‘
\EM)*J

3




PDA = CFG

Recursao sobre Caminhos

LEMA: Toda tripla g-x 2r deve poder ser gerada
indutivamente por uma das regras (1), (2) ou (3).

Prova. Por inducao sobre o comprimento n do caminho
g-x =>r.

Caso Base (n = 0): x é o string vazio e tais camihos sao
gerados pela regra (1).

Inducdo (n > 0): Siga o caminho, iniciando com pilha vazia.
Existem 2 possiveis situacoes:

. A pilha é esvaziada em algum ponto intermediario.
II. A pilha nunca fica vazia antes do final.



PDA = CFG
Recursao sobre Caminhos

Caso I. Em algum ponto intermediario, digamos
estado s, a pilha é esvaziada. Entao divida o
caminho em 2 partes, cada qual com sua parte
do string de entrada, e cada um comecando e
terminando com a pilha vazia. l.e. divida x
como x = uv tal que g-u=s e s-v=>r. Entao
aplique a regra (2).



PDA = CFG
Recursao sobre Caminhos

Caso Il. A pilha nao fica vazia em nenhum estado
intermediario. Portanto, a primeira transicao faz
push (nenhum pop) de um simbolo X que
apenas é desempilhado na ultima transicao.
Seja s o estado destino da primeira transicao, e t
o estado origem da ultima transicao. Entao
podemos ir de s paratsob pilha vazia, lendo
algum string u. Além disso, (s,X)e 90(p,a,€),

(re)e o(t,b,X) e x = aub. Essa é exatamente a
situacao a qual a regra (3) se aplica.

Isso completa a prova.



PDA = CFG
A Gramatica

As trés regras para gerar todos os caminhos
nos dao uma gramatica para gerar todos
os rotulos desses caminhos. A gramatica
tera variaveis escritas como A, a qual ira
gerar todos os strings x para os quais g-

X 2r.

Q: Supondo isso, qual deve ser a variavel
inicial?



PDA = CFG
A Gramatica =Simbolos

R: 5 =A,, Isso porque SA0 aceitos exatamente
0s strings x para 0os quais vale g,-x =g

Além dessa variavel inicial, as outras variaveis
em V sao todos os A, para os quais existe
um caminho de g para r que comeca e
termina com pilha vazia.!

O conjunto de simbolos terminais 2 é o
alfabeto de entrada do PDA.



PDA - CFG
A Gramatica —Regras

As regras sao exatamente (1), (2) e (3):

1.

2.

Inclua uma regra Aqq98 para cada estado g do
PDA.

Inclua umaregra A, > A, A, paracada tripla
p,q,rtaisque A, A, e Aq,estéo em V.

Inclua uma regra Ap59 aA,b paracada p,s,q,r
taisque A, e A, estaoem V, e existem no PDA
transicoes (g,X)e o(p,a,€), e (s,€)e o(r,b,X) para um
mesmo simbolo de pilha X.



PDA = CFG

Exemplo

O PDA abaixo ja esta na forma correta (a
forma restrita PPP) :

(,be2X
), X2€

\l £,e29% £ 2 £, $>¢ ®

Q: Qual é a linguagem aceita?




PDA = CFG

Exemplo

R: “BP” = parenteses balanceados. O numero
de X’s na pilha relete o nivel corrente de
aninhamento de parenteses

(,be2X
), X2€

\I £,e29% £ 2 £, $>¢ ®

Q: Quais sao as variaveis da gramatica
equivalente? Qual é a variavel inicial?




PDA = CFG

Exemplo

N3o precisamos de A,q, Asq, A, dlregao errada. Nao

precisamos de A, OU A porque nao se pode
empilhar ou desempllhar S estando em r.

(,be2X
), X2€

\l £,e29% £ 2 £, $>¢ ®

Q: Que producoes obtemos da regra (1)?




PDA = CFG

Exemplo
R: Ay, 2€,A,2€,A,DE

) SS

(,be2X
), X2€

\l £,e29% £ 2 £, $>¢ ®

Q: Que producoes obtemos da regra (2)?




PDA = CFG

Exemplo

A A ALAL | A

A 9 ArAg

A%AA

rr= °rr

AsD AL sx

), X2€

\l £,e29% £ 2 £, $>¢ ®

Q: Que producoes obtemos da regra (3)?

qgs ss




PDA = CFG

Exemplo
A ALDALAD (A
Portanto a gramatica é:1
Aqs > Arr | Aqqus | Aquss
Arr9 € ArrArr | (Arr)
Aga € | AggAgg (Le2>X
Ass € AssAss ), X%S

\l £,e29% £ 2 £, $>¢ ®

Q: Alguma simplificacao ébvia?




PDA - CFG
Exemplo

A: Aparentemente A, e A, sao puramente auto-
referenciaveis, portanto a Unica maneira de
concluir uma derivacao em que ocorram seria
“apaga-las”. Entao podemos remover A_,, A,
desde que sejam substituidas por €:

aq’

Aqs > Arr | Aqqus | Aquss
Arr9 € ArrArr | (Arr)

Aqq € Aqquq

ASS 9 8 ASSASS

Torna-se:

Aqs > Arr | Aqs

Arr9 € | ArrArr | (Arr)




PDA = CFG

Exemplo
A A, | A,
A 2e|A A |(A,)
Renomeir as variaveis para obter:
S=>T|S
T>e|TT | (T)

Resposta final (S ndo é necessario, pois o seu papel
é apenas gerar T ):

T=2>¢|TT | (T)



Exercicio

Converta para CFG’s os PDA’s das seguintes
linguagens:

—{wecwR | w € {a, b}*}

—{a"b" | n e X}

—{a"b"c™d™ | n,m € X}



