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Objetivos

- Saber definir o que é um problema de busca e
um problema de decisao

- Saber definir classes de complexidade P e NP
- Entender a pergunta P+NP
- Bibliogratfia

= GPV 8.1,8.2



Melhor Rota: Meu primeiro emprego

- Voce foi contratado por uma empresa de
distribuicao de produtos de limpeza. Voce sera
responsavel pelo sistema que gera as rotas para
os 10 estabelecimentos atendidos.

 Seu chefe espera que vocé gere uma rota que
passe uma unica vez por cada um dos
estabelecimentos, com a menor distancia
possivel.



Melhor Rota: Modelagem

» O modelo de seu problema é um grato G=(V,E):
» cada cidade éum noé v, n = |V|
= cada aresta e = (i) tem um peso w(e), a distancia
entre os estabelecimentos.

- O problema de busca é:

= Encontre um ciclo C em G que passe por cada n6
exatamente uma vez e tenha tamanho minimo.

minW(C) = 3 Wy, V... )+ Wiy, v,

onde séo validos
C=(vy, V)| Vi, ji=j=v,=v(v,v,)eE, VI<i<n(v,v,,)eE
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Exemplo com 5 estabelecimentos
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Melhor Rota: Solucao Gulosa

» Usando seus conhecimentos até o momento,
voce tenta uma abordagem gulosa para achar a
solucao para o problema.

- Como no algoritmo de Prim para menor arvore,
seu algoritmo sempre escolhe um novo vértice
para entrar no ciclo baseado no peso das arestas
para o ultimo vertice inserido.



Exemplo com 5 estabelecimentos

--El-g-

Tamanho = 11




Infelizmente, ha uma solucao melhor

--El-g-
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Melhor Rota: Solucao Otima Exaustiva

- ApOs varias tentativas, voce se entrega e decide
inspecionar todos os ciclos possiveis.

« Como existem 9! ciclos diferentes (todas as
permutacoes de estabelecimentos), seu
algoritmo € O(n!). Mas, garantidamente, a
menor rota sera identificada.

- Voce implementa seu algoritmo e encontra a

rota num tempo bastante razoavel. Seu chefe e
voce ficam felizes.



Melhor Rota: A empresa se expande...

- Boas noticias: seu algoritmo gerou economia
e, com 0S novos investimentos, o negocio esta se
expandindo e 20 novos estabelecimentos serao
atendidos.

- Péssimas noticias: seu algoritmo, tao rapido
para os 10 estabelecimentos, esta executando ha
dois dias com o novo grafo de 30



Cresci mento de funcoes de decem
Tamanho da Instancia do Problema
Func3ao de
complexidade 10 20 30 40 50 60
0,00001 0,00002 0,00003 0,00004 0,00005 0,00006
n segundos|segundos|segundos|segundos|segundos|segundos
2 0,0001 0,0004 00,0009 0,0016 0,0025 0,0036
n segundos|segundos|segundos|segundos|segundos|segundos
3 0,001 0,008 0,027 0,064 0,125 0,216
n segundos|segundos|segundos|segundos|segundos|segundos
5 0,1 3,2 24,3 1,7 5,2 13,0
n segundos|segundos|segundos| minutos | minutos | minutos
n 0,001 1,0 17,9 12,7 35,7 366
2 segundos|segundos|segundos dias anos séculos
n 0,059 58 6,5 3855 2 %< 10° 1,3 x 10*3
3 segundos| minutos anos séculos séculos séculos



Sera que a solucao € comprar um decem
computador melhor?

Maior instancia que um computador resolve em 1 hora
U e e Computao.lor Computad.or
: 100x mais 1000x mais

complexidade Atual o .

rapido rapido

N N 100 N 1000 N

n 2 M 10M 31,6 M

ns Z 4,647 10Z

n> W 2,5W 3,98 W

d X X + 6,64 X +9,97

3" Y Y +4,19 Y +6,29

Tabelas tiradas de Garey & Johnson 1979



E possivel resolver Melhor Rota?

» Vocé acha que nao pode obter uma solucao
Otima em tempo razoavel. Como vocé pode
convencer seu chefe disso?

N3ao achei porque
Nao achei porque € impossivel!
sou 2
incompetente...

Nao achei, mas nenhum desses outros
pesquisadores renomadissimos achou...




Problemas de busca

- Euma relacio R entre instancias e solucoes.
- Verificacao
» Dadas uma instancia x e uma solucao y do
problema, deve-se verificar se (x,y) € R.
s Algoritmo Cp sim  (x,y) eR
CrlXy)= {néo (x,y)¢R
- Busca

= Dada uma instancia x do problema, deve-se
encontrar uma solucao y tal que (x,y) € R.

s Algoritmo Fj, = o]V (x,y) eR
DT Ay y)er
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Exemplos de Problemas de Busca

Satisfabilidade Horn, 2-SAT

Caixeiro Viajante Arvore Geradora Minima

Maior caminho entre dois vértices Menor caminho entre dois vértices
Casamento 3D Casamento em grafo bipartido
Programacao Linear Inteira Programacao Linear

Caminho de Rudrata (Hamiltoniano) = Caminho Euleriano
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Exemplos de problemas de busca

o Satisfabilidade ou SAT

= Aplicacoes variam desde teste de chip e projeto de
computadores a analise de imagens e engenharia de
software.

= Dada uma fé6rmula booleana na forma normal
conjuntiva, encontre uma atribuicao satisfatoria ou
entao declare que nenhuma existe.

. roblema do caixeiro-viajante (tsp-traveling
salesman problem)

= Dado um conjunto de n vértices e todas as n(n-1)/2
distancias entre eles, bem como um orcamento b,
temos de encontrar um circuito, um ciclo que passe
por todos os vértices exatamente uma vez, de custo
total b ou menos — ou declarar que nenhum circuito
desse tipo existe.
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Exemplos de problemas de busca

« Euler e Rudrata (Hamilton)

s Caminho Euleriano: Dado um grafo, encontre um
caminho que contenha cada aresta exatamente uma
vez — ou afirme que nao existe tal caminho.

= Caminho de Rudrata (Hamiltoniano): Dado um grafo,
encontre um ciclo que visita cada vértice exatamente
uma vez — ou afirme que nao existe tal ciclo.

« Programacao linear inteira

= Dado um conjunto de inequacoes Ax <b, onde A é
uma matriz mxn e b é um vetor de dimensao m; uma
funcao objetivo especificada por um um vetor ¢ de
dimensao n; e por fim um objetivo g. Queremos
encontrar um vetor x inteiro nao-negativo de
dimensao n, tal que Ax<b ecx>g.
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Exemplos de problemas de busca

» Casamento tridimensional

= Emparelhamento bipartido: Dado um grafo bipartido
com n nos de cada lado, encontre um conjunto de n
arestas disjuntas.

= Casamento 3D: Neste contexto ha trés grupos de n

vértices e queremos encontrar n triplas disjuntas.

Chet ¢ Alice

Bob Beatrice

Al Carol

/

Armadillo Bobeat Canary



- Conjunto independente, cobertura de vértices e
clique
= Conjunto independente — dado um grafo e um
inteiro g, o objetivo é encontrar g vértice
independentes, isto é, nao existe aresta entre
nenhum par deles.

= Cobertura de vértices — dado um grafo e um
orcamento b, encontre b vértices que cubram
(toquem) cada aresta.

= Clique — Dado um grafo e um objetivo g, encontre
um conjunto de g vértices tal que todas as
possiveis arestas entre eles estejam presentes.
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Exemplos de problemas de busca

- Caminho mais longo — Dado um grato G com pesos
de arestas nao-negativos e dois vertices s e t
determinados e peso total de pelo menos g, encontre
um caminho de s para t com peso total de pelo

menos g.
» Mochila — Dados pesos inteiros w,, ..., w, e valores
inteiros v, ..., v, para n itens, alem de uma

capamc ade We um Ob_] etivo g, encontre um
conjunto de itens cujo peso total € no maximo We
cujo valor total é pelo menos g.

» Soma de subconjuntos — Dado um conjunto de
valores inteiros e um valor W, encontre um

subconjunto desses valores que some exatamente
Ww.
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Otimizacao x Decisao

o Problema de otimizacao
min w(C) = ZW RN ERVY (ARVA

C=(v, )|V| ji#j=v,#v(v,v)eE, Vi<i<n(v,v,,)eE

o Problema de decisao (sim/nao)
3C|w(C) = ZW vV, Vi, )+W(v, v, )<b?

C=(v, )|V| ji#j=v,#v(v,v)eE, Vi<i<n(v,v,,)eE

» Sao equivalentes, entao s6 problemas de decisao
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Classe NP

- Classe de problemas para os quais se conhece um
algoritmo de tempo polinomial para Cj.

= Por que classe?
 Conjunto, nenhum especifico
= Por que algoritmo?
 Equivaléncia polinomial dos modelos (tese de Church-
Turing)
s Por que tempo?
- Analise assintotica
- Pior caso
= Por que polinomial?
- Aceitavel na pratica
- Fechada sob varias operacoes



Definicao de C; para ordenacao

» Instancia: um vetor A de n elementos inteiros

 Solucao: uma permutacao P dos indices (1 a n)
+ Representacao através de um vetor P de n posicoes

» Algoritmo Cy
= Recebe A e P como parametros,
= Verifica se é permutacao (lembre-se do linear...)

= Verifica se essa permutacao resulta em uma
sequéencia ordenada (A[P[1]] <= A[P[i+1]])
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Exemplos de Problemas de Busca

Satisfabilidade Horn, 2-SAT

Caixeiro Viajante Arvore Geradora Minima

Maior caminho entre dois vértices Menor caminho entre dois vértices
Casamento 3D Casamento em grafo bipartido
Programacao Linear Inteira Programacao Linear

Caminho de Rudrata (Hamiltoniano) = Caminho Euleriano



Problema de Satisfabilidade

- n variaveis logicas (falso/verdadeiro)

- uma féormula légica com and, or e not
= Conjuncao de disjuncoes

- Existe uma atribuicao para as variaveis que
torna a fé6rmula verdadeira?

(zVyVz)(zVy) (yVvz) (VT (TVGVE



R
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O problema de decisio da Melhor Rota
pertence a NP?

- Existe um algoritmo polinomial que, dados o
grafo, um limite e uma permutacao dos nos de
entrada, verifica se é uma solucao?

- Quem nao pertence a NP? Problemas de
otimizacao!
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Classe P

- Classe de problemas para os quais se conhece
um algoritmo de tempo polinomial para Fp



R,
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Exemplos de Problemas de Busca em P

C e F Polinomiais

Horn, 2-SAT

Arvore Geradora Minima

Menor caminho entre dois vértices
Casamento em grafo bipartido
Programacao Linear

Caminho Euleriano
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Melhor rota pertence a P?

- Aparentemente nio, pois voce (que é quase um
génio) nao conseguiu nem projetar um algoritmo
nem reduzir seu problema a outro que voce
conhece que tenha solucao polinomial...
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Relacao de P e NP

NP

’ P2

Achar a solucao de qualquer problema
é tao facil quanto verificar se ela existe?



.
Relacdo de P, NP e SAT i

» Cook(1971) mostrou que o SAT é o problema
mais dificil dentro dos NP, ou seja, todo

problema em NP pode ser “transformado” no
SAT.

- Entao, se o SAT pode ser resolvido em tempo
polinomial, P = NP...

- Agora, vamos definir os problemas tao dificeis
quanto o SAT, ou seja, transformar o SAT em
outro problema.



32 ]
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P = NP?

- Como formular esse problema?

= Achar uma classe de problemas tais que todos os
problemas de NP podem ser polinomialmente
reduzidos a eles.

NP-dificil: tao ou mais dificeis que qualquer
um em NP

= Achar uma classe de problemas em NP onde todos
os problemas de NP podem ser polinomialmente
reduzidos a eles.

NP-completo: em NP, tao ou mais dificeis
que qualquer outro em NP
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P, NP, NP-dificil e NP-completo

NP-completo

D
i
f
i
C
u
1
d
a
d
e

NP-dificil




Problema de Satisfabilidade (SAT)

- n variaveis logicas (falso/verdadeiro)

- uma féormula légica com and, or e not
= Conjuncao de disjuncoes

- Existe uma atribuicao para as variaveis que
torna a fé6rmula verdadeira?

(zVyVz)(zVy) (yVvz) (VT (TVGVE



SAT como relacao

- Instancia: formula légica como vetor de disjuncoes

(zVyVz)(zVy) (yVvz) (VT (FVYVI)

- Solucao potencial: vetor atribuicao de F/V para
variaveis
(T,T,T)

- Relacao: para cada fébrmula, todas as atribuicoes que a
tornam valida.



SAT esta em NP

» Algoritmo verificador polinomial



Clausulas de Horn

Conjuncao de clausulas de disjuncao com no
maximo uma variavel nao-negada
= Subconjunto de problemas de satisfabilidade

(wAhyhrnz)=z (zh2)=w, 2=y, =2 (zAyYy)=w, (WVITVTY), (Z)



Clausulas de Horn: relacao e NP

- Igual a SAT, ja que é subconjunto
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Clausulas de Horn esta em P o

- Apresentar algoritmo resolvedor polinomial no
tamanho da f6rmula

get all wvariables to false

while there is an implication that is not satisfied:
set the right-hand variable of the implication to true

if all pure negative clauses are satisfied: return the assignment
else: return '‘formula is not satisfiable’’
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SAT x Horn ou P = NP?

- Parecem iguais
« Ambos em NP, Horn também em P

- Até hoje, ninguém mostrou que SAT esta em P
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O problema de Melhor Rota pertence a
NP?

- Existe um algoritmo polinomial que, dados o
grafo, um limite e uma permutacao dos nos de
entrada, verifica se é uma solucao?



Otimizacao x Decisao € PxNP?

o Problema de otimizacao
mln W(C) ZW i |+1 +W(anvl)

C=(v, n)|V| ji#j=v,#v(v,v)eE, Vi<i<n(v,v,,)eE

- Problema de decisao (sim/nao)

3C|w(C) = ZW VL )+w(v, v ) <h?

C=(v, n)|V| ji#j=v,#v(v,v)eE, Vi<i<n(v,v,,)eE
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Decisao a partir de otimizacao

min w(C) = ZW Vi,V )+w(v,,v,)  3C|w(C)= ZW Vi, Vi) +W(V,, v, ) <b?



O — 1

decom
Otimizacao a partir de decisao

min w(C) = ZW Vi,V )+w(v,,v,)  3C|w(C)= ZW Vi, Vi) +W(V,, v, ) <b?



Otimizacao x Decisao

- Problema de otimizacao (NP-dificil)
= Verificador é tao dificil quanto resolvedor
- Problema de decisao (NP-completo)
= Verificador parece ser mais facil do que resolvedor

= Facil mostrar que esta em NP (verificador
polinomial)

- Sao polinomialmente equivalentes, entao s6
problemas de decisao



S ————
O problema de decisao da Melhor Rota dccom

pertence a NP?

- Verificador polinomial com grafo, limite e
permutacao dos nos
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Melhor rota pertence a P?

- Aparentemente nio, pois voce (que é quase um
génio) nao conseguiu nem projetar um algoritmo
nem reduzir seu problema a outro que voce
conhece que tenha solucao polinomial...
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Relacao de P e NP

NP

’ P2

Achar a solucao de qualquer problema
é tao facil quanto verificar se ela existe?



=,
Relacdo de P, NP e SAT i

» Cook(1971) mostrou que o SAT é o problema
mais dificil dentro dos NP, ou seja, todo

problema em NP pode ser “transformado” no
SAT.

- Entao, se o SAT pode ser resolvido em tempo
polinomial, P = NP...

- Agora, vamos definir os problemas tao dificeis
quanto o SAT, ou seja, transformar o SAT em
outro problema.
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P = NP?

- Como formular esse problema?

= Achar uma classe de problemas tais que todos os
problemas de NP podem ser polinomialmente
reduzidos a eles.

NP-dificil: tao ou mais dificeis que qualquer
um em NP

= Achar uma classe de problemas em NP onde todos
os problemas de NP podem ser polinomialmente
reduzidos a eles.

NP-completo: em NP, tao ou mais dificeis
que qualquer outro em NP



Classe NP-completo

- Os problemas de busca na versao decisao
MAIS dificeis: todos se reduzem a eles
= todos sao o mesmo problema disfarcado...

» Subconjunto de NP e nenhum NPC possui
solucao polinomial conhecida
= parece intratavel.

» Seu problema esta NPC, entao
s OU VOCe nao conseguira um algoritmo polinomial
s ou voce ganhara o Premio Turing!
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P, NP, NP-dificil e NP-completo

NP-completo

D
i
f
i
C
u
1
d
a
d
e

NP-dificil




-
5
decom
P = NP:

D € NPCtemsolucao polinomial << P =NP

- Se P + NP, entao todo D em « Se D em NPC tem solucao
NPC é intratavel. polinomial, entao P = NP.

NP-completo

A
Z

NP-dificil

NP-dificil
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Existe algum problema em NP-
completo (intratavel)?

« Cook mostrou que SAT é NP-completo, ou seja,
que todos os problemas em NP podem ser
reduzidos polinomialmente ao SAT. Logo, ha
fortes evidencias de que SAT é intratavel...

Isso foi feito utilizando a maquina de Turing nao-
deterministica, entao nao vamos ver a prova...

No livro-texto ha uma outra versao, transformando
todos NP para Circuito-SAT. Também nao
veremos.
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Reducao polinomial de problemas
» fe h sao polinomiais

 Se A pode ser reduzido polinomialmente a B, B
é tao (ou mais) dificil quanto A. A <, B
O que nao pode acontecer € A ser exponencial e B
polinomial, por exemplo... (Por qué?)



Reducao de Problemas

 Transforma um problema A em outro B

Algorithm for A
Inst . Solution S of f(I) ; ~ Solution
HIS ance - f Instance f(I) Algorithm L " h(S)of I
for I No solution to f(I _
— No solution to

Instancial de A Aleorit N,
em f(I) de B SOTILINO THeAs : e
resolvedor de B 5 de A

T(A)=T(f)+T(B)+T(h)



Como mostrar problema A € P por
reducao?

1. Um algoritmo resolvedor polinomial para B
2. Uma reducao polinomial (f e h) de A para B

SeBePeA<,BentaoAeP
O(A)=060(B)+06(f)+6(g)
O(A) =max(6(B)+ 6(f) + ®(q))



E possivel resolver Melhor Rota?

- Nao sabemos, mas se mostrarmos que ele
pertence a classe dos problemas NP-completos
ha forte evidéncia de que nao existe um
algoritmo polinomial para resolve-lo...

- Entao, como mostrar que € NP-completo?



decom

Como mostrar problema € NP- Completo7

« O problema B é NPC e quero mostrar que A
também é NPC.

SeBeNPC,AeNPeB<, Aentao A NPC

- Para um problema de busca versao decisao:
1. Um algoritmo polinomial para verificacao

2. Uma reducao polinomial (f e h) de um problema
NPC a ele



Melhor Rota: Provando que € NPC

» Vamos provar que Melhor Rota é NPC:
= Mostrando que ele € NP.

s Reduzindo polinomialmente o problema do ciclo
hamiltoniano, que é NPC, a ele.

» Melhor Rota é uma instancia do conhecido
problema do Caixeiro Viajante (Travelling
Salesman Problem — TSP), que tem inspirado o
desenvolvimento de inimeras abordagens
exatas e aproximadas.
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Melhor Rota - “"‘

Otimizacao para Decisao

mm W(C) ZW i |+1 +W(Vn’vl)

onde sdo valldos
C=(vy, V)| Vi, ji=j=v, #v,(v,,v)eE, VI<i<n(v,v,)eE

¥

C=(vy, V)| Vi, ji=j=v, #v,(v,,v,)eE, Vi<i<n(v,v,)eE

AC|w(C)<b
onde sao validos



Melhor Rota Decisao é NP

- Algoritmo checa se uma seqiiéncia de vértices é
solucao para problema de decisao com limite b.

- O algoritmo é simples. Dada a sequéncia de nos
da rota proposta: s=(v,,---,V.)
1. Euma permutacao .V, #V;,Vi# ]
2. Existe aresta entre nos consecutivos.
vi<ne(v,v,,)eEev,v)ecE

17 "1+l

3. A soma dos pesos das arestas tem que ser menor
ou igual ao limite.

b > IZ:; W(e(Vi Vi ))+ W(e(vn V1 ))



Melhor Rota Decisao é NP



Encontrando um problema NPC para seqen
reduzido a Melhor Rota...

Existem varios problemas NP-completos...
http://en.wikipedia.org/wiki/List of NP-complete problems

1 Graph theory
1.1 Covering and partitioning
1.2 Subgraphs and supergraphs
1.3 Vertex ordering

3 Sets and partitions
4 Storage and retrieval
5 Sequencing and scheduling

1.4 Iso- and other morphisms 6 Mathematical programming

1.5 Miscellaneous 7 Algebra and number theory
2 Network design 8 Games and puzzles

2.1 Spanning trees 9 Logic

2.2 Cuts and connectivity

2.3 Routing problems

theor
2.4 Flow problems C—y -
2.5 Miscellaneous 11 Computational geometry

2.6 Graph Drawing 12 Program optimization

10 Automata and language
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’ 4 tacnc

Caminho euleriano e P

» Leonhard Euler (1735) — nasmmento de teorla
dos grafos =
Possivel percorrer todas as

pontes sem repetir?

Existe caminho que passe por cada Northern bank
aresta exatamente uma vez?

. . Small ‘Big
Basta testar cardinalidade island island
dos vértices!

Southern bank



Ciclo Hamiltoniano ou de Rudrata & ¢com
NP-Completo

Redescoberto por William Hamilton (1857), fisico,
astronomo e matematico.

Dado um grafo G=(V,E), existe um ciclo que passa
por cada vertice exatamente uma vez? (CH)




decom

Ciclo Hamiltoniano -> Melhor Rota

- A partir do grato G=(V,E) do CH, montamos o
grafo da Melhor Rota da seguinte forma:
G" =(v,E™), grafo completocom
1, (vi Vi )e E

W(VwVJ):{z,(vi,V,-)fE E

- Existe um CH em G se e somente se a melhor
rota em G"tem tamanho n, pois nesse caso
todas as arestas estavam originalmente em G.



R,

decom
CH -> Melhor Rota o
» CH (A) se reduz polinomialmente a MR (B)
Algorithm for A

Solution S of f(I) [ Solution
Instance| 1 tnstance /(1) | Algorithm T sy o1
for No solution to f(I .

— No solution to

Instancial de A Aleorit N,
em f(I) de B SOTILINO THeAs : e
resolvedor de B 5 de A

T(A)=T(f)+T(B)+T(h)



L8
decom

Transformando CH em MR

AT




decom

Solucionando MR e CH

VS




Melhor rota e intratavel!

» Muito bem, vocé pode mostrar para seu chefe
que é bastante improvavel que algum algoritmo
ofereca a solucao 6tima de roteamento.

- Contudo, como vocé agora sabe que esse € um
conhecido problema TSP, é hora de procurar
boas estratégias de exploracao do espaco de
solucao ou solucoes aproximadas...



- Problemas que pertencem a P tém solucao
polinomial.

- Problemas que pertencem a NP tém verificacao
polinomial.

» Problemas NP-Completos sao os mais dificeis
em NP.

- Ha fortes evidéncias de que um NPC ¢ intratavel.

- Para provar que um problema ¢ intratavel:

Algoritmo verificador polinomial do problema na
versao decisao.

Reducao polinomial de um NPC conhecido ao novo
problema.



