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Programacao Dinamica

1950, Bellman

Evitar recalculos dos subproblemas em comum
— Menor para maior (bottom-up)

— Tabelas ou memorizacao

E uma técnica de programacio

Foi desenvolvida na época em que
“programacao” significava “meétodo tabular”.

Usada para problemas de otimizacao
— Encontre a solucao a com o valor 6timo.
— Minimizar ou maximizar



Programacao Dinamica

* Quatro passos do meétodo
— Caracterize a estrutura de uma solucao 6tima.
— Recursivamente defina o valor de uma solucao
otima.
— Compute o valor de uma solucao 6tima de
maneira bottom-up.

— Construa a solucao 6tima por meio da informacao
computada.



Fibonacci: definindo recorréncia

REC_FIBO(’:'I):
if (n < 2)  @Grafo de recorréncia
return n
else — Subproblemas — nos

return RECF1Bo(n — 1) + REcF1Bo(n — 2)

— Dependéncia — arestas



Fibonacci: definindo recursao

REcFiBo(n):

if (n < 2)  Grafo de recorréncia

return n

else — Subproblemas — nos

return RECF1Bo(n — 1) + REcF1Bo(n — 2)

— Dependéncia — arestas

MEMF1BO(n):

if (n<2)
return n

else * Memorizagao
if F[n] is undefined
F[n] < MeEmFIBo(n — 1) + MEMFIBO(n — 2)
return F[n]|



Fibonacci: definindo recursao

REcFiBo(n):

if (n < 2)  Grafo de recorréncia

return n

else — Subproblemas — nos

return RECF1Bo(n — 1) + REcF1Bo(n — 2)

— Dependéncia — arestas

MEMF1BO(n):

if (n<2)
return n

else * Memorizagao
if F[n] is undefined
F[n] < MeEmFIBo(n — 1) + MEMFIBO(n — 2)
return F[n]|



Fibonacci: usando tabela

REcFiBo(n):

if (n < 2)  @Grafo de recorréncia
refturn n

else s o — Subproblemas — nds
return RECF1Bo(n — 1) + REcF1Bo(n — 2)

MewFiso(n): — Dependéncia — arestas

if (r . ~

tn=<a) * Memorizacdo

else

if F[n] is undefined
F[n] <~ MemFIBo(n — 1) + MEmFIBO(n — 2)
return F[n]

ITERFIBO(N):
F[0] <0
F[1] <1
fori—2ton
Fli]<— F[i—1]+F[i— 2]
return F[n]




Fibonacci: usando tabela

REcFiBo(n):

if (n < 2)  Grafo de recorréncia

return n

else — Subproblemas — nos

return RECF1Bo(n — 1) + REcF1Bo(n — 2)

MeMFiBo(n): — Dependéncia — arestas

if (r . ~
tn=<a) * Memorizacdo

else
if F[n] is undefined
F[n] <~ MemFIBo(n — 1) + MEmFIBO(n — 2)
return F[n]

ITERFIBO(N):
F[0] <0
F[1] <1
fori < 2ton
F[il]«< F[i—1]+F[i—2]  Tabela

return F[n]

— Ordenacao parcial



Fibonacci: economizando espaco

REcFiBo(n):

if (n < 2)  Grafo de recorréncia
e — Subproblemas — nds
return REcF1Bo(n — 1) + REcFiBo(n — 2) — Dependéncia — arestas
MEMF1BO(n):
if (n<2)
L * Memorizacao

if F[n] is undefined
F[n] < MeEmFIBo(n — 1) + MEMFIBO(n — 2)
return F[n]|

ITERFIBO(N): ITERFIBO2(n):
F[0] <O prev <« 1
F[1] <1 curr < 0 TabEIa
fori —2ton fori<— 1ton ~ :
Fli]—F[i—1]+F[i—2 next <— curr + prev Ordenag.ao parCIaI .
return F[n] prev «<— curr — Economizando memoria

CUurr <— next
return curr



Problemas alvo para
Programacao Dinamica (PD)

* Problema pode ser dividido em subproblemas
menores.

e Sub-estrutura 6tima (principio da otimalidade)

— Solucao 6tima do problema inclui solucoes
o6timas dos subproblemas.

* Subproblemas sao sobrepostos.
— Numero “pequeno” de subproblemas distintos.



Linearizacao de Grafos Direcionados
Aciclicos (DAGS)
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Algoritmo de Linearizacao:
Percorrer vértices na ordem de grau de entrada.
Diminuir das arestas a cada passo.




Recorréncia a partir de DAGs



Algoritmo de menor caminho em
DAGs

initialize all dist(-) values to o

dist(s) =0

for each ve V\{s}, in linearized order:
dist(v) = ming, ,ep{dist(u) + [(u,v)}

Subestrutura

Subproblemas -
Otima

Menores




Subsequéncia Crescente Mais Longa

* Problema: Dada uma sequéncia de numeros
naturais, definir qual a subsequéncia
crescente com mais elementos.



MSC: Recorréncia e DAG implicito



SCML: Recorréncia

L(j)=1+max{L(7): (i.j) € E'}

Maior caminho em DAG

SCML = max{L(})}

1<j<n




Etapa 2: Algoritmo Recursivo

L(j)=1+max{L(?):(i,j) € £}




Etapa 3: Algoritmo Iterativo (Tabela)

* Vetor L, preenchido da menor posicao para
maior.




Etapa 3: Complexidade

for 7 =1,2,...,n:
L(j)=1+max{L(7):(i,5) € E'}
return max; L(j)




Etapa 4: Construindo solucao

for 7 =1,2,...,n:
L(j)=1+max{L(i):(1,7) € E'}
return max; L(j)



Distancia de Edicao

* Transformar uma sequéncia em outra ao
menor custo.

— Casamento, substituicao, insercao, remocao.

SITUADO
ESTUDO-

-S1ITUADO
ES-TU-DO



Edicao: Subproblemas

* Problema: Alinhar duas sequéncias de
caracteres z[l---m]  y[l---n] E(m,n)




Etapa 1: Equacao de Recorréncia

* Problema: Alinhar duas sequéncias de
caracteres z[l1---m] i}[l aE ??] E(m,n)

e Subproblema: alinhamento de prefixos
E(i,j) 44

— ylj]
* Composicao: inserir, remover, casar

E(i,j) = min{l+FE(i—1,7), 1+ FE(i,7—1), diff(¢,j)+ FE(i — 1,7 — 1)}
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Distancia de Edicao - DAG
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Etapa 2: Algoritmo Recursivo

E(i,j) = min{l+ E@—1,5), 1+ E(i,j — 1), diff(i,j) + E(i — 1,j — 1)}




Etapa 3: Algoritmo lterativo

E(i,j) = min{l+E(i—1,7), 1+ E(i,j—1), diff(i,j) + £(i — 1,5 — 1)}




Etapa 3: Complexidade

for 1=0,1.2,....m:

B(i,0) =
for j=1.2,...,n:

E(0,7) =17
for 1=1.2..

for j = l 2 ..... n:

E(i,j)=min{E(i—1,7)+ L, E(,j—1)+1L,E(i—-1,7—1)4+diff(i,j)}

return FE(m,n)

*O(mn) de tempo e espaco



Distancia de Edicao - Exemplo
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Etapa 4: Solucao | —armazenar

for 1 =0,1.2,...,m:
E(i,0) =i
for j=1,2,...,n
E(0,§) = j
for 1=1,2.....m
for 7=1,2,..., n:
E(i,j) —111111{E i— L)+ LEGj—1)+1L,E(i—1,j—1)+diff(i,j)}

return E(m,n)



Etapa 4: Solucao | — calcular

for 1 =0,1.2,...,m:

(e j)—llllll{EE—l J+LEG;—1)+1,E@i—1,7—1)+diff(i,7)}
return E(m,n)



Problema da mochila

* Ladrao esta com uma mochila que suporta no
maximo 10 quilos e quer o maior lucro
possivel

Item Weight Value

1 6 $30
2 3 $14
3 4 $16
! 2 $9



Problema da mochila

* Ladrao esta com uma mochila que suporta no
maximo 10 quilos e quer o maior lucro
possivel

Item Weight Value

1 6 $30
2 3 $14
3 4 $16
! 2 $9



Etapa 1: Equacao de Recorréncia

Kw, J)

K(w,j) =max{K(w —wj,j — 1) +v;, K(w,j — 1)}



Etapa 1: Equacao de Recorréncia

Kw, J)

K(w,j) =max{K(w —wj,j — 1) +v;, K(w,j — 1)}



K(w, j)=maxiK(w, j 1), Klw—w;, j—1)+v, |



Etapa 2: Algoritmo Recursivo

K(w,j) =max{K(w —w;,j —1)+v;, K(w,j — 1)}



Etapa 3: Algoritmo lterativo

K(w,j) =max{K(w —w;,j —1)+v;, K(w,j — 1)}



Etapa 3: Complexidade

Initialize all K(0,5)=0 and all K(w,0)=0
for j=1 to n:
for w=1 to W:
if wj>w: K(w,j)=K(w,j—1)
else: K(w,j)=max{K(w,j—1),K(w—w;,j—1)+v;}
return K(W,n)

*Somente para valores inteiros
*O(Wh)

40



Item Weight Value

1 6
2 3
3 4
4 2

I~

fd

$30
$14
$16
$9
d >3
0 0




Etapa 4: Solucao

Initialize all K(0,5)=0 and all K(w,0) =0
for j=1 to n:
for w=1 to W:
if wj>w: K(w,j)=K(w,j—1)
else: K(w,j)=max{K(w,j—1),K(w—w;,j—1)+v;}
return K(W,n)



Exemplo — Linha de montagem
S1.1 512 513
N2

13




Exemplo

Montadora de veiculos com duas linhas de

montagem

— Cada linha tem n estagbes: S, ,, ..., S, ,and S, ...,
S5

— EstacOes correspondentes S; . e S, possuem a mesma
funcao, mas podem ter tempo de execucao diferentes,
a;;ea,;.

— Tempos de entrada: e; e e,.

— Tempos de saida: x; e x,.

— Para chegar a uma estacao:

* Ficando na mesma linha — nenhum custo
* Transferido de outra linha — depois da estagao S;; e t; .



Exemplo

* Problema

— Que estacdes das linhas 1 e 2 devem ser
escolhidas para ter uma fabricacao mais rapida?

— Tentar todas as possibilidades?

e Cada candidato pode ser completamente especificado
por quais estacoes da linha 1 sao incluidas.

* Linha 1 tem n estacoes
e 2" subconjuntos



Exemplo

Estrutura de uma solucao 6tima

—Pense em uma maneira rapida da entrada
até a estacao S, ..
 Se j=1, facil
e Se j>= 2, ha duas opcoes
—DeS,
—DeS,



Exemplo

* Observacao chave: Nos devemos ter um
caminho rapido da entrada ate S, ; ; nesta
solucao.

* Se uma maneira rapida de chegar é por meio
de S; . ;, N6s podemos usa-la para chegara S, ;

* Se uma maneira rapida de chegar é por meio
de S, . ;, Nds podemos usa-la para chegara s, ;



Exemplo

* Geralmente: Uma solucao 6tima para um
problema (maneira rapida de chegara$, )
contém com ele uma solucao 6tima para os
subproblemas (maneiras rapidas de chegar a
S;5.10U Sz’j_l).

e |sto é uma subestrutura otima.



Subestrutura otima

e Use subestruturas 6timas para construir
solucdes o6timas para problemas, por meio de
solucdes 6timas de subproblemas.

* Maneira rapida de chegara §,; :
— S, .1, entdo va diretamente para S, ;, ou
— S, .1, transfira da linha 2 para a 1 e entao va para
31,



Solucao Recursiva

* Sejaf.[j] =0 tempo mais rapido até a estagdo
S,,j,i=1,Zandj=1, ..., N
* Meta: f=min( f,[n] + x,, f,[n] + x,)
fill]=e;+a,;
fill]=e,+a,,
Forj=2,...,n:

Alil=min(filj-1]+ay;, fli-1]+t,; ;+a;;)
Llil=min(f,[j-1]+a,;, filj-1]+t ; ;+0a,;)



f+da o valor da solucao 6tima.
E se quisermos construir a solucao 6tima?

—[.[j ] = numero da linha (1 ou 2) cuja estagao j -1
e usada para chegara§; ;.

SilJl j-1precedes, ;.
[+ =numero da linha da estacao n usada.



FASTEST-WAY(a, t, e, x, n)
fi[1] < el +al,1
f2[1] &< e2+a2,1
forj<2ton
doiff,[j-1]+a,;<sf[j-1]+t,; ;+0a,;
thenf,[j]< filji—1]+ dyg,j

L[j]< 1
elsef,[j]&< folj-1]+¢,, ,+0a;;

IL[j] &2
iffz[j_1]+az,jsf1[j_1]+t1,j—1+az,j
thenf,[j]< folj—1]+ as

LIj]< 2
elsef,[j]&< filj-1]+¢ ;,+0,;

LIj]< 1

if f,[n] + x, < f,[n] + X,

then f+=f [n] + x,
[*=1

else f*=f,[n] + x,
[*=2



Construindo a solucao otima

PRINT-STATIONS(I, n)

| &1+

print “linha” i *, estacdo” n
for j & n downto 2

doi</[j]

print “linha” i “, estacdo” j - 1



enter exit




Consideracoes Finais

* Diferenca entre PD e D&C

— Sobreposicao de problemas

* Definicao da Equacao de Recorréncia
— Grafo induzido
— Automatizacao dos passos

* Memorizacao



